Capitolo 9

Metodi Runge-Kutta

I metodi Runge-Kutta costituiscono una alternativa ai metodi LMF per superare le barriere di
ordine di Dahlquist. Li tratteremo in modo semplificato, applicandoli al problema autonomo

y'(t) = f(y(t),  y(0) =y €R™, (9.1)

sebbene con questo non si perda in generalita, in quanto t pud essere incluso nel vettore di
stato.

9.1 Derivazione di un metodo Runge-Kutta

Tal teorema fondamentale del calcolo, si ottiene, in virtu della (9.1):

h
y(h) = y(0) + A Fy(s))ds.

Approssimando 'integrale con una formula di quadratura definita su s nodi {¢;} e con pesi
{b;}, si ottiene

8

vi=yo+h) bif(Yy), (9.2)

i=1

dove i vettori
Y‘tzﬁy(cih’), i’:la"'-.31

sono detti stadi del metodo. Approssimando anche questi con corrispondenti formule di
quadratura, si ottiene:

8

Yi—=go+hY ayf(¥;), i=1...,s (9.3)

J=1

Le formule (9.2)—(9.3) defniscono un metodo Runge-Kutta (RK, nel sequito) a s-stadi. Questo
& altresi caratterizzato dal cosiddetto tableau di Butcher:!

cl|l A

b (9.4)

In onore di John C. Butcher, che & stato il pioniere nello studio dei metodi RK.
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154 CAPITOLO 9. METODI RUNGE-KUTTA
in cui
b= (by,..., )T
¢ il wettore dei pesi della quadratura,
c=(c1,...,¢s)T
¢ il vettore dei nodi, e la matrice
A = (a;;) € R
¢ detta matrice di Butcher (o Butcher array). Riguardo alla complessita computazionale del
metodo (9.2)-(9.3), si distinguono i seguenti tre casi significativi:

metodo RK esplicito: in questo caso la matrice A ¢ strettamente triangolare inferiore
(ovvero, a;; = 0, se j > i). Pertanto, la (9.3) diviene

i—1
Yi=go+h) ayf(¥;), i=1,...,s (9.5)

j=1
ovvero gli stadi {Y;} si ottengono in sequenza mediante sostituzioni successive;

metodo RK semi-implicito: in questo caso la matrice A ¢ triangolare inferiore (ovvero,
a;; =0, se 7 > 1). Pertanto, la (9.3) diviene

5—1
Y — hay f(Yi) =y + f'LZ(Lijf(Y;;), = e o8 (9.6)
J=1

ovvero gli stadi {Y;} si ottengono risolvendo s equazioni nonlineari;

metodo RK implicito: in questo caso la matrice A non ha struttura di sparsita. Pertanto,
la (9.3) diviene

FY)=Y-hA®RL, f(Y)—e®y =0, (9.7)
dove abbiamo indicato con
Y f() 1
V= " T = : . e=]| : | eR’.
¥ f(Y5) 1

In tal caso, gli stadi {¥;} si ottengono risolvendo un sistema di s equazioni nonlineari.

Ci si convince facilmente che, sotto le usuali ipotesi che f sia continua e Lipschitziana in y, le
equazioni (9.6) e (9.7) ammettono sempre soluzione, e questa € unica, per h sufficientemente
piccolo.

Osservazione 9.1 F interessante sottolineare come 'applicazione del metodo di Newton
semplificato per risolvere (9.7) consista nell’iterazione

AY?* - RA® JAY = -F(Y%, 7YHi=Yi+AY: 1=0,1,...,

in cui Jy denota la matrice Jacobiana di f calcolata in yo. Questa (vedi Sezione A.2) puo
essere riscritta nella forma di una cosiddetta equazione matriciale lineare [20/:

XL _ B do B AT 05, f =0 Les o

in cui X! = ( A¥HL .. Ky ) e Rm*s e (O ¢ similmente definita a partire da
—F(Y").



9.1. DERIVAZIONE DI UN METODQO RUNGE-KUTTA 15

on

9.1.1 Ordine di un metodo Runge-Kutta

Riguardo all’ordine di accuratezza, il metodo si dira avere ordine p se, y(h) — y; = O(hP*)
(assumendo che f sia di classe CP*1), Si dimostra che I'ordine massimo di un metodo RK
a s stadi non puo eccedere 2s. Tuttavia, le condizioni sui coefficienti del tableau (9.4) per
ottenere un metodo di ordine p divengono assai complicate e numerose, al crescere dell’ordine
p. Infatti, se indichiamo con n(p) il numero delle condizioni per esso richieste, si puo costruire
la seguente tabella [13, pag. 154]:

4 5 6 7 &8 9 10
8 17 37 85 200 486 1205

Un classico esempio di metodo Runge-Kutta esplicito ¢ dato seguente metodo di ordine 4,2
descritto dal tableau:

0{0 0 0 0
1|1
515 0 0 0
16 100
2 2
110 0 1 0
| 1111
6 3 3 6

Si ottiene, pertanto,
}/J = Yo,
h .,
Yo = y0+§f(yl)a
h
Y5 = y+ §f(Y2),
Yy = yo+hf(Ya),

o= w0t gU) + 2(Y) + 2(¥) + £(¥0),

9.1.2 Analisi di stabilita lineare per un metodo Runge-Kutta

Un metodo Runge-Kutta & O-stabile per costruzione. Infatti, si tratta di un metodo one-step
per cui (vedi (9.2)) p(z) = 2z — 1. Se si considera, invece, 'equazione test

y = Ny, R(N) <0,

e ponendo, al solito, ¢ = hA, dalle (9.2) e (9.3) si ottiene che:

(St )G )= )m

Applicando la regola di Kramer si ottiene, pertanto:

1
LT b 1) det(I—gddaeb”) o
M T ) T Al =gy T

2Detto, appunto, Runge-Kuita classico.
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La funzione razionale R(q) & detta funzione di stabilita del metodo. La sua regione di assoluta
stabilita sara pertanto definita da

D={qeC:|R(g)| <1}.
Il metodo sara, al solito, A-stabile se C~ C D.

Osservazione 9.2 Osserviamo che, per un metodo esplicito, R(q) ¢ un polinomio di grado
s e, pertanto, R(q) — oo per ¢ — oco. Pertanto, la regione di assoluta stabilita di un metodo
RK esplicito ¢ limitata.> Questo sara altresi vero quando il grado del denominatore di R(q)
¢ inferiore a quello del numeratore.

Per ottenere metodi RK A-stabili, che saranno necessariamente impliciti o semi-impliciti,
come appena argomentato, sono richieste ulteriori condizioni sui coeflicienti del tableau (9.4):
tuttavia, le cosiddette formule di Gauss-Legendre a s stadi raggiungono 1'ordine massimo 2s,
e risultano essere perfettamente A-stabili.!

In generale, ¢ pero difficile ottenere in modo immediato dei metodi RK A-stabili. Cer-
cheremo di ovviare a questo inconveniente, utilizzando un diverso approccio per definire dei
metodi di approssimazione per il problema (9.1).

9.2 Sviluppo di Fourier locale

Al fini della nostra trattazione, introduciamo la seguente famiglia di polinomi,

Rt =1,  P(t)=v3(2t-1),

204+1 [2i+3 i 2i + 3 .
+1(t) = (26 -1 A seradill] ~ =i/ = Fyald)s 2 s
Fia(t) = ( )?f+1 21+ 1 ®) i+1V 2i—1 1(t) !

noti come polinomi di Legendre scalati e shiftati sull’intervallo [0, 1]. Per essi vale il seguente
risultato, che si dimostra per induzione.

1

(9.8)

Teorema 9.1 [ polinomi definiti in (9.8) soddisfano:
1
deg Pi=i, [ POP@A=8;  Vijzo (9.9)
Jo

In virta della (9.9), i polinomi {P;} costituiscono una famiglia di polinomi ortonormali
sull’intervallo [0,1], rispetto al prodotto scalare definito dalla seconda equazione in (9.9).
Essi costituiscono una base per le funzioni continue definte nell’intervallo [0, 1].

Questi polinomi, soddisfano la seguente proprieta di simmetria:

Py(z)=(-1)*P,(1-2z), €01, k=0,1,.... (9.10)
Per essi valgono, inoltre, i seguenti risultati.

Teorema 9.2 Con riferimento alla famiglia di polinomi ortonormali (9.8), gli zeri di Py(t)
sono reali, distinti, ed interni all’intervallo [0,1].

3 Conseguentemente, non esistono metodi RK espliciti A-stabili.
10vvero, la loro regione di assoluta stabilita coincide con C™.
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Dimostrazione. Se, per assurdo, cosi non fosse, allora Pj,(z) cambierebbe di segno in [0, 1] in
un numero di £ punti distinti

O=E = g Epe ], con < k.

Pertanto, detto (x) = Hf:l(t —¢&;), siavrebbe che il polinomio 1(#) P;(t) avrebbe segno
costante in [0, 1] e, quindi,

]0 belt) Pe(t)dlt 4 0,

il che e assurdo, perché vy(t) ha grado ¢ < k e, quindi, (9.9) non sarebbe soddisfatta. []
Teorema 9.3 Sia V' uno spazio vettoriale e g : [0,h] = V sufficientemente regolare. Allora

/1 P;(t)g(th)dt = O(h?), §>0. (9.11)

Dimostrazione. Assumeremo, per semplicita, che ¢ sia sviluppabile in serie di Taylor.
Segue quindi che, ¥j > 0:

" P (t)g(th)dt = le(t)Zg(k)"EO)(th)kdt - th’“ P(t)5dt
Jo k k!

1
0 >0 ’ k20 0

_ Q(k)(o)k : (kg — i
= Y Z-th fo Pyttt = O(K),

dove la penultima uguaglianza segue dalla (9.9).O

Avremo anche bisogno del seguente risultato di perturbazione, riguardante i problemi ai
valori iniziali di equazioni differenziali ordinarie.

Lemma 9.1 Sia y(t; to,yo) la soluzione del problema ai valori iniziali

y'(t) = f(yt),  y(to) = o
Allora:

0 o
—y(t; to, yo) = (1, o), —y(t; to, yo) = —P(t,t0) f (30),
Yo oty

dove ®(t,ty) ¢ la matrice fondamentale del problema variazionale associato:
'(t,t0) = Jr(y(t; to, 40)) P (2, to), ®(to, 20) = I.

Dimostrazione. Per dimostrare la prima parte della tesi, si consideri una perturbazione
infinitesima dyy della condizione iniziale. Pertanto, la soluzione del problema perturbato
soddisfera il problema variazionale, la cui soluzione &

dy(t) = y(t; to, Yo + 0yo) — y(t: to, yo) = P(t,10)dyo.

Pertanto,

d
8—ygy(t; to, o) = ®(t, 1)
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Per la dimostrare la seconda parte della tesi, fissato £ = 0, osserviamo che, denotando con
y(t) = y(t; to, yo), allora evidentemente risultera

y(t;to + &,90) = y(t — €5 to, o) (9.12)
Ricerchiamo ora la condizione iniziale, sia essa yo(¢), tale che si abbia:

y(t;to +&,90) = y(t: to, yole))-
Al primo ordine, tenendo conto della (9.12), si avra: yo(e) = yo — £f (y0). Segue quindi che:

y(t;ito + €, 90) — y(t: to, Yo)

¢
%y(t; to,¥0) = lim

Oty 0 €
= o wle))|  vole) = Bt t0) = F(30)] -0
Yo e=p C

Avendo premesso questi risultati, consideriamo il seguente sviluppo di Fourier locale del
problema (9.1) sull'intervallo [0, h], lungo la base definita dai polinomi (9.8), che & sempre
definito per h sufficientemente piccolo e f sufficientemente regolare:®

i'(ch) = ZP )7 (¥)s c € [0,1], (9.13)

W) = f P(r)f(y(rh))dr, >0,

Otterremo una approssimazione polinomiale, sia essa o € II,, troncando questo sviluppo in
serie:

oleh) = if’j(c)’yj(cr), c € [0,1], (9.14)

7(0) = /U Py(r)f(o(rh))dr, j=0,...,s— 1L

Imponendo che sia soddisfatta la condizione iniziale a(0) = yp, si ottiene, quindi,

51
o(ch) =yo+h Zf z)dz v;(o), c € [0,1]. (9.15)
La approssimazione a y(h) ¢ quindi definita, in virtu delle (9.9)-(9.15), come

1 h
a(h) = yo + hyo(o) = yo + h/ flo(rh)dr =y + [ flo(x))dz. (9.16)
0 0

Supponedo per semplicita, nel seguito, che f sia sviluppabile in serie di Taylor, valgono i
seguenti risultati.

Lemma 9.2 v;(0) = O(h?), j=>0.

561 pud dimostrare che & sufficiente che si abbia f € O,
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Dimostrazione. La dimostrazione discende immediatamente dal Teorema 9.3. 0

Teorema 9.4 g(h) — y(h) = O(h?*+1).

Dimostrazione. Denoteremo, al solito, con y(t; ¢, yo) la soluzione di (9.1). In virtu dei
Lemmi 9.1 e 9.2, e dalle (9.13)-(9.14), segue quindi che:

h
a(h) —y(h) = y(h;h,o(h)) —y(h;0,0(0)) = /(; %y(h t,o(t))dt
h B

- |5 (h;t,o(t)) + ;—Jy(h;t,rr(t))(r’(t)df

= h/ﬂ O(h, Th)[—f(a(rh)) + o' (Th)|dr

=g(7h) =0(h7)
/—"'—\ —~—
= —h/ (h,7h) Y Pi(r)vyi(o)dr = —hY / (h,7h) Pj(r)dr| 7;(0)
j>s Jj=2s
:OTM)

= hY O(h¥) = oh*+).00

jzs

Osserviamo che il metodo definito dalle (9.14)-(9.16) non & ancora un metodo operativo,
perche gli integrali per ottenere i coefficienti v;(¢) devono essere approssimati mediante una
idonea formula di quadratura. A questo fine, consideriamo £ ascisse distinte

0<% a2 S 1, (9.17)
ed i corrispondenti pesi della quadratura definita su queste ascisse,

1 k e
b = I1 k. FTREN PO, S (9.18)

ottenendo, pertanto,

1 k
]0 Pi(r)f(o(rh))dr = Y biPi(c)fo(ch),  j=0,...,s—1. (9.19)

i=1
Chiaramente, cosi facendo si ottiene una nuova approssimazione polinomiale, sia essa u,
definita dalla seguente equazione:

s—1 Lc
u(ch) = wyo+ hZ/ Pi(z)dx4;, ce0,1], (9.20)
‘=0 Jo
k
Ay = Zbin((a)f(u(cih)), j=0,...,s—1
i=1

La approssimazione a y(h) & quindi definita, in virta delle (9.9)-(9.20), come

k
= u(h) =yo+ hio = vo + h »_ bif (u(cih)). (9.21)

i=1
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Definendo
¥; =uleh), A

dalla (9.20) si ottiene:

Y?-' = Yo+ h Z / dIZ pr Cg f(Yf) (922)

k s—1 ¢
= yo+ hz {bj Z Pi(c;) / Py(z)dx
Jo

J=1

j(}/’})ﬂ ré:].,...jk,

mentre la (9.21) diviene:
k
yi=vo+hY bif(Yy). (9.23)

E evidente che le (9.22)-(9.23) definiscono il seguente metodo RK a k-stadi:

@]

A= (QU) (b Z ( ) PF( )d?:) (9_24)

| b ... b

Ck

Osservazione 9.3 Come vedremo nel sequito, con una opportuna scelta delle ascisse (9.17),
(9.24) definisce la forma Runge-Kutta di un metodo HBVM(k,s).
9.2.1 Ordine del metodo

Al fine di studiare 'ordine del metodo RK definito dal tableau (9.24) si premette il seguente
risultato, riguardante 'errore della formula di quadratura (9.17)-(9.18), che assumeremo avere
ordine q, ovvero esatta per polinomi di grado non maggiore di ¢ — 1.

Lemma 9.3 Sia f € C9. Allora

1 k
/0 Pj(r) f(th)dr — Z biPyle) flah) = O(hq_j), goealhoos oyl

Dimostrazione. Poiché la formula di quadratura é esatta per polinomi di grado g — 1, l'errore
dipendera dalla derivata g-esima dell’integrando. La tesi segue considerando che

LI = B = 3 (1) P

dr9 2
J
- Z( ) (r)fO D (rh)h?™ = O(hT),
i=0
perché Pj“)(f_) =0, peri>j.U

Come conseguenza, si ottiene immediatamente il seguente risultato.

683 tratta dell’acronimo di Hamiltenian Boundary Value Method a k stadi e grado s.
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Corollario 9.1 Se l'ordine della quadratura (9.17)-(9.18) ¢ q, allora (vedi (9.14)-(9.20)),
B =30 = A5(h), Ak = O(d), (9.25)
Possiamo ora discutere 'ordine del metodo (9.24).

Teorema 9.5 Sia g l'ordine della quadratura (9.17)-(9.18). Allora yy —y(h) = O(hP*1), con
p = min(q, 2s).

Dimostrazione. Procedendo in modo analogo a quanto visto nella dimostrazione del Teore-
ma 9.4, si ha, in virtl delle (9.20)-(9.25):

yi —y(h) = u(h) —y(h) = y(h;h,u(h)) — y(h;0, o)
R
= y(hyh,u(h)) — y(h; 0,u(0)) = /0 (11# (h;yt,u(t))dt

- /hi(!-t () + Lyhi t, u(t))d (Bt
- A 81’,'} ni,u auy L, u -))U,( ) A
1

= hfo ®(h, Th)[—f(u(Th)) + u'(Th)]dT

1 s5—1
- f (h,Th) { ZP )+ Y Pi(r)(y;(u) Aj(h))] dr
0 §>0 j=0
1 s—1
:=hf@wm)Z%M%m+Zﬂmw4w
0 =0 j2s
_ =g(Th) =0(h97) =g(Th) =0(h?)
5—1 1 1 —
= -} / () Py(rydr| B0 —hY / B(h,7h) Py(r)dr| 5;(0)
j=0 |70 T
= (;(,.'?J') = O‘(th)
= —hO(h) —h Y O(%) = O(hT™) + 0>+ = O+,
jzs

avendo posto p = min(g, 2s).J

Corollario 9.2 Se l'ordine della quadratura (9.17)-(9.18) é q > 2s, Allora il metodo (9.24)
ha ordine 2s.

Nel seguito, assumeremo che sia ¢ > 2s.

9.2.2 Ascisse di Gauss-Legendre

La scelta ottimale per le ascisse (9.17) (e dei corrispondenti pesi (9.18)), si ha scegliendo
queste come le radici del polinomio Py(z) definito dalla (9.8):

Fele)) =14, i=1,...,k (9.26)
che, in virtt del Teroema 9.2, sono distinte e tali che:

O<ep<...<¢g <L
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Queste ascisse, denominate ascisse di Gauss-Legendre, risultano essere simmetricamente
distribuite in [0, 1], per via della simmetria (9.10):

Cz-:l—ck_,;, E:l,,k
I corrispondenti pesi (9.18) sono tutti positivi e a loro volta simmetrici:
bizbk_i, .':1,,.1.
Di questi se ne conosce anche l'espressione analitica in funzione delle ascisse ¢;:

42k -1l =)

b= =BT i=1,...,k (9.27)

da cui si deduce la loro simmetria, essendo 1 — ¢; = ¢;,_; ed avendosi, dalla (9.10), Py(c;) =
(—=1)*Py(ck—i). La formula di quadratura (c;,b;) definita dalle (9.26)-(9.27) & denominata
formula di Gauss-Legendre di ordine 2k. vale infatti il seguente risultato.

Teorema 9.6 L ordine della quadratura (9.26)-(9.27) é ¢ = 2k, ovvero la formula é esatta
per wntegrandi polinomiali di grado 2k — 1.

Dimostrazione. Sia p(z) € Ilg_;. Pertanto, si avra:
p(z) = q(z)Pp(z) +r(z),  q(z), r(z) € iy,
Da questo segue che, in virtu della (9.9),

./01 ple)de = \fo] q(x)Pk(f’-’)d-’fi+ /; r(z)dz.

'

=0

D’altro canto, per la (9.26), si ha:

k I 5 .
?Z:;bip(m) = ;f)i@f(&) P;f(:i) Jrgbﬂ"(ci) - ;bi'r(c@).

La tesi segue osservando che, trattandosi di una formula interpolatoria basata su k ascisse,
ed essendo r(z) € IIj_;, allora:

k 1
Zbi?‘(m}mfo r{z)ds.

9.2.3 Costo computazionale

Dall’analisi fatta, si intuisce che & auspicabile che la quadratura (9.17)-(9.18) abbia ordine
q > 2s. Questo potrebbe essere ottenuto, per quanto visto nel Teorema 9.6, ponendo £ = s
e scegliendo le ascisse (9.17) come le radici del polinomio Pi(z), che origina la formula di
quadratura di Gauss-Legendre di ordine 2s.

Con questa scelta si ottengono i metodi RK di Gauss-Legendre a s stadi.
Essi sono impliciti e raggiungono l'ordine massimo 2s.
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Riportiamo i tableau di Butcher dei metodi RK di Gauss per s = 1,2:

1_ V3 1 1_ V3
111 2 \SF 4f 4 6
Ly v3 |1, ¥3 1
1 s+t % |2t % 4
| I 1
2 2

Il primo di questi metodi, che pud essere riscritto come

Yo+ Y1
2 )

Yi=yo+hf ( (9.28)

¢ detto mid-point tmplicito e ha ordine 2. Infatti, esso & il seguente metodo RK a 1 stadio,

Y =%+ g.f(y)1 Y = Yo+ Rf(Y).
Moltiplicando la prima equazione per 2, e sottraendovi la seconda, si ottiene, infatti, ¥ =
(yo + y1)/2 che, sostituita nella seconda, fornisce la (9.28). Osserviamo che, nel caso la f sia
lineare, allora la (9.28) si riduce al metodo dei trapezi.

Come vedremo successivamente, pud essere talora opportuno che la fomula di quadratura
abbia ordine maggiore di 2s: ponendo le & > s ascisse (9.17) nelle radici di Py(z) (vedi
(9.26)), si ottiene una formula di quadratura di Gauss-Legendre di ordine 2k che, pertanto,
puo essere resa di ordine arbitrariamente elevato, scegliendo k abbastanza grande.

Definizione 9.1 Denomineremo questi metodi HBVM(k, s). Essi sono definiti per k > s.

Osservazione 9.4 HBVM ¢é ['acronimo di “Hamiltonian Boundary Value Methods” [5/.
Questa denominazione sard giustificata nel sequito.

In virtu del Corollario 9.2, questi metodi possono essere riguardati come una generalizzazione
delle formule di Gauss-Legendre ad s stadi, che raggiungono 'ordine massimo 2s. Tuttavia,
trattandosi di metodi RK a & stadi (si veda il tableau (9.24)), il costo computazionale per
la loro implementazione, che consiste nel risolvere ad ogni passo un sistema di & equazioni
nonlineari nella forma (9.7), aumenta al crescere di k.

In realtd, vedremo come sia sempre possibile riformulare il problema discreto (9.7) in modo
tale che esso abbia dimensione s, indipendentemente dal valore di k considerato. Questo
implica che la complessita computazionale di un metodo HBVM(k, s) dipende essenzialmente
da s, per ogni k > s. Esso sara, pertanto, assimilabile a quello della corridpondente formula
RK di Gauss-Legendre di ordine 2s. Si premette il seguente risultato.

Teorema 9.7 La matrice del tableau di Butcher (9.24) puo essere scritta nella forma
A=IPTQ, (9.29)

dove:

T = (/ Pj_l(T)dT) fe i L P = (P ile)) Pe, ot 3 Q = diag(by, ..., bg).
0 =L y
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Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene uguagliando il generico elemento a;; delle due
matrici (9.29) e (9.24).0

In virtu della (9.29), il sistema nonlineare (9.7) pud essere scritto nella forma:

Y =e®uy+hIPTQ® L, f(Y). (9.30)
Definendo il vettore a blocchi di dimensione s contenente i coeflicienti 45, incogniti, nella
(9.20),
" 2 i
y=(% .- %a),
si verifica facilmente, da quest’ultima equazione, che

Dalle precedenti equazioni (9.30)-(9.31) si ottiene, pertanto,
vy=PTQ® I, fle®@y+hI®I7), (9.32)

che ¢ un sistema nonlineare di s equazioni, qualungue sia il valore scelto per k. Una volta
risolta (9.32), la nuova approssimazione sara data da

y1 = yo + ho. (9.33)

Dalle (9.32)-(9.33) si puo pertanto concludere che la complessita computazionale per 'im-
plementazione di un metodo HBVM(E, s) ¢ essenzialmente dipendente da s, qualunque sia
il valore scelto di k. Questo aspetto sard molto importante, quando tratteremo di problemi
Hamiltoniani.

Osservazione 9.5 Utilizzando argomenti analoghi a quelli visti nella Osservazione 9.1, il
problema discreto (9.32) puo essere riformulato come

T'=f(ye” +hTI7)QP,

T=(% ... %-1)€R™, flye™ +hTIT) = ( f(V1) ... f(Yk)) eR™*

9.2.4 Analisi di stabilita lineare
Per I'analisi di stabilita lineare, consideriamo, al solito, 'equazione test
y = Ay, R(A) <O.

Ponendo
A=a+1if, Yy = I+ its,

I'equazione test diviene:

X_(;l) :(g f)(;)iflx x(0) = xo # 0. (9.34)

Definendo la funzione a valori scalari
1 1 y
V(x) = 5xTx = gl (9.35)
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si ottiene che I'applicazione di un metodo HBVM(k, s) per risolvere (9.34) produce il polino-
mio o € Il tale che o(0) = x(0) e, inoltre,

g k B K grado < 2s5-—1
a(ehl = ZP_}-(C)ZE)P( Ao (cih) = AZP sz ¢;)o(eih)
j=0 i=1 J=0
= AZP_,-((:) j Pi(T)o(th)dr = AZPJ f (1)VV(a(rh))dr. (9.36)
=0 0 =0

Questo implica che (9.35) sia una funzione di Lyapunov per il sistema dinamico discreto
indotto dal metodo. Infatti, ponendo o(0) = xq, e la nuova approssimazione data da x;, =
a(h), si ottiene, tenendo conto del fatto che

AiC‘tIQ—'-ﬁJQ, -]2:((1) _(1)>_—Jg,

AV(xe) = V(x1) = V(xo) = V(a(h))—V(a(0))
¢ h
_ f dlw @)dt = | VV(e()To'(t)dt

ﬂ

0
- h/ VV (o(th)) TAZP U ()VV(a(ch))dc]d

- h}j{ﬂﬁu@vvwwmyﬂ

q

A[ﬁuwmvvwwmm%

7=0
s—1 1 2 —1 1 2
= ahy_ / P;(T)VV (a(rh))d Z / o(rh)dr
=0 I1/0 e 2
= ahi.

Osserviamo che, poiche o(t) # 0, deve aversi 1) > 0. Diversamente, avendosi o € Il;,
avrebbe a(ch) = pPs(c) con p # 0 che, tuttavia, in virtu della (9.3()), darebbe Pl(c) =
c € |0, 1] che &, evidentemente, falso. Pertanto ¢ > 0 e, quindi,

Ixill5 = lI%oll5 + ahy < ||xoll3 & a=R(N) <0.

Pertanto, in virtl del Teorema 7.9, un HBVM(k, s) risulta essere perfettanemte A-stabile, in
quanto la sua regione di assoluta stabilita coincide con C™, per ogni k& > s > 1. In particolare,
sono perfettamente A-stabili i metodi di Gauss-Legedre a s stadi, e con ordine 2s, per ogni
g =2 1y P

Osservazione 9.6 In realta, qualunque scelta delle ascisse che dia una formula di quadratu-
ra sufficientemente accurata pud essere utilizzata per definire un metodo HBVM. Ad esempio,
nel caso s = 1, e scegliendo delle ascisse equidistanti, si ottengono i sequenti metodi, deno-
minati k-stage trapezoidal rules, in quanto generano una generalizzazione della formula di
hase dei trapezi. In questo caso, si vede facilmente che

u(ch) = (1 = c)yo +cn,  c€[0,1].
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Scegliendo le k ascisse equidistanti,
g=>E-1)/(k-1), i=1...,k
ed 1 pesi dati, al solito, da (9.18), si ottiene:

k= 2: ¢ la formula di base dei trapezi,

h
i =10+ = (Flyo) + F(31))-

2
Kre=.3" ]
Yi = Yo+ é (f(yo) +-4 (yg_-;-y]) i3 f(yl)) .
k=5
n =g (7Fn) +2f (D) 4 rap (BE0) gy (BB 47y,

In generale, il tableau di Butcher corrispondente a queste formule si vede essere dato da:

c|cb”
b

Il corrispondente problema discreto puo essere quindi riscritto come

’}‘0 - bT® Im. f (e®y0 —IF'II*C@:YO)’
Yy = Yo+ h.

9.3 Problemi Hamiltoniani

Molti problemi derivanti dalle applicazioni, sono problemi del secondo ordine del tipo:

g" = V(g e R™, (9.37)
in cui U : R™ — R. Ponendo
L G

p=q, Hlqgp) = §PTP—U(Q) =H(y), y= ( ; ) (9.38)

I'equazione (9.37) puo essere scritta in forma del primo ordine come

/ / / O I’Fﬂ <

¢d=p, pP=VU@), <& y=JVHQ@), J=|_ o ) (9.39)
Quest’ultima ¢ la forma Hamiltoniana del problema originale. La funzione H(y) nella (9.38)

¢ la funzione Hamiltoniana che definisce il problema. Quando il problema Hamiltoniano
deriva dalla modellizzazione di un sistema meccanico isolato, la funzione Hamiltoniana ne
rappresenta generalmente l'energia totale: per questo motivo, spesso si fa riferimento alla
funzione Hamiltoniana come all’“energia” del sistema. Osserviamo che la matrice .J nella
(9.39) € ortogonale ed antisimmetrica:

JT=—J, JTJ=1.
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Per un problema Hamiltoniano (9.39), ’'Hamiltoniana si mantiene costante lungo una traiet-
toria, ovvero:
H(y(t)) = H(y(0)),  Vt=0.

Infatti: i

d - o
T HW®) = VH (1) y (t) = VH(y(t)" JVH(y(t)) = 0,
essendo J antisimmetrica. Visto il significato fisico, ¢ auspicabile che questa caratteristica
sia preservata da un metodo di approssimazione. Quando questo non avviene, la dinamica
riprodotta dal metodo numerico potrebbe essere non corretta, come illustrato nel seguente
esempio.

Il problema di Keplero

Si tratta del moto relativo (planare) di due corpi di massa unitaria che si muovono in intera-
zione gravitazionale tra loro. Ponendo uno dei corpi nell’origine del sistema di riferimento, e
dopo normalizzazione delle costanti fisiche, si ottiene la funzione Hamiltoniana

1 .
Hmm%zjwﬁ— ¢, p € R%,

1
gl

in cui il vettore ¢ contiene le coordinate del secondo corpo. In particolare, partendo dal punto
iniziale

w=.of) = (1-c 00 JE), cch,

la soluzione e periodica di periodo T" = 27 e, nel piano (g, ¢2) risulta essere un’ellisse di
eccentricita . L'Hamiltoniana, lungo questa traiettoria, ha un valore costante pari a —%.
Utilizzando il metodo di Eulero esplicito per approssimare questa traiettoria, con un passo
h = 10737, si ottiene la soluzione numerica riprodotta in Figura 9.1. Quest’ultima & chiara-
mente errata, e questo & confermato dal fatto che l'errore nell’Hamiltoniana cresce, come si
pud osservare in Figura 9.2.7

Le cose migliorano notevolmente utilizzando il mid-point implicito (9.28):® in questo caso,
utilizzando lo stesso passo h, la traiettoria e qualitativamente corretta, come si evince da
Figura 9.3, e questo ha un preciso riscontro nel fatto che 'errore nell’Hamiltoniana numerica
¢ limitato, come si puo vedere in Figura 9.4. Tuttavia, sebbene non vi sia un drift, I'ampiezza
dell’errore dell’Hamiltoniana sard in questo caso proporzionale all’ordine del metodo.

Conservazione dell’Hamiltoniana per un metodo HBVM(F, s)

Consideriamo il valore dell’Hamiltoniana numerica in y; = u(h), vedi (9.20), per un metodo
HBVM(k, s), in cui le k ascisse {¢;} sono poste nelle radici di P(z). In questo modo, come
abbiamo visto innanzi,

k
Y, = Z b Pj(c;) IV H (u(cih)) = 7 (u) — Aj(h),
i=1

Aj(h) = OB* ),  j=0,...,s—1, (9.40)

TQuesto fenomeno & denominato drift numerico dell’Hamiltoniana, o “enerqy drift”.
80sserviamo che questo metodo coincide con HBVM(1,1).
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Figura 9.1: Problema di Keplero, ¢ = 0.6, metodo di Eulero esplicito, i = 7/500.
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Figura 9.2: Problema di Keplero, & = 0.6, metodo di Bulero esplicito, h = /500, errore nell' Hamiltoniana.
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Figura 9.3: Problema di Keplero, ¢ = 0.6, mid-point implicito, h = 7/500.
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Figura 9.4: Problema di Keplero, ¢ = 0.6, mid-point implicito, i = 7/500, errore nell’Hamiltoniana.
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avendo, al solito, denotato con (f = JVH, in questo caso)

Fh) = / Pi(t)JV H(u(rh))dr = O(h?), i=0,...,8—1. (9.41)

0

Si ottiene, pertanto, che:

h
Hip) ~ Hw) = H(u(h) - H@() = [ VH) @t

s—1 s—1
= h/ VH(u(th)) TZI (T)dr = thj(u)TJ'?j = Fy(h).
3=0 3=0

Si distinuono i seguenti casi significativi:

e [ clIl, e deg[P;()VH(u(th)) <2k-1, 7=0,...,s— 1. Poiché u € Il,, questo
avviene se
2k
v< —.
S
In questo caso, 4; = v;(u) e, pertanto, Ey(h) = 0, ovvero ’Hamiltoniana é conservata
esattamente lungo la traiettoria numerica;

e in ogni altro caso, dalle (9.40)-(9.41) segue che:

5—1
EH(h) = *h‘Z";‘j(U}TJAj(h) _ O(h“’“),
j=0

Pertanto, anche se il metodo ha ordine 2s, l'errore sull’Hamiltoniana é 2k. Conse-
guentemente, esso puo essere reso arbitrariamente piccolo, scegliendo k sufficientemente
elevato. Questo, infatti, non comporta un sostanziale aumento del costo computazionale
del metodo, come esposto in Sezione 9.2.3.

Osservazione 9.7 E opportuno sottolineare, riguardo all’ultimo punto, che in realta é suf-
ficiente approssimare 'Hamiltoniana fino alla precisione di macchina, dopoché, non wvi é
differenza tra un polinomio o una funzione sufficientemente regolare, utilizzando Uaritmetica
finita. Questo é confermato dalle Figure 9.5 ¢ 9.0, ottenute con il metodo HBVM(4,1), in cui
la approssimazione dell’Hamiltoniana é dell’ordine della precisione di macchina, per il passo
h utilizzato.  Osserviamo, infine, che la conservazione dell’Hamiltoniana si concretizza in
una crescita piu lenta dell’errore (misurato ad ogni periodo), rispetto al mid-point implicito.
Questo aspetto é documentato dal grafico in Figura 9.7. Da queste consideraziont, si com-
prende il perché della denominazione di questi metodi (HBVM), che sono metodi cosiddetts
“energy-conserving” .?

90vvero, che conservano I'energia. Per maggiorni approfondimenti su questi metodi, si rimanda alla monografia [15].
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Figura 9.5: Problema di Keplero, ¢ = 0.6, HBVM(4,1), h = m/500.
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Figura 9.6: Problema di Keplero, ¢ = 0.6, HBVM({4,1), h = 7/500, errore nell’Hamiltoniana.
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Figura 9.7: Problema di Keplero, £ = 0.6, errore per il mid-point implicito e HBVM(4,1), h = /500.



