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INTRODUZIONE.

In alcune fattorizzazioni di matrici compaiono spesso delle equazioni alle
differenze di tipo non lineare. La maggior parte delle volte queste sono
equazioni del tipo di Riccati discrete e quindi riconducibili ad equazioni lineari,
ma altre volte sono di altro tipo. In ogni caso, quando le dimensioni delle
matrici sono elevate, sorgono delicati problemi di stabilita di uno o piu punti di
equilibrio. Anzi, considerando le varie sorgenti di errore, a cui corrispondono
vari tipi di perturbatione delle equazioni stesse, si hanno problemi di stabilita
totale o, pill spesso, di stabilita pratica. Naturalmente, poiché le matrici
provengono in genere dalla discretizzazione di equazioni differenziali rappre-
sentanti leggi fisiche «stabili», le equazioni alle differenze dipendono in genere
da parametri i cui ranges di variabilitd garantiscono a priori certe proprieta di
stabilita. Non & perd escluso che lo studio di certi fenomeni fisici «non usuali»
come, ad esempio, la turbolenza in fluidodinamica possa portare allo studio di
equazioni con parametri variabili in altri ranges. Scopo di questa nota & quello
di discutere alcuni esempi di fenomeni nonlineari in aleuni casi ben noti.

1. MATRICI TRIDIAGONALL

Prendiamo, per semplicita, la matrice
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ove y>0. La fattorizzazione LU/, con

rzl 1;€1
]txg 13‘:2

- + a}":\r—l
1 ay : i |

porta a scrivere le relazioni
=y, HHh=4s
T ta=y, a¥;=0
da cui si ha
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L'equazione (1.1) é una equazione alle differenze non lineare del tipo di Riccati
(ved. [1]). Come & noto questo tipo di equazioni puod essere sempre trasforma-
to in una equazione lineare. In questo caso la soluzione puo essere data
esplicitamente e si ottiene
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ove 7 ed r; sono le radici dell'equazione
r—yr+8=0.

E ovvio constatare che se 4 = v* — 45> 0, essendo le due radici reali e distinte,
il denominatore nella (1.2) non si annullera mai e quindi la soluzione «; sard
sempre definita. Inoltre, supponendo che 7, sia la radice di valore assoluto pil
grande, si avra

llm o= T:._l .
In tal caso si avra anche
TSy, per =0,

(1.3)
ySa<y-fly per <0
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e quindi si avra la consueta nozione di stabilitd dell’ Analisi Numerica. La
condizione A4 > ( ¢ verificata se la matrice iniziale & a diagonale dominante,
cioe se y>1+g|. Infatti in tal caso si ha ¥ —4[3|>1+|(8))—
- 4[8|=(1—-|8|}>0.

Nel caso A =0, la soluzione e data

(1.4) o=

T-

g g 7

ed anche in questo caso si ha una relazione analoga alla (1.3)
MEr=y2<xg<y.

Cioe, come nel caso precedente, la soluzione rimane limitata e tende al punto
di equilibrio ;.

Dal punto di vista dell’Analisi Numerica vi & pero una differenza
sostanziale tra i due casi. Consideriamo infatti una qualunque perturbazione
dovuta, ad esempio, ai vari tipi di errori introdotti nei calcoli. Consideriamo
quindi I'equazione

(1.5) drz=1*——.§*+’3f
Ai-1

Sottraendo la (1.1) e ponendo &= a; — «;, si ottiene

F
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(i1 + &i- e

da ecui si ottiene, supponendo che |¢;| sia trascurabile rispetto ad «;,
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In ogni caso, tenendo conto delle (1.3) e (1.4), si verifica facilmente che
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La soluzione della (1.6) & quindi maggiorata da
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Nel primo caso (4>0) é s<1 e quindi

ool <+ max |3;| ;

] — g Osje=i

da eui si desume che se le perturbazioni sono limitate, allora la soluzione della
(1.1), e cioe gli elementi sulla diagonale della matrice L, ¢ limitata (in Analisi
Numerica gi parla in tal caso di stabilita in senso forte).

Nel secondo caso (4 =0), essendo » = 1, si ha, nella migliore delle ipotesi
(e=1), '

(1.7) . &) < |l51}| + lmfé |'3}. y

e quindi l'errore cresce con lindice i, ottenendosi la stabilita debole
dell’Analisi Numerica.

Nel caso 4 <0, le cose cambiano radicalmente. Per fare una analogia di
comportamento, ricordiamo brevemente il caso della equazione logistica
discreta. Come & noto lo studio del comportamento delle soluzioni di questa
equazione ha dato origine agli studi sul caos (ved. [1], [3], [4]). L’equazione
logistica discreta é

Yne1= a’?f‘ﬂ(l == ?f?:} 3 a=>=0,

Questa equazione serve per descrivere vari fenomeni naturali, ad esempio
la crescita di popolazioni in presenza di risorse limitate. Essa ha due punti di
equilibrio: o zero e § = (@ — 1)/a. Per a < 1 Vorigine & asintoticamente stabile.
Per a =2 si pud dare la soluzione esplicita che e

o= 10— =207,

Per a >3 la soluzione  diventa instabile, ma diventa stabile un ciclo di ordine
2, cioe la soluzione oscilla tra due valori. Al erescere di a tra 3 e 3.5 com paiono
le soluzioni periodiche di periodo 22, 2%, 24, .. - in tal caso, si parla di «cascate di
raddoppi del periodo» (vedi fig. 1). Oltre questo valore di a appaiono soluzioni
di periodo 3. Vi e un celebre risultato di Li e Yorke il quale stabilisce che se
per un dato valore del parametro vi & un cielo dj periodo 3, allora vi sono cieli
di periodo intero qualunque. Un risultato pill generale era stato ottenuto da
Sharkovskii il quale stabiliva la successione

3,6,7,...,8%2,5%2,...,8+2 522 . 3x2% 5a2n . on 491

e dimostrava che per ogni equazione Yn+1=fy,), con funimodale, se esiste un
ciclo di ordine p, esiste anche un ciclo di ordine 7, con ¢ successivo a p nella
successione precedente (ved. [5]). Questo fenomeno & stato chiamato caos.
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Fig, 1.

Torniamo alla nostra equazione. Qui la situazione & simile, ma non identica.
Innanzitutto la f non & unimodale e non trasforma un intervallo finito in 56
stesso. [ fenomeni a cui da luogo perd somigliano, per ricchezza di comporta-
menti, a quelli deseritti, Per vederlo poniamo (supponendo 8=1)

P,

Hyy = =

1
D,

Pu +1 T —_— 1 .I)-” " IE':lri
(U,”l) —(_[ (})(U”_)=A(Dﬂ),

e quindi
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la cui soluzione é

-f.l:l.!, . n Pﬂ
Dn _A Dt] J

Per ottenere le soluzioni periodiche di periodo n della (1.1), con g2=1, deve
essere A" =+ [,

TEOREMA. — Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché, per n>1, sia
A"==x1 ¢ che si abbia

(1.8) y = 2c08—

Fig. 2.



Dim, — La dimostrazione si basa sull’osservazione, facilmente verificabile,
che, per ogni valore di n=0, si ha

are [ Unr2 = Unoi(yi2)
Unwa (72}, = Uyaglvi®)

dove U, ¢ il polinomio di Chebishev di seconda specie di grado =. Poiché non vi

sono radici di U,-,(y/2) per |y|>2, & evidente che per tali valori di y non vi

sono soluzioni periodiche di periodo superiore ad 1. Difatti abbiamo gia visto

che in tal caso tutte le soluzioni tendono ad 7. Per |y| <2, compaiono una

infinita di soluzioni periodiche. Per ogni valore di n vi sono % — 1 soluzioni di

988
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periodo #n: basta prendere i valori di y che annullano U,_,(y/2), e cioé i valori
forniti dalla (1.8).

Osservazione. — Anche considerando, nella (1.8), solo valori di % che non
abbiano fattori in comune con #, cioé eliminando i eicli di ordine n ottenuti
come cicli multipli di ordine pitt basso, si vede facilmente che, per y vicino a 2 e
a — 2, vi e un addensamento di soluzioni periodiche del tipo gia osservato per
Pequazione logistica. Si ottiene la situazione riportata in fig. 2. Nella fig. 3
sono riportati i valori di y, per cui si hanno cieli di periodo esatto n, per
n=2,3, ..., 900,

Naturalmente la soluzione dei sistemi lineari, quando A <0, rispecchia il
comportamento degli «, appena descritto. Nelle tabelle 1 e 2, sono riportati
per vari valori di n (= dimensione problema) e v le soluzioni dei sistemi

Ax=1b

ove A =trid(—1, y, —1). Per fare un confronto significativo si sono eseguiti i
calcoli con due precisioni diverse. Nel caso 4>0 (tab. 1), si vede che la
propagazione degli errori & trascurabile e che l'errore finale & dello stesso
ordine dell’errore iniziale. Nel caso 4 <0, invece, la rapida propagazione ¢
evidente, Ma ¢ anche evidente il carattere imprevedibile, «caotico», di tale

TABELLA 1. = (y=5, 4>0).

Soluzione
16 eifre ¥ cifre
esatta significative significative
1 0, 10000000000000004 + 01 0.10000000E + 01
o 0.20000000000000004 + 01 0,20000000E + 01
3 0.30000000000000005 + 01 0.300000008 + 01
4 0_40000000000000004 + 01 (0, 4000000048 + 01
5 0.5000000000000000E + 01 0.50000000E + 01
4] 0.6000000000000000E + 01 (.59999999F + 01
T 0.7000000000000000F + 01 0.699999998' + 01
o 0.8000000000000000F + 01 0. 80000000E + 01
9 0.90000000000000008 + 11 0.90000000E + 01
10 0. 1000000000000000E + 02 0.99999998F + 01
11 0. 11000000000000008 + 02 0. 11000000E + 02
12 0. 1200000000000000E + 02 0. 120000008 + 02
13 0.1300000000000000L + 02 0. 13000000k + 02
14 0. 1400000000000000E + 02 0, 140000008 + 02
15 0. 15000000000000004 + 02 0. 160000005 + 02
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TaBeELLA 2. - (y=0.6180338, 4 < ().

Soluzione
16 cifre 8 cifre
esatta significative significative
1 0, 1000000000000000L" + (01 0. 10000000 + (0
2 0.2000000000000000£ + 01 0.200000008 + 01
3 0.30000000000000008 + 01 0. 30000000 + 01
4 0.4000000000000000£ + 01 0.40000000L + 01
5] 0. 5000000000000000L" 4+ 01 0.49999998E + U1
3] (). 5999999998534339F' + 01 0.60000008F + 01
7 0. 69999999997 12206E + 01 0.70000006F + 01
8 0.8000000000287T95E + 01 0.80000006F + 01
9 0.9000000000465661 + 01 (.900000008 + 01
10 (0. 1000000000000000E + 02 0.99999996E + 01
11 (1. 1099999999953434F + 02 0, 10999999E + 02
12 (L 11999999999 71221E + (2 0.12000000E + 02
13 0.1300000000028779E + 02 0.13000000£' + 02
14 0.1400000000046566K + 02 0.140000008 + 02
15 0.1500000000000000K + 02 0. 150000008 + 02
16 0.160000000000990 18 + 02 0.16875001E + 02
17 0. 17000000000061 198 + 02 0.1T5407T80E + 02
18 0.1799999999993881 F + 02 0.17459220F + 02
19 0.1899999999900099E + 02 0.13125000F + 02
Soluzione
16 cifre 8 cifre
esatta significative significative
1 0.1000000000000000£ + 01 =0, 10000000E — 06
2 0.20000000000000008 + 01 0. 138196605 + 01
3 0.3000000000000000& + 01 0.36180342F + 01
- 0.4000000000000000E + 01 0.500000008 + 01
o 0.50000000000000008 + 01 0.49999996 ' + 01
6 (.599999999485343308 + 01 0.50000008E + 01
7 0.6999999999712206% + 01 0.63819668E + 01
H 0. 5000000000287796L + 01 0.86180350E + 01
9 0.9000000000465661E + 01 0. 10000000k + 02
10 0. 1000000000000000E + 02 0.99999991E + 01
11 0.1099999999953434F + 02 0.99999980F + 01
12 0.1199999999971221F + (2 0.11381966F + 02
13 0. 1300000000028779E + (2 (L, 136180358 + 02
14 0. 1400000000046566 5 + 02 0. 150000008 + 02
15 0. 15000000000000008 + 02 0.14999999E + 02
16 0.1600000000000000k' + 02 0.15000001E + 02
17 0,1700000000000000E + 02 0.16381968K + 02
18 0, 1800000000000000E + 02 0. 1861 8035K + 02
19 0. 190000G000000000L" + (2 (0. 200000004 + 02
20 0. 20000000000000005 + 02 0.19999999F + 02
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propagazione. Infatti 'errore cambia notevolmente a seconda della precisione
usata e, anche, nel passaggio della dimensione n alla dimensione » + 1 (tab. 2).

2. MATRICI PENTADIAGONALL

Supponiamo sempre, per semplicita, che gli elementi su ciascuna diagonale
non nulla siano costanti. Anche in questo caso la fattorizzazione LU viene
definita mediante una equazione alle differenze nonlineare del tipo

4 u
(.2*]-) T B o ]
b p Uu-1 yn -k

ove k & la larghezza della banda della matrice A4 e gli y,, sono gli elementi sulla
diagonale della matrice L. In questo caso I'equazione non é trasformabile in un
sistema (o una equazione) lineare. Tuttavia si possono ottenere risultati simili
a quelli del caso precedente. Ponendo

T per x =0, 0 per =0,
o ¢ =
0 per x <0, & per x<(,
si ha:

TEOREMA. - Sia 4 = v:—4(L, +w,) =0, m tale che i(y — 4'?) < m=<4(y +
+4"™), e y;=m, j=1,2, ... k.

Allora per j>k si ha:
mSy;<y—({t_+w)m™.
Dim. - Ved. [2].
Come conseguenza si ha che, nelle ipotesi del teorema,
limy, =,
ove 71y ¢ la radice di modulo piy grande dell’equazione
r—sr+({t+w)=0.

Nello spazio (s, t, w) esistono delle regioni di stabilita per 'equazione alle

differenze (2.1). Naturalmente, si dovranno risolvere le altre due equazioni
alle differenze derivanti dalla risoluzione dej due sistemi triangolari superiore





















