Corsi di Laurea in Matematica. Esame di Algebra I.

Esame scritto - 4 settembre 2015

Esercizio 1. (9 punti) Sull'insieme Q = Z% = {f | f : Z — Z} si definisca la
relazione ~ ponendo, per ogni f,g € Q, f ~ g se

esiste a € Z tale che f(x + a) = g(x) + a per ogni x € Z.

(1) Si provi che ~ & una relazione d’equivalenza su (2;
(2) si dica se e quali fra i seguenti sottoinsiemi di €2 sono classi di equivalenza:

A={feQ|3qe€Z: f(x)=x+qper ogni z € Z}
B={feQ|3qeZ: f(x)=2x+ q per ogni = € Z};
(3) si provi che l'insieme quoziente €2/ ~ & infinito.
Esercizio 2. (5 punti) Si risolva in Z il seguente sistema di congruenze:
3z + 11123 =2 (mod 7)
P +22+z=1 (mod7)
Esercizio 3. (7 punti) Sia
R:{ﬁ EQ’ neZ, meN, (mn)=1, (m,6):1}
m

(1) si provi che R & sottoanello di Q e si determinino i suoi elementi invertibili;
(2) si determinino, a meno di associati, gli elementi irriducibili di R;

Esercizio 4. (6 punti) Siano R un anello, I e S, rispettivamente, un ideale ed un
sottoanello di R.

(1) Siproviche I+S = {z+a |z € I, a € S} ¢ un sottoanello di R, contenente

(ovviamente come ideale) I;

(2) si provi che S/SNI~(I+5)/I.

Esercizio 5. (6 punti) Nell’anello Z/7Z[x] si considerino i polinomi
f=a+42* +4 g=a"—22* — 22 +8.
Si trovi h € Z/7Z[z] tale che (h) = (f) + (9).



