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Esercizio 1. (9 punti) Siano a, b ∈ Sym(Z/5Z) definite da, per ogni z̄ ∈ Z/5Z,

a(z̄) = z̄ + 1̄, b(z̄) = −z̄.

Si ponga infine A = 〈a〉, B = 〈b〉 (sottogruppi di Sym(Z/5Z)).

1. Si provi che G = AB è un gruppo e si determini il suo ordine.

2. Si provi che se φ : G→ Z/15Z è un omomorfismo allora ker(φ) = G.

3. Si determini la classe di coniugio di b in G.

Esercizio 2. (9 punti) Sia G il sottogruppo di Sym(Z/5Z) dell’esercizio precedente.

1. Si provi che se per g ∈ G esistono z̄, w̄ ∈ Z/5Z, con z̄ 6= w̄, tali che g(z̄) = z̄
e g(w̄) = w̄, allora g = 1G.

2. Si provi che porre, per g ∈ G e (z̄, w̄) ∈ (Z/5Z)× (Z/5Z),

g · (z̄, w̄) = (g(z̄), g(w̄))

definisce un’azione fedele di G su Ω = (Z/5Z)× (Z/5Z).

3. Si provi che se z̄ 6= w̄ allora |OG((z̄, w̄))| = 10.

Esercizio 3. (10 punti) Posto F = Q[
√

2], si consideri f = x3 − 5 ∈ F [x].

1. Si provi che f è irriducibile in F [x].

2. Denotato con E il campo di spezzamento di f su F , si determini [E : F ] e
Gal(E|F ).

3. Si provi che E|Q è un’estensione normale.

Esercizio 4. (5 punti) Sia x5 − 1 ∈ F [x] dove F = Z/7Z. Si determini il grado del
campo di spezzamento di f su F . Stesse domande con F campo di ordine 49 e
campo di ordine 343.


