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Esercizio 1. (8 punti) Sia p un numero primo e G = 5, il gruppo simmet-
rico.

(a) Si determini il numero di elementi di G di ordine divisibile per p.

(b) Sia P un p-sottogruppo di Sylow di G. Si determinino gli ordini
dei sottogruppi Cg(P) e Ng(P).

Esercizio 2. (8 punti) Dato un intero positivo n, sia G = (g) un gruppo
ciclico di ordine n e U = {a : a € Z,(a,n) = 1} il gruppo delle unita
dell’anello Z/nZ. Si provi che porre

a-z=zx"

pera € U e x € GG, definisce una azione di U su G.

Nel caso n = p™ con p primo e n > 1, si provi che due elementi
x,y € G appartengono alla stessa orbita se e solo se hanno lo stesso
ordine. Infine, si determini l'ordine |U;| dello stabilizzatore di « in U
quando n = 243 e x = g4

Esercizio 3. (4 punti) Sia 0 < r € R; si provi che r ¢ trascendente su Q se
e soltanto se v/3r ¢ trascendente su Q.

Esercizio 4. (12 punti) Sia f = 2% — 223 — 2 € Q[z] e sia F C C il suo
campo di spezzamento.

(a) Siproviche @ = v/1+ 3 e = v/1— /3 sono le sole radici reali
di f;

(b) Posto ¢ = cos 2% + isin %“, si descrivano tutte le radici di f in
funzione di o, B e (;

(c) si provi che E coincide con il campo si spezzamento su Q del
polinomio (22 — 3)(2® — 2), e si determini il grado [E : Q);

(d) si provi che E = QJa, | e che Qo] = Q[f];

(e) si determini il gruppo di Galois Gal(E|Q).



