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Esercizio 1. (8 punti) Siano

a b 10
GZ{(O C).a,b,c€Z7,a,C7éO} e N:{<O 1).1)627,}.

1. Si provi che G & un gruppo e che N & un sottogruppo normale di

G.
2. Determinare I'ordine nel gruppo quoziente G/N dell’elemento g /N
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3. Si provi che lapplicazione ¢ : G — (Z/7Z)* definita da

o((5 ) e

b R
per <8 c) € G, & un omomorfismo.

soluzione. 1. Basta provare che G ¢ sottogruppo del gruppo GL(2,Z7) delle
matrici 2 X 2 invertibili a coefficienti nel campo Z7. Ora, chiaramente,
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sono elementi di G, si ha
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quindi G < GL(2,Z7). N < G si prova facilmente utilizzando il crite-
rio; infatti 15 (la matrice identica)e N, e inoltre, per ogni b,V € Zr,
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Proseguiamo applicando il criterio di normalita; siano g = <g c) eG

eh= (1 d) € N, allora, applicando le formule in (1) e (2),
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g thg = ((1) a_llcd) € H.
Quindi H <4 G.
2. Poiché g € N, gN = N = 1y e quindi [gN| = 1.
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3. Siano g = <8 I;> ,h = (O i,), elementi di G} allora, applicando
I'identita (1),

¢(gh) = (ad')(cd) = (ac)(d'c) = p(g)d(h).

Dunque, ¢ & un omomorfismo di gruppi.

Esercizio 2. Sia G un gruppo di ordine 2013.

1. Provare che G ha sottogruppi di ordine 3-11 e 11-61 e che questi
sono ciclici.

2. Dimostrare che 11 divide l'ordine del centro Z(G).

3. Posto t = |{g € G : |g| = 3}|, provare che t = 122 oppure G &
ciclico (e t = 2).

soluzione. 1. Si osserva, innanzi tutto, che |G| = 2013 = 3-11-61. Sia
n11 = n11(G) il numero di 11-sottogruppi di Sylow di G. Per il secondo
Teorema di Sylow, si ha

ni1|3-61 =183
ni1 = 1 (mod 11)

la sola possibilita € n1; = 1. Dunque, esiste un unico 11-sottogruppo
di Sylow N di G, e N < (G. Siano ora T e P, rispettivamente, un
3-sottogruppo ed un 61-sottogruppo di Sylow di G; allora NT e NP
sono sottogruppi di G (perché N < G). Inoltre |[NT'| = 3 - 11, infatti
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INT]| = N||T| =113,

e., similmente |[NP| = 61. Quindi, NT ed NP sono i sottogruppi
cercati. Ora, poiché 3 non divide 11 — 1 si ha n3(NT) = 1 per cui
NT = N x T & un gruppo ciclico (& prodotto diretto di gruppi ciclici



di ordine coprimo); similmente si trova NP = N X P che, per la stessa
ragione, € un gruppo ciclico.

2. Usiamo le notazioni introdotte al punto precedente.

N (avendo ordine primo) & ciclico; sia N = (g) e sia C = Cg(g) il
suo centralizzante; poniamo poi n = |Cg(g)|. Poiché Cq(g) < G, n
divide |G| = 2013. Inoltre, chiaramente, N < Cg(g) e quindi 11|n. Ma
abbiamo provato al punto precedente che anche T e P sono contenuti
in Ci(g); quindi sia |T'| = 3 che |P| = 61 dividono n. Ne consegue
che n =11-3-61 = 2013 = |G| e quindi che Cg(g) = G. Cio equivale
a g€ Z(G). Dunque N = (g) < Z(G) e pertanto l'ordine del centro
Z(G) e multiplo di 11.

3. Osserviamo che, perogniz € G,z € {g € G : |g| = 3} se e soltanto
se (z) & un 3-sottogruppo di Sylow di G. Ora ogni 3-sottogruppo di
Sylow T' di G ha due generatori e intersezione banale con ogni altro
3-sottogruppo di Sylow diverso da T'. Pertanto

t:2-n3(G)

(al solito, n3(G) denota il numero di 3-sottogruppi di Sylow di G). Dal
secondo Teorema di Sylow segue

n3(G) divide 11 - 61 = 671
n3 =1 (mod 3)

Quindi ng(G) € {1,61}. Pertanto, se t # 122 si ha t =2 e n3(G) = 1.
Dunque, in questo caso, G' ha un unico 3-sottogruppo di Sylow T’
T < G e T e ciclico. Ma, ancora per il Teorema di Sylow, si osserva
che ng1(G) = 1, ovvero che G ha un unico 61-sottogruppo di Sylow
P, che ¢ ciclico. Abbiamo poi gia provato (punto 1.) che G ha un
unico 11-sottogruppo di Sylow N (che & ciclico). Ne consegue che
G ~T x N x P ¢ il prodotto diretto di gruppi ciclici i cui ordini sono
a sue a due coprimi, ed € quindi ciclico.

Esercizio 3. (12 punti) Sia w € C una radice primitiva 9-esima dell’unita.

1. Trovare il polinomio minimo di w su Q.

2. Posto E = Q|w], provare che E|Q ¢ normale e determinare il
gruppo G = Gal(E|Q).

3. Trovare (come combinazione lineare di potenze di w) elementi
u,v € E tali che [Q[u] : Q] =3 e [Qv] : Q] = 2.

4. Posto Q = {w® : 0 < i < 8} l'insieme delle radici di 2 — 1, si
dica quante sono le orbite di G su €.



soluzione. 1. e 2. Le radici del polinomio z° — 1 sono le potenze w’ con
i =0,...,8 (che sono tutte distinte), quindi £ = Q[w] ¢ il campo di
spezzamento su Q del polinomio x? — 1. Dunque E|Q & un’estensione
finita e normale. Poiché Q ha caratteristica 0, tale estensione e di
Galois.

Sappiamo poi, dal corso, che il grado del polinomio minimo di w su
Q coincide con il valore della funzione di Eulero ¢(9) = 6. Poiché, in
Q[z], si ha la fattorizzazione che si fattorizza come

) —1= (2% 1)+ 23+ 1)
ne segue che il polinomio minimo di w €
f=a+a3+1.

In particolare, posto G = Gal(E|Q), si ha |G| = [E : Q] = 6. Sappi-
amo inoltre che G & abeliano (in quanto gruppo di Galois del campo
di spezzamento di un polinomio del tipo 2™ — 1), quindi G ¢ ciclico di
ordine 6.

3. Per v € E tale che [Q[v] : Q] = 2 non ¢ difficile: infati v = w? &
una radice primitiva terza dell’unita; il suo polinomio minimo & quindi
?+x+1e[Q]:Q =2

Per quanto rigurda u € FE tale che [Q[u] : Q] = 3, osserviamo che, per
la corrispondenza di Galois Q[u] deve coincidere con il campo degli
invarianti dell’unico sottogruppo di ordine 2 di G = Gal(E|Q). Ora, il
gruppo ciclico G contiene un unico elemento ~ di ordine 2 di G che ¢ la
restrizione a E del coniugio complesso; cerchiamo quindi un elemento
u € E tale che Q[u] = Inv(vy). Consideriamo
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t=w+uwd=w+w"
Allora, u € Inv(y) eu & Q (se, per assurdo, u € Q, allora w ¢ radice del
polinomio 2% — uz + 1 € Q[z]); poiché [Inv(y) : Q] = [G : {7)] = 3, per
la formula dei gradi si ha Q[u] = Inv(y) (in particolare [Q[u] : Q] = 3).
Infine, da wb+w3+1 = 0 segue w® = —w® —w?, dunque u = w—w? —w®.

4. Q= {w" : 0<i<8} e insieme delle radici di 27 — 1. Le orbite
di G = Gal(Qw]|Q) su Q corrispondono ai faoori irriducibili di tale
polinomio, che sono z —1, 22 +x+1 e 25423+ 1. Infatti, per ciascuno
di tali fattori G fissa l'insieme delle radici, e poiché questi fattori sono
irriducibili, G permuta transitivamente le loro radici; esplicitamente,
le tre orbite sono

{1}’ {w37w6}’ {w,w2,w4,w5,w7,w8}.



Esercizio 4. (4 punti Sia E|F un’estensione di campi e sia a € E tale che
[F(a): F] = pq con p, ¢ primi, p < q. Provare che

Fla?™' +a] = Fld]

soluzione. Poiché a?~! + a € Fla] si ha subito I'inclusione
Fla?™' +a] C Fla].

Sia d = [Fla?~! +a] : F]. Posto b = a?~! + a, osserviamo che a &
radice del polinomio 2?1 + z — b € F[b] e quindi che

[Fla): FIB)) < p—1.
Ora, per la formula dei gradi,
pq = [Fla] : FBJJ[F[b] : F] < (p—1)d < pd

dunque d > q. Poiché, sempre per la formula dei gradi, d divide pq e,
per ipotesi, p < ¢, 'unica possibilita ¢ d = pg. Quindi

[F[b] - F] = pq = [Fla] : F]

e siccome F'[b] < Fla] si conclude che F[b] = F[a], che & cio che si
voleva.



