Corso di Algebra I. 2011/2012.
Esame scritto del 4 febbraio 2013

Esercizio 1. (9 punti) Sull’insieme A = {(z,y) : z,y € N, z,y > 2} si definisca la
relazione < ponendo (a,b) < (¢,d) se a < ¢ e bld.

(a) Si provi che < & una relazione di ordine su A.

(b) Si determini gli eventuali massimo, minimo ed elementi massimali e minimali

di (A, <).

(c) Sia D = {(z,y) € A: x+y = 10}. Si determinino, se esistono, inf4(D) e
sup4(D).

Esercizio 2. (4 punti) Si trovi una soluzione intera del seguente sistema misto.

2% —9y%=0 (mod 35)
z+y=33

Esercizio 3. (8 punti) Siano M(Z) 'anello delle matrici 2 x 2 a coefficienti in Z,
P Un numero primo e

A= {(‘CL Z) S MQ(Z)‘ p divide b}, B = {(‘CL Z) € MZ(Z)‘ p divide b,d}

(a) Siprovi che A ¢ un sottoanello di My (Z);
(b) si provi che B ¢ un ideale di A ma non di My(Z);

(c) sidica se B € un ideale massimale di A.

Esercizio 4. (4 punti) Si determini per quali b € Q si ha, nell’anello Q|z],
(2% 4+ ba® +3,2% + 322 +b) = 1.
Esercizio 5. (7 punti) Siano F un campo, q € F[z], 1 <n € Ne A = F[z]/(¢").
Sia D D'insieme dei divisori dello zero nell’anello A e I = D U {0}.
(a) si provi che se ¢ ¢ irriducibile in F[z] allora I & un ideale massimale di A;

(b) si provi che se g non ¢ irriducibile e ¢ # 0, allora I non ¢ un ideale di A.



