Corso di Algebra I. A.A. 2005-2006

ESAME SCRITTO DEL 25 SETTEMBRE 2006

Esercizio 1. (a) Si provi che porre, per a € Z,
f(a +30Z) = 14a + 105Z

definisce una funzione f : Z/30Z — Z/105Z.
(b) Si dica se f ¢ iniettiva e/o suriettiva.
(c) Si determini la retroimmagine f~!(21 + 105Z).

Esercizio 2. Dato un insieme finito I si consideri su A = P(I) la relazione
definita da, per X,Y € A,

XY se XCVY e |YV\X]| epari.

(a) Siprovi che < & una relazione di ordine su A.

(b) Si determinino gli elementi massimali e minimali in (A, <)

Esercizio 3. a) Si determinino le soluzioni intere della congruenza
2® =1 (mod 7)

ammette soluzioni intere.
(b) Sia F = Z/7Z, ¢ sia 0 # a € F. Si provi che, in F[z], il polinomio
2%+ a ¢ irriducibile oppure si decompone come il prodotto di tre fattori distinti.

Esercizio 3. Un ideale I di un anello R si dice minimale se I # {0} e per
ogni ideale Y con {0} CY C I si haY = {0} oppure Y = I.

(a) Sia R un anello commutativo e sia I un ideale minimale di R. Si provi che
tutti gli elementi # 0 di I sono tra loro associati in R.

(b) Sia A un Dominio d’integrita. Si provi che se A ammette un ideale minimale
I, allora I = A e A e un campo.



