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THE ZIG-ZAG PRODUCT

The zig-zag product is a technique for composing graphs, developed by Reingold,
Vadhan and Wigderson, that allow recursive constructions of regular graphs of
fixed degree, which for appropriate parameters yield families of expanders.

The nature of this construction is entirely graph theoretical. But some relations
with Cayle graph are in a sense natural.

The zig-zag product is the most important general way for the construction of
families of expanders that may not be Cayley graphs; as such it avoids use of
algebraic groups, representations, number theory...
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replacement product of graphs

Let G = (VG ,EG ) be a d-regular (multi)-graph,
H = (VH ,EH) a graph on d vertices.

Write VH = {1, 2, . . . , d}. Then, to every v ∈ VG assigne a labeling
v(1), v(2), . . . , v(d) to the set of edges incident to v in G .

The R-product GrH is the graph with vertex set VG ×VH and two type of edges:

vertices (u, i), (w , j) ∈ VG × VH are adjacent if

v = w and {i , j} ∈ EH (H-type edge)
v 6= w , {v ,w} ∈ VG , and v(i) = w(j) = {v ,w} (G -type edges)

This product depends on the labelings v(i). However, it is always the case that
GrH is a graph (possibly having loops, if G has). If H is k-regular, then GrH is
(k + 1)-regular graph on |VG |d vertices
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example: a R-product of G = K4 by H = K3

Veniamo ora a prodotti tra grafi regolari che hanno la proprietà cruciale che il grado
del prodotto dipende solo da quello del secondo fattore.
Cominciamo con il più semplice riprodotto (in inglese: replacement product).

Siano G = (V (G), E(G)) un (n, d, �1)-grafo, H = (V (H), E(H)) un (d, k, �2)-grafo.
Costruiamo un grafo GrH (che chiamiamo ”G riprodotto H”) nel modo seguente:

- si numerano i vertici di H come V2 = {1, 2, . . . , d}; per ogni vertice v di G, si assegna
una numerazione v(1), v(2), . . . , v(d) degli archi incidenti a v in G;

- l’insieme dei vertici di GrH è l’insieme delle coppie ordine V (G) ⇥ V (H)

- gli archi di GrH sono di due tipi: (v, i), (w, j) 2 V (G) ⇥ V (H) sono adiacenti se
- v = w e i, j sono adiacenti in H (arco di tipo H), oppure
- v 6= w, v è adiacente a w in G, e v(i) = w(j) = {v, w} 2 E(G) (arco di tipo G).

Detto in modo informale, un riprodotto di G per H si ottiene immaginando, per ogni
vertice v di G, di ”staccare” da esso gli archi incidenti, moltiplicando cioè il vertice v
di G in una d-upla di vertici (uno per ogni arco di G incidente a v), (v, 1), . . . , (v, d);
quindi, per ogni ex-vertice v di G, il grafo H viene replicato sui vertici (v, 1), . . . , (v, d).
La figura seguente mostra un riprodotto del grafo completo G = K4 per il triangolo
H = K3
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(in questo esempio le numerazioni, per ciascun vertice di G, degli archi ad esso inci-
denti, possono essere assegnate in modo omogeneo, ovvero v(i) = w(i) se v, w sono
adiacenti in G: ciò si deve al fatto che l’insieme degli archi di G è 3-colorabile -
cioè esiste un’assegnazione di un colore {1, 2, 3} ad ogni arco di G in modo che archi
consecutivi abbiano sempre colori diversi7).
Il riprodotto non è univocamente determinato, ma dipende dalle assegnazioni v(i).
Alcuni aspetti di fondo restano però invarianti: se G è un (n, d, �1)-grafo e H un

7Un classico Teorema di Vizing (vedi [4]) a↵erma che gli archi di un grafo d-regolare sono sempre
colorabili con d o d + 1 colori. Il caso in cui gli archi di G sono d-colorabili semplifica la definizione
di riprodotto, ma non è essenziale.)
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the zig-zag product

G = (VG ,EG ) a d-regular (multi-)graph, H = (VH ,EH) a graph on d vertices.
Form a R-product GrH. A 3-path in GrH is a path of length 3 whose first
and last edges are of H-type, while the central edge is of G -type.
The zig-zag product G z©H has vertex set VG × VH ;
{(v , i), (w , j)} is an edge if there is a 3-path in GrH from (v , i) to (w , j)

(d, k, �2)–grafo, allora GrH è un (nd, k + 1)–grafo (osserviamo che il grado del pro-
dotto dipende solo da quello del secondo fattore). Di fatto, il riprodotto è una nozione
da tempo impiegata in teoria dei grafi, in genere per ricondurre al caso dei grafi cubici
diverse questioni riguardanti il grafi regolari (se G è un grafo d-regolare, il riprodotto
GrCd, dove Cd è il ciclo di lunghezza d, è un grafo cubico).

È anche possibile dare un limite superiore al parametro � del riprodotto GrH, in
funzione di �1 e �2 dei fattori (vedi [21]); ma, da questo punto di vista, risulta molto
più e�ciente un altro tipo di prodotto, strettamente legato al riprodotto, inventato di
recente da Reingold, Vadhan e Wigderson [21], e da loro chiamato prodotto zig–zag.

Non ne daremo una precisa definizione formale ma, piuttosto, una descrizione. Siano,
come prima, G un (n, d, �1)-grafo e H un (d, k, �2)-grafo. Si comincia con il fare
un riprodotto di G per H; quindi si definisce un Prodotto zig–zag G�z H nel modo
seguente:

– l’insieme di vertici è, ancora, V (G) ⇥ V (H);

– gli archi si ottengono considerando cammini nel riprodotto costituiti, nell’ordine,
da un arco di tipo H, uno di tipo G, ed un terzo ancora di tipo H. (La figura seguente
mostra un arco {x, y} nel prodotto K4�z K3); quindi {(u, i), (w, j)} (con v, w 2 V (G)
e i, j 2 V (H) = {1, 2, . . . , d}) è un arco di G�z H se e solo v ⇠ w in G ed esistono
r, s 2 V (H) tali che i ⇠ r, s ⇠ j in H, e v(r) = w(s).

x

y

Si osservi che, una volta scelto, a partire da un vertice x, un arco di tipo H in GrH,
c’è poi un solo arco di tipo G con cui è possibile proseguire. Si vede quindi facilmente
che se G è un (n, d, �1)-grafo e H un (d, k, �2)–grafo, il prodotto zig–zag G �z H è
un (nd, k2)–grafo. È essenziale, nelle applicazioni, la circostanza che il grado del
prodotto zig-zag dipenda solo dal grado del secondo fattore, mentre altre proprietà
sono legate a quelle di entrambi i fattori: in particolare le proprietà di espansione.
Infatti, che si possa provare che �(G�z H) non cresce troppo in funzione di �1 e �2,
e che quindi il prodotto zig-zag possa essere impiegato per ampliare grafi con buona
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{x , y} is an edge in the zig-zag product

The definition of GrH ensures that G z©H is in fact a graph. Moreover, if H
is k-regular, then G z©H is k2-regular
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To describe the expanding properties of a zig-zag product, we need to fix some
notation.

For Γ a k-regular graph let δ = δ(Γ) = µ/d , where µ is the largest absolute
value of the eigenvalues 6= k of A(Γ).
For n, k ∈ N, ε > 0, we say that Γ is a (n, k , ε)-graph if Γ is k-regular, on n
vertices, and δ(Γ) ≤ ε.

If, for i ≥ 1, Γi is a (ni , k, δi )-graph, with limi→∞ ni =∞ and there exists δ < 1
such that δi ≤ δ for every i ≥ 1, then (Γi )i≥1 is a family of expanders.
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the zig-zah theorem

Theorem (Reingold, Vadhan and Wigderson)
Let G = (VG ,EG ) be a (n, d , δ1)-graph, and H = (VH ,EH) be a (d , k, δ2)-graph.
Then a zig-zag product G z©H is a (nd , k2, f (δ1, δ2))-graph, with
(1) f (δ1, δ2) < 1 if δ1, δ2 < 1;
(2) f (δ1, δ2) ≤ δ1 + δ2.

From (1) it follows that if (Gn)n∈N and (Hn)n∈N are families of graphs, with
(Hn)n∈N a family of expanders of degree k , and there exists δ < 1 such that
δ(Gn) ≤ δ for all n ∈ N, then (Gn z©Hn)n∈N is also a family of expanders, of
degree k2.
Point (2) allows recursive construction of the members of families of
expanders.
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recursive expanders

Fix d ≥ 2 and H a (d4, d , 1/4)-graph (may be found by direct search).
Set G1 = H2 (the multi-graph whose adjacency matrix is A(H)2), and inductively

Gi = G 2
i=1 z©H

Theorem (R.V.W.)
For every n ≥ 1, Gn is a (d4n, d2, 1/2)-graph. Hence, (Gn)n≥1 is a family of
expanders.

Proof.
If Γ is a graph and A = A(Γ), then the eigenvalues of A2 are just the squares of
those of A, hence if Γ is a (n, d , δ)-graph, Γ2 is a (n, d2, δ2)-multigraph.
Hence, G1 is a (d4, d2, 1/2)-multigraph.
Assume that, for n ≥ 1, Gn is a (d4n, d2, 1/2)-graph. Then G 2

n is a
(d4n, d4, 1/4)-graph. By point (2) of the zig-zag Theorem, Gn+1 is a
(d4n+1, d4, δ)-graph, where δ ≤ 1/4 + 1/4 = 1/2.
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semi-direct products

The connection with Cayely graphs is given by the following

Theorem (Alon, Lubotzky, Wigderson)
Let G = BoH be a semidirect-product of finite groups B and H. Suppose that
there exists x ∈ B such that its H-orbit xH = {xh | h ∈ H} is a symmetrical set of
generators of B, and let T be a set of generators of H. Then

R = {(x , 1)} ∪ {(1, h) | h ∈ T} is a set of generators of G , and

Γ[G ,R] = Γ[B, xH ]rΓ[H,T ]

S = {(x t−1
), ts) | t, s ∈ T} is a set of generators of G , and

Γ[G ,S ] = Γ[B, xH ] z©Γ[H,T ].
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Example 1. For every prime p ≥ 3 let Hp = SL(2, p), Tp the set of generators of
Hp, with |Tp| = 3, such that Γ[Hp,Tp] is a family of expanders.

Let Bp = GF (p)2 be the natural module for Hp (as additive group). Then, Hp

acts transitively on B∗p = Bp − {0}, thus, for any 0 6= x ∈ Bp, xHp = B∗p .

Thus, Γ[Bp, x
H ] is the complete graph Kp2 , whose eigenvalues are p2 − 1 and −1

(with multiplicity p2 = 1), hence

δ([Bp, x
H ]) = 1/p2 < 1/2.

For each p ler Gp = BpoHp and Sp = {(x t , t−1s, | t, s ∈ Tp}. Then, by the
previous Theorem,

Γ[Gp,Sp] = Kp2 z©Γ[Hp,Tp]

and, by the zig-zag Theorem, Γ[Gp,Sp] is a family of expanders (of degree 9).
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Example 2. Another case in which the the property that B is generated by a single
H-conjugacy class xH is ensured, isthat of a it standard wreath product
G = C2wrH, where C2 is cyclic group of order 2.

Then G = BoH, where B, the base of the wreath product is the direct product
B = Dirh∈HXh, where Xh ' C2, and H acts on B by regularly permuting the
components Xh.

If x is a generator of X1 ' C2, then xH is a set of generators of B (with
|xH | = |H|) and it is clearly symmetric. Then, if |H| = d , the graph Γ[B, xH ] is
the d-hypercube Qd . Let T be a symmetric set of generators of H.

If R = {(x , 1)} ∪ {(1, h) | h ∈ T}; then, by the previous Theorem

Γ[G ,R] = Qd r Γ[H,T ].

(�[Gn+1, P ])2; da cui, per quanto osservato all’inizio di questo capitolo, segue

�(�[Gn+1, Sn+1])  1/50 + (1/1000)2  1/1000.

Questo completa la descrizione del passo induttivo e dell’idea generale della dimostra-
zione del Teorema 22.

Osservazione. Per ogni n � 1, c’è un naturale omomorfismo �n : Gn+1 ! Gn (Gn+1

opera sull’albero d-regolare di altezza n+1, la proiezione su Gn si ottiene considerando
l’azione sino al livello n). In [20] gli autori provano che, per ogni n, �n(Sn+1) = Sn, e
da ciò deducono che esiste un insieme S1 di elementi del gruppo degli automorfismi
dell’albero con radice d-regolare infinito T , che coincide con Sn quando se ne consideri
l’azione sino all’altezza n. Posto G1 il gruppo degli automorfismi di T generato da
S1, esiste quindi, per ogni n � 1, la proiezione �n : G1 ! Gn (non è altro che la
restrizione all’altezza n in T ). Dunque, la famiglia Gn è costituita da quozienti finiti
di G1, e G1 soddisfa la proprietà (⌧) rispetto alla famiglia (ker�n)n�1 (sezione 2.2).

Esempio 2. Un altro semplice caso in cui (con le notazioni del Teorema 21) si ve-
rifica l’ipotesi che B sia generato da una singola H–orbita regolare, è quello di un
prodotto intrecciato standard (ovvero, H è considerato nella rappresentazione rego-
lare) CmwrH, dove Cm è il gruppo ciclico di ordine m. In questo caso G = BoH,
dove B è la cosiddetta base del prodotto intrecciato; quindi B = Dirh2HXh, dove
Xh ' Cm per ogni h 2 H, ed H opera su B permutando regolarmente le compo-
nenti. Posto x un generatore di X1, chiaramente xH è un sistema di generatori di B
(e |xH | = |H|). Nel caso speciale m = 2, se d = |H|, il grafo di Cayley �[B, xH ] è
un d-cubo Qd (vedi esempio 3 a pagina 15). Sia T un sistema di generatori di H, e
R = {(x, 1)} [ {(1, h) | h 2 T}; allora, per il Teorema 21, �[G, R] = Qd r�[H,T ].
Per esempio, la figura seguente mostra il grafo di Cayley di C2wrH, dove H = hhi =
C3, rispetto al sistema di generatori R = {(x, 1), (1, h), (1, h�1)}.

Qui il problema è che per il cubo Qd l’intervallo spettrale principale normalizzato
è 2/d (esercizio 7), che tende a zero (il cubo è anche bipartito ma non è questo il
punto); e, poichè l’azione di H su B è regolare, qualsiasi scelta di una singola H-
orbita in B porta alla medesima conclusione. Ed è forse sorprendente che due orbite

44

case H cyclic of order d = 3
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If S = {(x t−1
), ts) | t, s ∈ T}, then by the previous Theorem,

Γ[G ,S ] = Qd z©Γ[H,T ].

This, however, does not lead to families of expanders, because the normalized
principal spectral gap (Qd is bipartite, and this notion of parameter δ is needed)
of Qd is 2/d which tend to zero as d →∞
But zig-zag product may be adapted so that in the semidirect product BoH what
one needs is to have, as groups grow, a fixed number of H-orbits in B whose
union generates B.

Theorem (A.L.W.)
let Gn = BnoHn an infinite family of semi-direct products, with (Hn)n∈N a family
of Cayley expanders of degree d . Suppose that there exists 1 ≤ c ∈ N, 0 < β < 1
such that, for every n, there are c elements bn,1, . . . , bn,c in Bn, the union of
whose H-orbits generate G and

δ(Γ[B, bHn,1 ∪ · · · ∪ bHn,c ]) ≤ β.

Then (Gn)n∈N is a family of Cayley expanders of degree cd2.
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Theorem (A.L.W.)
Let p be a prime. Then there exists 0 < βp < 1 such that, for every finite group H
and every irreducible GF (p)H-module B, there exist two elements a, b ∈ B such
that

δ(Γ[B, aH ∪ bH ]) ≤ βp.

Explicit algorithms to find such elements a, b are known only in some special cases.
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wreath powers

If H,K are permutation groups, let H o K denote the (permutational) wreath
product. Then, for H a permutation group, define recursively

o1H = H on+1 H = (onH) o H.

Theorem (Rozenman, Shalev, Wigderson)
There exists d sufficiently large, such that the family of wreath powers

Gn = onAlt(d)

is a family of Cayley expanders.
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Proof uses the previous Theorem, the zig-zag Theorem, and the following results

Lemma (Kassabov)
For a sufficiently large d there exists a small system of generators T of Alt(d)
such that

δ(Γ[Alt(d),T ]) ≤ 1/1000.

Lemma (Nikolov)
Every element of Gn is a commutator.

Apart of these, the rest of the proof is by (clever but) rather elementary group
theory.
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