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Prefazione

L’obiettivo di queste note ¢ quello di presentare un metodo per la
soluzione delle equazioni differenziali del secondo ordine che nascono
dalle applicazioni. Nella maggior parte dei casi questo metodo consiste
nella separazione delle variabili e dei metodi di trasformazione (Laplace
e Fourier).

Il Capitolo 1 cerca di ricoprire alcuni degli elementi fondamentali
delle equazioni differenziali che possono essere utili da consultare in
caso di necessita. Nel Capitolo 2 si delinea la differenza tra un prob-
lema ai valori iniziali (problema di Cauchy) ed un problema al bordo
per le equazioni differenziali ordinarie. Questo problema introduce in
modo naturale la teoria di Sturm-Liouville, compresa anche la rapp-
resentazione di una funzione in serie di funzioni ortonormali. Questa
rappresentazione porta ai problemi di convergenza e di completezza di
tali serie. Nel Capitolo 3 si introduce la teoria delle equazioni differen-
ziali alle derivate parziali limitatamente alle equazioni lineari e quasi
lineari, con un accenno alle leggi di conservazione. Il metodi di sep-
arazione delle variabili & introdotta nel Capitolo 4 in connessione alla
presentazione dell’ equazione di Laplace e dell’equazione del calore. In
essa viene anche dedotta la soluzione di D’Alambert per la vibrazione
di una corda di lunghezza infinita. Tale soluzione viene poi estesa ad
una corda di lunghezza finita con condizioni al bordo. Il capitolo si con-
clude con I'introduzione della forma canonica per le equazioni ellittiche,
paraboliche e iperboliche.

La teoria delle serie di Fourier ¢ I’argomento principale del Capi-
tolo 5. Oltre alle serie in seno, coseno ed esponenziale, c’¢ un para-
grafo sulle applicazioni e sulla convergenza delle serie. Nel Capitolo
6, un argomento euristico estende le serie di Fourier agli integrali di
Fourier e quindi anche alle trasformate di Fourier e le sue applicazioni.
L’insieme degli argomenti precedenti si compongono nel Capitolo 7,
dedicato alla soluzione dei problemi al bordo, espressi in coordinate
cartesiane. Viene anche inclusa la trattazione delle equazioni non omo-
genee e delle condizioni al bordo di tipo non omogeneo. Segue un
paragrafo di applicazione delle trasformate di Laplace e Fourier alla
soluzione di questi problemi, ed anche un paragrafo sulla verifica delle
soluzioni. Il Capitolo 8 contiene i problemi al bordo espressi in coor-
dinate polari, cilindriche e sferiche. Questo porta alla discussione delle
funzioni di Bessell e dei polinomi di Legendre e delle loro proprieta.

v






CHAPTER 1

Generalita sulle Equazioni Differenziali Ordinarie

1. Equazioni lineari omogenee a coefficienti costanti

Diamo una breve presentazione di alcuni tipi di equazioni differen-
ziali ordinarie elementari. I capitoli successivi useranno in modo forte
il materiale di questo capitolo. Poiché ci occuperemo quasi esclusiva-
mente di equazioni del secondo ordine, ci limiteremo a studiare questo
tipo di equazioni.

Il pitt semplice dei problemi da risolvere ¢ il seguente problema ai
valori iniziali (o di Cauchy").

V' +ay +by=0, (1.1a)

y(0)=c, ¢y (0)=d. (1.1b)

Qui, a, b, ¢, d sono numeri reali e gli apici indicano la derivazione rispetto
alla variabile indipendente, che indicheremo con z. L’equazione dif-
ferenziale omogenea (1.1a) ha una soluzione generale che ¢ la combi-
nazione lineare di due funzioni linearmente indipendenti, ognuna
delle quali soddisfa ’equazione. Poiché le condizioni iniziali sono due,

si puod sempre trovare un’unica soluzione del problema (6.2).
Lo illustriamo con alcuni esempi.

EsEMPIO 1. Risolvere il problema ai valori iniziali
y'—y' —6y=0, y(0)=3, ¢y (0)=4. (1.1c)

SOLUZIONE 1. Scegliendo come possibile soluzione la funzione y =
exp (r x) ed immettendola nell’equazione, si ottiene l’equazione carat-
teristica

?—r—6=0

che ha come soluzioni © valori v = —2,r = 3. Si ottiene quindi la
soluzione generale

y = crexp (—2x) + cpexp (3z) .

Sostituendo i valori iniziali dentro la soluzione generale e la sua derivata
prima si ottiene il sistema di equaziont lineari

c1+cy = 3,
—2c1 +3co = 4.

! Augustin Cauchy (1789-1857), matematico francese.
1
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1l sistema ammette una unica soluzione data dai due valori c; = 1 e
co = 2. Ne seque che la la soluzione del problema ai valor: iniziali dato
é:

y(z) = exp(—2x) + 2exp (3z) .
Osserviamo che le due funzioni y; () = exp (—2x) e y2 () = exp (3z)

sono linearmente indipendenti su ogni intervallo, infatti il loro Wron-
skiano’

exp (—27) exp (3x)
—2exp (—2z) 3exp (3z)

=5exp (z) .

¢ sempre diverso da zero. E’ precisamente per questa ragione che il
sistema (1.1c) ammette un’unica soluzione.

ESEMPIO 2. Risolvere il problema ai valori iniziali
y'+2y+y=0, y(0)=3, y(0)=-5.
SOLUZIONE 2. L’equazione caratteristica
2 2
r“4+2r+1=(r+1)"=0

ha due radici uguali. In questo caso, si puo dimostrare che y; (x) =
exp (—x) e ys () = xexp (—x) sono due soluzioni linearmente indipen-
denti dell’equazione differenziale data. Ne seque che la soluzione gen-
erale dell’equazione é

y () = crexp (—x) +c; wvexp (—x) .
Le condizioni iniziali danno il sequente sistema

01:3

—C1+Ccy = -5 s
quindi la soluzione del problema é (vedi Figura)
y(z) =3exp(—z)+ -2 zexp(—z) .

211 Wronskiano ¢ un determinante, cosi chiamato in onore del matematico po-
lacco Hoéné Wronski (1773-1853).
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Nell’Esempio sopra, sapendo che y; (x) = exp (—z) & una soluzione,
assumiamo adesso che la seconda soluzione sia della forma y, (z) =
u(z)exp(—x). E

y2 () = u(z)exp(—x),

Yo (z) = o' (x)exp(—z) —u(z)exp(-z),

y'(x) = u' ()exp(—x) — 2u' (z)exp (—z) + u (z)exp (—x).
Sostituendo nell’equazione si ottiene

u” (x)exp (—x) — 2u' (x) exp (—x) + u (z) exp (—1x)

+2 (v (z) exp (—z) — u (z) exp (—2)) + u () exp (—7)

= u'(z)exp(—z) =0
da cui
u' (x)=0.
Ne risulta che u (z) = Az + B, quindi si ha che
Yo (v) = (Ax + B)exp (—z) = Avexp (—z) + Bexp (—z) .

L’elemento exp (—z) non é linearmente indipendente da y; (x) mentre
xexp (—z) lo &.

Questo metodo per la ricerca della seconda soluzione indipendente
dell’equazione differenziale & noto come metodo di riduzione d’ordi-
ne. Il nome proviene dal fatto che, in generale, la risultante equazione
differenziale per la funzione u () puo essere trattata come una equazione
differenziale del primo ordine.

Questo metodo non ¢ limitato al caso di equazione a coefficienti
costanti, ma puo essere applicato a qualsiasi equazione differenziale
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lineare, cio¢ ad un’equazione della forma
y' (@) +a(@)y (2) +b(x)y(z) =0. (1.2)
EsEMPIO 3. Risolvere il problema ai valori iniziali
y'—4y +13y =0, y(0)=¢'(0)=3.
SOLUZIONE 3. In questo esempio le radici dell’equazione caratter-
1stica
r? —4r +13=0
sono 1 numeri complessi 2 + 3i. Ne seque che la soluzione generale é
y (z) = exp (2x) (¢1 cos 3z + ¢y sin 3x) .
1l sistema delle condizioni iniziali é
a = 3,
2c1 +3ca = 3.
da cut seque che la soluzione del problema é
y () = exp (2x) (3 cos 3z — sin3x) .

Nei tre esempi precedenti si sono esaminati i tre possibili casi che
possono sorgere nello studio delle equazioni differenziali del secondo
ordine a coefficienti costanti. In tutti i casi, I’equazione caratteristica &
un’equazione algebrica di secondo grado a coefficienti reali, le cui radici
ricadono sempre nei tre casi precedenti, esse sono due soluzioni reali e
distinte, reali e coincidenti o complesse coniugate.

1.1. Esercizi.
(1) Trovare la soluzione generale per ognuna delle seguenti equazio-
ni
(a) ¥y — 3y +2y =0.
(b) y" — 6y + 9y = 0.

(c) y" —6y" +25y =0
(2) Trovare la soluzione generale dell’equazione 3" — 3y’ =0
(3) Risolvere le seguenti equazioni
(a) ¥ +2y +2y =0
(b) y"+y +2y=0
(c) 8" + 4y +y =0, y(0) =0, ¥ (0) =1
(d) 2" +42 =0, z(r/4) =1, 2/ (n/4) =3
(4) Risolvere i seguenti problemi ai valori iniziali
(a) y"+3y' +2y =0, y(0) =0, y (0) =2
(b) y”+9y—0 y(0) =2,y (0)=9

(c) y' —4y +4y =0, y(0) =3, ¥/ (0) = =6
(5) Rlsolvere i seguenti problemi ai valori iniziali
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(a) 2" +2'—=32=0, 2(0)=0, 2/(0) =1
(b) u” +5u +6u=0, u(0)=1, v/ (0)=2

() O + 210 + 720 = 0, 0(1) = 1, #(1) = 1/x (il punto
denota la derivazione rispetto ad una qualche variabile
indipendente).

(6) Mostrare che le funzioni exp (ax) cos (5z) e exp (o) sin (6z)
sono linearmente indipendenti per ogni = (Calcolare il Wron-
skiano).

(7) Considerare l'equazione differenziale omogenea (5.1) e si as-
suma che sia nota una soluzione y; (z) .

(a) Sia ya (x) = u(z)y1 (x) la seconda soluzione. Mostrare
che l'equazione differenziale a cui soddisfa la funzione
u(x) e

y1 () u” () + 24 (2) +a (x) 1 (z)] v’ (x) = 0.

(b) Applicare il metodo della parte (a) all’equazione

2%y 4+ xy — 4y =0

per trovare la soluzione g, (z) sapendo che y; (z) = 22

(Nota: Pequazione data va divisa per 2 per poter usare
i risultati della parte (a).)
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2. Equazioni a coefficienti costanti, non omogenee

Considerare il caso di equazioni non omogenee in generale, ci porte-
rebbe fuori dai limiti del corso, per questo consideriamo solo equazioni
a coefficienti costanti, cioé equazioni della forma

y'+ay +by = [(2) (2.1)
dove a e b sono costanti.
Si puo dimostrare che la soluzione piu generale dell’Eq. (2.1) ¢ la
somma
y () = yo () + yp (2)
dove y, () & la soluzione generale dell’equazione omogenea associata

y' +ay +by=0

e Y, (z) & chiamata soluzione particolare dell’Eq. (5.1).

Abbiamo gia visto nel Paragrafo 1.1 come trovare y, (z), quindi, in
questo paragrafo si studiera come trovare y, (x)

Il problema non ¢, in generale, semplice a meno che non si im-
pongano alcune restrizioni alla funzione f (z) dell’Eq. (2.1).

Ci limiteremo, quindi, a considerare funzioni del tipo

{P, (z)exp (ax)sin (6z) , P, (x) exp (ax) cos (Bx)} (2.2)
dove P, (x) & un polinomio in z di grado n, cioé
P, (x) = co+ 1m0 + cox® + -+ cpa” .

Sebbene possa sembrare restrittivo limitarsi a funzioni di questa forma,
una buona parte dei problemi elementari ricadono in questa categoria.
La classe delle funzioni del tipo (2.2) ¢ chiusa rispetto all’operazione
di derivazione. Questo significa che se una funzione in questa classe
viene derivata, si ottiene una funzione (o somma di funzioni) dello
steso tipo.
Per esempio, se si deriva la funzione

f(z) = (2° — 224 3) exp (2z) sin 3
si ottiene la funzione
[ (z) = (22° — 62 + 4) exp (2z) sin 3z + (32® — 62 + 9) exp (2z) cos 3x.

Questa proprieta ci permette di determinare la soluzione particolare
dell’equazione (2.1) con il metodo chiamato metodo dei coefficienti
indeterminati.

Questo metodo consiste nell’assumere, per la soluzione, la stessa
forma del termine noto, sostituirla nell’equazione e confrontare poi i
coefficienti dei termini simili.

ESEMPIO 4. Trovare la soluzione particolare dell’equazione differen-
ziale

y' +y' — 6y = (4dv +5)exp(z) .
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SOLUZIONE 4. Poiché il termine noto ¢ il prodotto di un polinomio
di grado uno per exp x, si assume y, (x) della stessa forma, cioé

yp (x) = (Az + B)expx .
Derivando si ha:
y, () = (Ar+ B)expz+ Aexpx
y, (r) = (Az+ B)expr +2Aexpz ,
e, sostituendo nell’equazione si ha
(—4Ax +3A —4B)expr = (dx +5)expz .

Uguagliando i due membri dell’equazione, si ottiene A= —1e B = —2,
quindi la soluzione cercata é

Yy, (x) = —(r+2)expzx .
Vogliamo subito notare che la soluzione generale dell’equazione omoge-
nea associata é
Yo () = c1exp (—3x) + cpexp (2x)
e che questa soluzione mon ha termini in comune con y(x). Questa

eventualita deve essere tenuta di conto, come mostreremo pit avanti.

ESEMPIO 5. Trovare la soluzione particolare dell’equazione differen-
ziale
y" +1y — 6y = (50x + 40)sinz .
SOLUZIONE 5. Poiché la derivata di sinx é cosz, scegliamo la
soluzione particolare della forma

yp () = (Az + B)sinz + (Cx + D) cosz

che include entrambi i termini in sinx e cos .
Sostituendo questa funzione e le sue derivate nell’equazione differen-
ziale, si ottiene

sinz [(-TA—-C)z+A—-T7B—2C — D]
+cox [[A—T7C)x+2A+ B+ C —7D] = (50z 4 40) sinx .

Quando si uguagliano i coefficienti del termine destro e sinistro, si

ottiene un sistema lineare di quattro equazioni in quattro incognite. Si
ottiene A= -7, B= -6, C=—1, D = -3, da cui:

yp (x) = — (T 4+ 6)sinz — (z + 3) cos z .

Nel prossimo esempio vedremo come comportarsi quando il termine
noto dell’equazione contiene termini presenti in y, ().

ESEMPIO 6. Trovare la soluzione particolare dell’equazione differen-
ziale
y' — 2yyy = 12zexpx .
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SOLUZIONE 6. Notiamo dapprima che la soluzione dell’equazione

omogenea €
Yo () = (1 + cox) expx .

Poiché il secondo membro dell’equazione é il prodotto di un polinomio
di grado uno per un esponenziale, saremmo portati ad assumere che la
soluzione particolare ha la forma (Ax + B)exp x.
Questa non puo essere, tuttavia, la soluzione, in quanto é gia soluzione
dell’equazione omogenea associata.
Quando cio accade, si moltiplica la funzione (Ax + B)expx per il ter-
mine x° dove s € il piu piccolo intero che impedisce che la soluzione par-
ticolare contenga termini gia presenti nella soluzione generale dell’equa-
zione omogenea associata.
In questo caso é s = 2; si assume percio

y, () = 2° (Ar + B) exp .

Derivando due volte questa funzione e sostituendo nell’equazione dif-
ferenziale data, si ottiene

(6Ax +2B)expx = 12zexpx ,
da cui A =2 e B =0 ne seque che
Yy () =22 expz .
la soluzione generale dell’equazione é quindi
y(z) = (c1 + cow)expa + 208 exp .

Il metodo dei coefficienti indeterminati & limitato alle funzioni indi-
cate in (2.2).

Esiste un metodo pit generale, noto come variazione dei para-
metri che indichiamo qui di seguito.

Data ’equazione differenziale

V'+ay +by=[(z)
(1) (a) Ottenere la soluzione generale dell’omogenea
Yo () = crpn () + cay2 (1)
(b) Assumere che la soluzione particolare sia della forma
yp (1) = u () g1 (2) +0 () y2 (7).

(Notare che le costanti ¢; e ¢ sono state sostituite dalle
funzioni u (z) e v (x)). Derivare, assumendo che

Ypr = —u (@) y () + v () y5 (v)
avendo posto

u () yr (x) + 0" (2) y2 (z) = 0.
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(c) Trovare y; (v) partendo dalla y, (z) trovata in (b) per
ottenere

u' (@)1 (2) + 0" () 1y (2) = [ (2).
(d) Risolvere il sistema
u (z)yr (2) +0' (@) g2 (2) = 0
u' (@)1 (x) + 0" (@)1 (2) = f(2)
inu (z) e ().
(e) Integrare v’ (z) e v’ (x) per ottenere u (z) e v (x).
(f) Trovare infine y, (z) e quindi la soluzione generale. Da
notare che il successo del metodo dipende dalla possibilita
di integrare v’ (z) e v’ ().

Quando il termine noto dell’Eq. (2.1) contiene pit termini, si puo
usare il Principio di Sovrapposizione.

CRITERIO 1 (Principio di sovrapposizione). Se y = ®; (x) ¢ soluzio-
ne dell’equazione y" + ay’ + by = fi(x) e y = Py (x) ¢ soluzione
dell’equazione y" + ay’ + by = fo (), allora y(z) = &1 (z) + D (2)
é soluzione dell’equazione y" + ay’ + by = f1 (z) + fo (x).

Esso stabilisce che ¢ possibile risolvere problemi piti complicati
scomponendoli in problemi piti semplici e sommando poi tra loro soluzio-
ni dei problemi piu semplici.

2.1. Esercizi.

(1) Usare il principio di sovrapposizione per risolvere I’equazione

y' =2y +y=2x>—2x+3sinx .

(2) Risolvere le seguenti equazioni, scrivendo la loro soluzione gen-
erale
(a) y) — 2y’ — 3y = 2expx — 3exp (27)

h) y) + 2y’ + y = sinx + cos 2z
(3) Trovare la soluzione particolare di

y" + 3y + 2y = 2exp (37).
(4) Trovare la soluzione particolare di

y" + 4y = 3sin 2z.
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(5) Risolvere il problema di Cauchy
y' =2y +y=wzexpz, y(0)=3, y(0)=5.

(6) Trovare la soluzione generale delle equazioni seguenti
(a) ¥ +y = cosx + 3sin 2z

(b) y" — 5y 4+ 6y = coshx
(c) v+ 2y +y=cos’x
(7) Risolvere i seguenti problemi di Cauchy
(a) ¥+ 2y +5y =10cosz, y(0) =5, ¥ (0) =6
(b) y" — 7y + 10y = 100z, y (0) =0, y' (0) =5
€y —2¢+y=2"-19y(0)=2 y(0)=1
(8) Risolvere, usando il metodo di variazione dei parametri, la
seguente equazione:
y" +y=tanzx .
(9) Usare il metodo di variazione dei parametri per ottenere la

soluzione generale delle seguenti equazioni
(a) ' —y =sec?r —tanx

(f) v + 4y = cot 2z
(10) Risolvere il seguente problema di Cauchy

y' =2y +y=e"/(1-2%), y(0)=2, ¢ (0)=6
(11) Verificare che y; (z) = z e ys () = 1/2 sono soluzioni di

23y" + 2%y — 2y = 0.

Usare questa informazione ed il metodo di variazione dei para-
metri per trovare la soluzione generale di

22y + 2y — vy =12/ (1+ 1)
(12) Data l'equazione y’ —y = zsinx :
(a) Risolverla con il metodo dei coefficienti indeterminati
(b) Risolverla col metodo di variazione dei parametri

(13) Considerare I'equazione y"” + ay’ + by = f (x), dove a,b € R,
b#0e f(x) ¢ un polinomio di grado n. Mostrare che questa
equazione ha sempre come soluzione un polinomio di grado n.

(14) Mostrare che la soluzione dell’Esercizio 13 ¢ un polinomio di
gradon+ 1 se b = 0.
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3. Equazioni di Eulero-Cauchy

Vogliamo adesso iniziare a risolvere equazioni differenziali lineari a
coefficienti non costanti, equazioni, cioe, della forma

ap () y" + a1 (x)y +az (2)y = f (2) (3.1)

Una delle equazioni a coefficienti variabili che puo essere facilmente
risolta & ’equazione di Eulero®-Cauchy, detta anche equazione equi-
dimensionale. Questo ultimo termine proviene dalla considerazione
fisica che la dimensione fisica di x & immateriale, poiché si lascia immu-
tata la dimensione del lato sinistro dell’equazione anche se si cambia
con cz, dove ¢ & una costante non nulla.

Essa ha la forma

' +axy +by=f() .

Incontreremo questa equazione pit avanti, quando studieremo prob-
lemi al bordo aventi simmetria circolare.

Assumiamo che sia x # 0; nella maggior parte dei casi assumeremo
x > 0, sebbene considereremo anche il caso x < 0. Iniziamo con un
esempio per illustrare il metodo di soluzione.

ESEMPIO 7. Trovare la soluzione generale dell’equazione omogenea
associata all’equazione
2y 4 22y’ — 2y = 2% exp (—x), x> 0.
SOLUZIONE 7. Questa é un’equazione di Fulero-Cauchy. Cerchiamo
una soluzione della forma y (x) = x™.
Ne seque che 3 (z) = ma™ 1, ¢ () = m(m —1)x™"
nell’equazione omogenea si ha

m(m—1)+2m—2]z2"=0.

2. Sostituendo

Poiché x # 0 deve essere
m?>+m—2=0
che ha radici mi = —2 e mo = 1. Quindi
Yo (2) = cra™ % + com .

Da notare che la scelta di cercare una soluzione della forma y (x) = x™
non é casuale, ma dettata dalla forma dell’equazione. La soluzione
particolare dell’equazione completa puo essere trovata usando il metodo
di variazione dei parametri.

EsEmPIO 8. Trovare la soluzione generale dell’equazione omogenea
associata all’equazione

2" + 3xy +y = 2°, x> 0.

3Leonard Euler (1707-1783), matematico svizzero.
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SOLUZIONE 8. La sostituzione y () = x™ porta all’equazione alge-

brica
m*4+2m+1=0,

che ha una radice doppia m = —1.
In questo caso abbiamo trovato una sola soluzione dell’equazione omo-
genea associata, che ¢y, () =z~ L.
1l metodo, valido per le equazioni a coefficienti costanti, di trovare una
seconda soluzione indipendente, moltiplicando y, (x) per = non fun-
ziona in questa situazione. Tale procedura é infatti valida solo per le
equazioni a coefficienti costanti. FE’ facile vedere che y = 1 non é
soluzione dell’equazione data.
Per trovare la seconda soluzione si puo usare il metodo di riduzione
dz ordine.
Si suppone che la seconda soluzione y, (x) sia della forma ys (x) =
u(z)y1 (x) e si cerca di capire quale equazione soddisfa la funzione
u(z). In questo caso é ys (x) = u(x) /x e quindi

!/
(@) = ——— .
x
() 22 (zu” — 2u') + 2ux
y2 xr) = .
4
sostituendo nell’equazione omogenea associata si ottiene
au" +u =0.
L’equazione puo essere scritta nella forma
!/
(zu) =0
da cui
xu' = ¢y
e quindi
' =cy/x

da cui si ottiene che
u(x) =c+cloge .
Si ottiene quindi che
u(x) ¢

c
Yo () = =—+—210gx.
x r

poiché il termine 1/x é gia presente in y, (), possiamo dire che

ulz)

c
Yo () = = flogx

la soluzione generale dell’omogenea associata é
€1, C
Yo () = 11 (x) + coya () = - + . logx .
Vedremo pit avanti che la funzione logx apparira sempre nel caso di
radict ripetute.
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ESEMPIO 9. Trovare la soluzione generale dell’equazione omogenea

associata a

2y +xy +y=cosr, v>0.

SOLUZIONE 9. In questo esempio, dopo aver sostituito y (x) = 2™,
st ha
m*+1=0.
le soluzioni sono, quindi x' e x~*. Ne risulta che la soluzione ¢é
Yo (ZL‘) = Cll'i + OQZL’_i . (32)
Una soluzione in forma reale, si puo ottenere sostituendo Cy e Cy con
(1 —ica) e (c1 + ice) rispettivamente, e notando che
7' = exp (ilog ) = cos (log x) + isin (logx) .
Con queste modifiche, la soluzione puo essere scritta nella forma reale
Yo () = ¢1 cos (log x) + cosin (log x) .

Vogliamo adesso descrivere i vari casi che si incontrano nella soluzio-
ne dell’equazione omogenea di Eulero-Cauchy

22y +axy +by=0. (3.3)
La sostituzione di y, (z) = 2™ porta all’equazione algebrica
m(m—1)+am+b=0
scritta anche come
m?*+ (a—1)m-+b=0. (3.4)
Questa equazione € chiamata equazione ausiliaria dell’equazione omo-
genea di Eulero-Cauchy (3.3).
Caso 1 (a —1)* —4b > 0. Le radici dell’Eq. (3.4) sono reali e distinte,
my ed mo. In tal caso &
Yo () = 1™ + cox™ (3.5)

e poiché il Wronskiano ¢
™ x™m?

mlxml_l m2xm2_1 — (m2 _ ml) xm1+m271 7& 0

le due funzioni 2™ e ™2 sono linearmente indipendent;.*
Caso 2 (a —1)* — 4b = 0. Le radici dell’Eq. (3.4) sono reali e coinci-
denti, m; = mo = m. ne segue che

yi(z) =™
¢ una soluzione dell’Eq. (3.3). La seconda puo essere trovata con il
metodo di riduzione d’ordine. Poniamo

m

Y2 (v) = u(w)x

4Da notare che lipotesi z > 0 ¢ qui essenziale.
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Derivando e sostituendo nell’equazione si ottiene
wlm (m—1) +am+ b 2™ +u' (2m +a) 2™ 42" =0.

11 coefficiente di u & zero, essendo la soluzione di (3.4). Inoltre, 'Eq
(3.4) insieme alla condizione (a — 1)*—4b = 0 implicano che 2m+a = 1.
Ne segue che

zu” +u =0,
che & soddisfatta da u = log z. Quindi

yo () = 2™ logx . (3.6)

Caso 3 (a—1)° —4b < 0 . Le radici del’Eq. (3.4) sono complesse
coniugate, m; = o + 18 e my = a — i3. Ne segue che le due soluzioni
linearmente indipendenti dell’equazione omogenea sono

y1 (z) = 221 = 1%2%% = 2% exp (iflog x)

Yo (1) = 2% = 2%27% = 2% exp (—ifBlogz) .

Usando la formula di Eulero® trasformiamo 1’esponenziale in forma
trigonometrica

y1 (x) = 2 [cos (Blog ) + isin (log x)]

Yo (x) = 2% [cos (Blog z) — isin (log )] .

ne segue che la soluzione generale dell’equazione omogenea ¢
Yo (x) = 2% [cq cos (Blog ) + ¢y sin (Blogx)] . (3.7)

Se si cerca la soluzione generale dell’Eq. (3.1) , & necessario aggiungere
la soluzione particolare dell’equazione non omogenea. Tale soluzione
puo essere trovata usando il metodo di variazione delle costanti, anche
se puo non essere sempre semplice. Il metodo dei coefficienti indeter-
minati non puo essere usato perché '’equazione di Eulero-Cauchy non
¢ a coefficienti costanti.

Esiste un metodo alternativo per risolvere ’'Eq. (3.3). Poiché x > 0,
possiamo operare la sostituzione

u=Ilogx .

Ne segue che x = exp u ed usando la regola di derivazione composta si
ha

dy dydu 1dy

der  dudr wdr’

Sexp (i) = cos f + isin 6
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?y d (dy\ d (ldy
da? d_(%>_%<xdu>
1d (dy\du 1 dy
z du (du) dr  x%du

B 1 d*>y dy
B du?>  du/’
Con questo cambiamento di variabile I'Eq. (3.3) viene trasformata in

d’y dy
Jz Tla—1) by = f(expu) .

Adesso 'equazione & a coefficienti costanti ed i metodi relativi alle
equazioni a coefficienti costanti possono essere usati.

Abbiamo considerato solo il caso x > 0. Se si vogliono le soluzioni per
x < 0, allora = puo essere sostituto con —x nell’equazione differenziale
e nella soluzione.

Inoltre si ha

3.1. Esercizi.
(1) Risolvere il problema di Cauchy
2’y —2y=0, y(1)=6, y(1)=3.
(2) Trovare le soluzioni generali delle seguenti equazioni
(a) #%y" + 52y’ — 5y =0
(b) t?y" + 5ty + 5y =0
(c) r*u" +3rv' +u =0

(3) Trovare la soluzione generale dell’equazione

22y +xy — 9y =2 — 22

(4) Trovare la soluzione generale dell’equazione

22y + xy + 4y =logx .

(5) Risolvere il problema di Cauchy
g AW — 5 _4r 4y (1)=0, ¥ (1)=0.
(6) Risolvere i seguenti problemi di Cauchy
(a) 2?y" +a2y' =0, y(1)=1, y(1)=2

(b) 2%y" =2y =0, y(1)=0, y'(1)=1
(7) Usare il metodo di riduzione d’ordine per trovare la seconda
soluzione di ognuno dei seguenti problemi.
(@) 2%y —ay +y =0, wy(v)=2
(b) zy"+3y' =0, y(z)=2
(c) x2y”+fvy —4y=0, y(v)=2a?
) @

1
(d —2y +y=0, y(z)==zloga?
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(8) Mostrare che i prodotti zy’ e x?y” rimangono inalterati se si
sostituisce x con cx, dove ¢ € una costante non nulla.
(9) Mostrare che la sostituzione z = exp u trasforma I’equazione

22y" 4 azy’ + by = 0, dove a, b sono costanti, nell’equazione

d*y dy

— —1)—+by=0.

du? +la—1) du oy

(10) Risolvere ognuno dei seguenti problemi ai valori iniziali

(a) da?y" — 4oy +3y=0, y(1)=0, y(1)=1
(b) 2%y" + 52y’ +4y =0, y(1)=1, ¢ (1)=3
eterminare la soluzione generale dell equazione

11) Determinare la soluzi le dell’equazi

x2y” + axy' =0.
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4. Serie di Funzioni

4.1. Serie di potenze. Per la risoluzione delle equazioni differen-
ziali a coefficienti variabili, abbiamo bisogno, in generale, di ulteriori
metodi di soluzione. Tra questi, uno dei piu utili & quello della ricerca
di soluzioni per serie. Per usare questo metodo bisogna supporre che la
soluzione di una data equazione differenziabile sia esprimibile per serie
di potenze. Vogliamo, quindi, iniziare ricordando alcune delle proprieta
delle serie.

Iniziamo con le serie numeriche.

Ognuna delle seguenti ¢ una serie (somma infinita)

dn=1+243+4+- (4.1)
n=1
(-)"=1—-14+1-14+1—-1+"-- (4.2)
n=0
=1 11 1
Z_:1+_+_+..._+... (4.3)
<y 2»  3p np
Zr”:1+r—l—r2+r3+--- (4.4)
n=0
= (=) 11 1
=l—c4=-—=+--- 4.5
§2n+1 5t 7" (45)

la serie (4.1) & divergente perché le somme parziali
Si=1, S9=1+2, S3=1+2+3, S4=1+2+3+4
formano una successione
{51, 52,55,...} ={1,2,6,10,...}

divergente.
D’altra parte la serie (4.2) ¢ indeterminata perché la successione
delle somme parziali

{1,0,1,0,1,0,...}

non ammette limite.

Per quanto riguarda la serie (4.3), il test dell’integrale ci mostra che
essa ¢ convergente se p > 1 e divergente se p < 1. Per p = 1 la serie
¢ chiamata serie armonica. La serie (4.4) ¢ una serie geometrica
e si puo dimostrare (test della radice) che essa converge se |r| < 1 e
diverge se |r| > 1. la somma di tale serie puo essere scritta in forma

chiusa, infatti
= 1
"= <1.
St

n=0
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infine, la serie (4.5) & un esempio di serie a segni alterni che si
puo dimostrare essere convergente, usando il criterio di Liebnitz® che
afferma:

CRITERIO 2 (Criterio di Liebnitz). Data la serie (4.5), se
1) 1l valore assoluto di ogni elemento della serie é minore o uguale al
valore assoluto dell’elemento che lo precede.
2) 1l limite, per n — oo, del termine generale della serie, tende a zero.
Allora, la serie a segni alterni converge.

Vogliamo notare che una cosa ¢ determinare se una serie converge
0 meno, altro determinare a cosa converge. Non ¢ ovvio, per esempio,
che la somma della serie (4.3) converge a /4.

Oltre che alle serie numeriche, siamo interessati alle serie di poten-
ze, della forma

(10+CL1(Z’—l‘o)+G2(l‘—fl]0)2+“'+an<$—$0)n+“' (46)

una tale serie di potenze si dira centrata in x,.

Notato che la serie banalmente converge se x = x(, siamo interes-
sati a conoscere in quale intervallo di valori di x la serie converge. A
determinare cioé un numero R > 0 tale che la serie converge per tutti i
valori di z € (29 — R,x0 + R). R & chiamato raggio di convergenza
della serie di potenze.

Esemp1o 10. Trovare il raggio di convergenza della serie

[e.9]

w1 (@ —1)" (z-1)* (z-1)°
> (-1 e e R

n=1

SOLUZIONE 10. Il test del rapporto ci dice che una serie converge
se
Un+41
Up,
dove u,, rappresenta l’'n-esimo termine della serie. Nel caso della serie
data, si ha

lim

n—oo

<1

Y

(_1)n+2 (I . 1)n+1 . n
n+1 (=)™ (z—1)"

Up+1
Unp,

lim

n—oo

— |z —1| lim ilz|x—1|<1.
n—oo 1

Ne seque che deve essere —1 <x—1<1 00 < x <2, mostrando che
il raggio di convergenza é 1. In molti casi va anche esaminato il com-
portamento della serie agli estremi dell’intervallo di convergenza
e questo va fatto separatamente valutando il comportamento delle se-
rie numeriche che si ottengono sostituendo ad x @ valori degli estrems

6Gottfried Wilhelm Liebnitz (1646-1716), co-inventore insieme a Isaac Newton
del calcolo differenziale, dimostro il teorema nel 1705.
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dell’intervallo. In questo caso si ha che la serie converge per x = 2
ma non per x = 0 (verificare), quindi l'intervallo di convergenza é
0<ax <2

Ottenere la rappresentazione in serie di potenze di una funzione
¢ un’importante strumento matematico, utile in molte applicazioni.
Ricordo che lo sviluppo di Taylor’

f(z) = f (o) + f (20) (¥ — w0) + %f” (o) (& — w0)” + %f (o) (& — x0)* + - -
’ ’ (4.7)

ed il suo caso particolare (xq = 0), lo sviluppo di Mac Laurin®

F@) = FO)+ 100+ g f" O + 5" (0 o (48)

Ricordiamo qui, lo sviluppo in serie di Mac Laurin delle funzioni exp x,
sinz, cosz, log(1+ ). Mentre le prime tre convergono per tutti i
valori di z, 'ultima converge nell’intervallo —1 < x <1

o0 l’n
exp T = Z ) (4.9)
n=0 :
. o0 " x2n+1
n=0
Sy (@11)
cosx = —-1)" 4.11
— (2n)!
log(1+2) = (~1)"" % (4.12)
n=1

Potrebbe sembrare che qualunque funzione che ammette una infinita
di derivate, definite in x = xy possa essere rappresentata in serie di
Taylor in un intorno di xy. Cio non é vero, la condizione &, ovviamente,
necessaria ma non sufficiente. Ci sono funzioni che pur ammettendo
derivate di tutti gli ordini non sono esprimibili in serie di Taylor, come

la funzione
1
eXpl—zz), T # 0
f(z)= (=)
0 z=0

la quale ammette derivate di qualsiasi ordine in zo = 0 ma f™ (0) = 0
per ogni valore di n e quindi il suo eventuale sviluppo sarebbe identi-
camente nullo’, non rappresentando, quindi, la funzione.

"Brook Taylor (1685-1731) matematico inglese, scopri lo sviluppo nel 1712.
8Colin Mac Laurin (1698-1746), matematico scozzese.
9Lo studente provi I'affermazione calcolando la derivata.
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4.1.1. FEsercizi.

(1) Mostrare che la serie dell’Es. (51) converge per « = 2 e diverge
per x = 0.

(2) Usare il criterio del rapporto per mostrare che gli sviluppi di
exp x, sinx, cos x convergono per x € R.

(3) Mostrare che I'intervallo di convergenza della serie di Mac Lau-
rin di log (1 4+ x) converge per x € (—1,1].

(4) Verificare che

_ oo
ef +e” T
coshy = ——— = E

(5) Verificare che
et _ T e x2n+1
sinhy = —— = P a——
|
2 22 (2n+ 1)
(6) Usare la serie di Mac Laurin per calcolare sinZ e cosZ alla
quarta cifra decimale. (Sugg: usare il fatto che Ierrore ha lo
stesso segno del primo termine scartato, ma valore minore).
(7) Usare il criterio del rapporto per mostrare che la serie (4.4)
converge per |r| < 1.
(8) Identificare la somma della serie

1 1 1 1

10 + 100 * 1000 + 10000 +
e trovare la somma della serie.
(9) Trovare il raggio di convergenza di ognuna delle seguenti serie
di potenze.

o— 2n+1
(a) o2, S5e
l.2n
(b) >=0Zo Gy
0o z+3)"
¢) Yoo,

oo nl "

) Zn:O 2n
oo (z+2)"
(e) Zn:l a;.gn
)

0o (z—1)%"
(f Zn:O ( (21“3!
(10) Verificare che ognuna delle seguenti serie & convergente

(11) Verificare che ognuna delle seguenti serie ¢ divergente
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(a) 2oy \/,Tgn
(b) X%
(c) ooy U5

(d) Z’;.Lozl (n:1)2

(12) Determinare i valori di p > 0 per i quali la seguente serie
converge o diverge

oo

1
z; nPlogn

n=

(13) Determinare i valori di p € R per i quali la seguente serie

converge
>3
— np
(14) Considerare al serie >~ | n(n1+2)

(a) Scrivere S, la somma parziale n-esima in forma chiusa.

(b) Trovare la somma della serie.
(15) Generalizzare 1'esercizio precedente per la serie > -
dove p € un intero positivo.

1
n=1 n(n+p)

4.2. Successioni di funzioni e loro convergenza. Ricordiamo
cosa vuol dire che una successione di funzioni, definita nell’intervallo

a<z<b
{fi@),f2(2), f3(x),.... ful2),.. .},

converge alla funzione f (x).
La scrittura

f(x)=lim f,(x) pertuttiglizéela,b],

significa che la differenza tra f (z) e f, (z) puo essere reso arbitraria-
mente piccolo, prendendo n sufficientemente grande. Usando un lin-
guaggio matematico piu preciso potremmo dire che per ogni ¢ > 0 e
per ogni punto xg € [a, b] si verifica che

| fr(20) — f (20)| <€ (4.13)

per tutti gli n tali che n > N (g,z), un intero. In altre parole, dato
e > 0 e dato xy € [a,b] & possibile trovare un intero N tale che la
disuguaglianza (4.13) vale quando n > N. Da notare che N dipende
in generale sia da € che da z( per questo scriviamo N (e, xp).

EsEmP1O 11. Mostrare che la successione di funzioni
{z"} , 0<z<1

non converge uniformemente.
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SOLUZIONE 11. Per x = 0 e per x = 1 la convergenza é ovvia.
Prendiamo 0 < xg < 1 e scegliamo 0 < ¢ < 1. Poiché

lim z" =0,

n—oo

poiché la (4.13) diventa xj < e o anche nlogxy < loge da cui

log %

- <n. (4.14)

log 2
Per dimostrare che la successione converge, dobbiamo trovare un intero
N grande abbastanza in modo tale che la relazione (4.14) valga per tutti
glin > N. La (4.14) dimostra chiaramente che N dipende sia da € che
da xg, quindi la successione non converge uniformemente. Osservare
che la (4.14) ci ricorda anche che si deve avere e >0 e 0 < xy < 1.
Notare, infine che mentre tutte le funzioni x™ sono continue in [0, 1],
la succesione converge a zero per x € [0,1) ed a uno per x = 1, la
funzione limite non é, quindi continua.

La convergenza illustrata nell’Es. (52) ¢ chiamata convergenza
puntuale poiché dato ¢ > 0 il valore di n,Ja disuguaglianza (4.14),
dipende dalla scelta del punto xy nell’intervallo (0, 1).

La convergenza putuale non garantisce, come I’esempio sopra mostra,
la continuita della funzione limite, anche se tutte le funzioni della suc-
cessione sono continue.

Piu avanti, nel corso avremo a che fare con funzioni che sono definite
per mezzo di una serie. per esempio, possiamo avere

f@) =3 u (@) .

dove ognuna delle funzioni u, (z) ¢ definita su un intervallo I = [a, b].
Se la serie ¢ puntualmente convergente per ogni x € I, allora la somma,
della serie ¢ anch’essa una funzione f della variabile z.

Si pongono alcune importante domande:

(1) Sotto quali condizioni la funzione f & continua
(2) Sotto quali condizioni la funzione f & differenziabile

(3) Sotto quali condizioni si puo scrivere

b [ oo b o b
@ |n=1 a n=1v%
Sotto quali condizioni si puo scrivere
%Zun (2) = f'(2) = ) _up (2) -
n=1 n=1

Le risposte a queste domande coinvolgono una nozione di convergenza
diversa e piu forte della convergenza puntuale, prima descritta.
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4.3. Convergenza uniforme. Supponiamo di avere una succes-
sione di funzioni {f, (x)} che converge ad una funzione f (z) e, per
ogni € > 0 si abbia la relazione

o (@) = f(2)] <e

per tutti gli n > N (g) e per ogni = appartenente all’intervallo /. Pos-
siamo allora dire che la successione di funzioni converge uniforme-
mente su /. In contrasto alla convergenza puntuale, nella convergenza
uniforme l'intero NV dipende da € ma non dipende dal punto x cosi che
possiamo scrivere N (¢).

ESEMPIO 12. Data la successione di funzioni f, () = x™/n, mostrare
che essa converge uniformemente.

SOLUZIONE 12. Sia 0 < z < 1, € > 0. Poiché si ha che f(x) =
lim,, . fn (z) =, la disuguaglianza

[fo (@) = f(2)| <e

diventa

l.n

n

§_<€a
n

scegliendo € in modo tale che 1/e < n. Se N ¢é (per esempio) il pit pic-
colo intero maggiore di 1/, si vede che la relazione ¢ N é indipendente
da x Diremo allora che x™/n converge a zero uniformemente nell’inter-
vallo 0 < x < 1.

Poiché la convergenza di una serie ¢ intimamente correlata alla con-
vergenza di una successione, la discussione precedente si applica anche
alle serie. Per esempio, diremo che la serie

converge puntualmente a f (x) se la successione delle somme parziali

{S, (x)}, dove
Sn(x) = Z u; ()

converge puntualmente alla funzione f (). In modo simile si definisce
la convergenza uniforme sull’intervallo I di una serie di funzioni.

Un’idea correlata ¢ quella relativa all’integrale improprio di una
funzione contenente un parametro. per esempio, l'integrale

Flz) = / T F ) dt (4.15)

definisce la funzione F'(z) se l'integrale improprio converge per ogni
valore di z € I. Se zy € I, la convergenza puntuale dell’integrale
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nell’Eq. (4.15) significa che si puo trovare un numero N (e,z) tale

che, per ogni € > 0 si ha
9] b o)
/ f (ta0) dt —/ f(t,:ro)dt’ _ / F (tao) dt
a a b

se b > N. Normalmente N dipende sia da xy che da . D’altra parte,
la convergenza ¢ uniforme sull’intervallo I se esiste un numero N (¢)
indipendente da z tale che

/oof(t,:vo)dt‘ <e
b

per tutti i b > N e per tutti gli x € 1.

<e€

Esempio 13. L’integrale improprio

= —xt _ 17 O<I§17
/Osce dt—{o7 z =0,

non converge uniformemente nell’intervallo 0 < x < 1, sebbene con-
verga in ogni punto dell’intervallo.

SOLUZIONE 13. Cominciamo, dimostrando la convergenza puntuale.

Consideriamo
o0 o0
/ xe‘xtdt‘ = / re Ptdt = e < ¢
b b

prendendo b > N. ne seque che si deve avere —b < (1/x)loge il che
mostra che b (ed N) dipendono entrambi sia da x che da . Inoltre,
se 0 < € < 1 la quantita |(1/x)loge| puo essere resa grande quanto
st vuole, cosi che non c’é modo di soddisfare la disuguaglianza —b <
(1/z)loge per tutti gli x € [0,1] simultaneamente.

EsemMpPio 14. Mostrare che l’integrale improprio

/ e tdt
0

converge uniformemente alla funzione 1/x nell’intervallo 1 < x < 2.

SOLUZIONE 14. Si ha

00 00 e—:cb
/ e_xtdt‘ = / e dt = <e€
b b x

seb> N, da cui seque che —b < (1/x)logxe. Adesso, la parte destra
della disuguaglianza varia traloge e 1/2log2e mentre x varia tra 1 e 2
Quindi, scegliendo il pit grande dei due valori, si ha che la condizione
da soddisfare ¢ —b < 1/2log2e. In questo caso, b (ed N) dipen-
dono solo da €, mostrando che la convergenza é uniforme nell’intervallo
1,2].
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Nei capitoli successivi risolveremo problemi al bordo con vari metodi
legati alle trasformate. In questi casi, le soluzioni saranno espresse in
termini di integrali, e noi siamo interessati a conoscere le condizioni
per le quali tali integrali possono essere differenziati. Detto altrimenti,
se

F<x>=/°°f<t,as>dt,

si vuole sapere sotto quali condizioni si ha

d [ . [0
F’(x):%/ f(t,x)dti/ = (tn)di

Il seguente teorema, dato senza dimostrazione, fornisce la risposta.

THEOREM 1. Se
F(x):/ F(t2)dt

converge uniformemente nell’intervallo a < x < b, e se %é continuo
mtemzperc<tea<z<ba<z<b, ese

= 9
/C 2t de

converge uniformemente su ma< x < b, allora
<0
F'(z) = —f(t,x)dt .
@= [ gtia)

THEOREM 2. Supponiamo che la serie >, wu, () sia una serie di
funzioni differenziabili nell’intervallo I = [a,b]. Supponiamo inoltre
che la serie ), u, (xo) converga per qualche xo € 1. Se ) u; (x) con-
verge uniformemente su I, allora )" w,(z) converge uniformemente

su I ad una funzione u (x), inoltre

u'(m):Zu;(ac) , a<z<bh.

4.3.1. Esercizi.

(1) Mostrare che
/ Mdt:awtaﬂf pera>0.
; a

(Sugg: Chiamato F'(x) l'integrale improprio, trovare F’ (x) e
poi integrare.)
(2) Mostrare che

 sin xt
/ dt == per z >0 .
0 2

t
(Sugg: Considerare

G (a) :/ smactetxp (at)dt
0
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Usare il risultato dell’esercizio precedente per trovare G (0).
Sotto quali condizioni possiamo calcolare lim, o G (a) ?7)

(3) Un utile criterio di convergenza uniforme, dovuto a Weier-
strass'® ¢ il seguente:
Sia Y, uy, (x) una serie di funzioni definita sull’intervallo I.
Sia Y, M, una serie numerica convergente, a termini non
negativi. Se, per ogni x € I si ha

|Un(ZL')|SMn, n:1,2,...

allora la serie ) uy, (z) converge uniformemente su 1.
(a) Mostrare che la serie Y~ n?2™ converge uniformemente
11
su [—3,3]- e . '
(b) Mostrare che la serie > >, (zlogx)" converge uniforme-
mente su (0, 1]

(4) Mostrare che la successione

(=}

converge puntualmente su [0, +00) ed uniformemente su [0, a]
a > 0.
(5) Mostrare che la serie

oo . 2
Z SINN-xr
n2

n=1

¢ assolutamente convergente (e quindi convergente per tutti
gli x) usando il criterio del confronto.
(6) Mostrare che la serie delle derivate di

0
2
E cosn~x
n=1

¢ divergente per tutti gli x.
(7) Mostrare che la serie

o .
Z SN nNx
77/2

n=1

(a) converge uniformemente per tutti gli =
(b) Mostrare che la serie delle derivate diverge per alcuni val-
ori di z.
(8) Data la serie Y "
(a) mostrare che

- 1
Zx": —-l<z<1,
n=0

11—z’

10Karl T. Weierstrass (1815-1897), matematico tedesco, tra i primi a formulare
in modo rigoroso I'analisi matematica.
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(b) Derivando, ottenere che

= 1
an”_1:—2, —-l<z<1,
— (1—2)

(c) Giustificare la procedura relativa alla parte (b).



28 1. GENERALITA SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

5. Soluzioni per serie per e.d.o. del secondo ordine

5.1. Soluzioni in un intorno di un punto ordinario: Consid-
eriamo una equazione lineare del secondo ordine a coefficienti variabili
del tipo:

ax)y” + B(x)y +~(x)y =0 (5.1)

DEFINIZIONE 1. Un punto xq € detto un punto ordinario dell’equa-
zione differenziale (5.1) se le due funzioni

@) A

sono analitiche nel punto xq, cioé le funzioni p, ¢ sono sviluppabili in
serie di potenze:

p(@) =02y Az — 20)" |1 — 20| < Ry,
q(x) =2  Ba(x — x0)" |2 — x9| < Ro.

Se una delle due funzioni in (5.2) non é analitica nel punto xy allora
xo € detto un punto singolare dell’equazione (5.1).

(5.3)

THEOREM 3. Se xy é un punto ordinario dell’equazione differenziale
(5.1) allora la soluzione generale dell’equazione differenziale é svilup-
pabile in serie di potenze intorno a xg.

= Z an(x — x0)" (5.4)

con raggio di convergenza positivo. Piu precisamente se Ry, Ry sono
raggi di convergenza delle serie in (5.3) il raggio di convergenza di
(5.4) é minore o uguale al minimo fra Ry e Ry. I coefficienti a,, n =
0,1,2,3,... della serie (5.4) possono essere ottenuti, dalla sostituzione
diretta di (5.4) nella equazione differenziale (5.1), uguagliando a zero
1 coefficienti dei termini della stessa potenza.

EsemP1o 15. Trovare la soluzione generale dell’equazione differen-
ziale:

y'=2(x -1y +2y=0 (5.5)

wm un intorno del punto xo = 1.

SOLUZIONE 15. Differenziando (5.4) termine a termine si ottiene:

y—znanx—l Znanx—l

:io: n—lanl’—l Znn_lanx_l)
n=0
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Sostituendo y, y', y" nell’equazione (5.5) si ottiene:

y' =2 n(n = Dag(z —1)"2

“2a— 1)y = =2 — 1) T2, nag(e — 1) = Y, —2na,(x— 1)
2y =25 ap(z—1)" =3 2a,(x — 1)"
Poiché é piu facile sommare termine a termine le tre serie se i termini
generali sono della stessa potenza in ogni serie e lindice di partenza

delle serie e lo stesso per tutte e tre le serie, riscriviamo i tre termini
nella forma equivalente:

(=n—2), ¥ =370 +2)( + Dajsz(z — 1)/
=2az + 0 (n+2)(n + anga(z — 1)"

—2(x — 1)y =>, —2na,(z —1)"

2y => 7 0 2an(x — 1)" =2a9 + Y07, 2a,(z — 1)"

Sommando termine a termine il membro di destra e quello di sinistra
risulta:

y'=2(z—1)y'+2y = 0 = (202+2a0)+» _[(n+2)(n+1)ans2—2na,+2a,] (x—1)"
n=1
Il membro di sinistra é una serie di potenze identicamente uguale a
zero, quindi tutti © suoi coefficientt devono essere nulli. Cioé:

2&2 + 2(1() =0 (56)

(n+2)(n+ Days2 — 2na, +2a, =0 n=1,2,... (5.7)
La condizione (5.7) é detta formula di ricorrenza perché permette di

ottenere a2 sapendo a,.
Dalla (5.6) otteniamo:

o = —Qo
e dalla (5.7) otteniamo
Qpyo = 2(n — 1) a,n=12,...
(n+2)(n+1)
Cioé:
2 2 22
a3:0, a4:r3&2:—r3a0:—zao
as =0 a6:£a4:—£a0:—23'3a0
’ 6-5 6-5-4-3 6!
2-5 23.5.3 24.5.3
=0 0= e S Ty T 5430 s ™

Quindi abbiamo trovato che:

Aonr1 =0, n=12 ...
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e
2".1-3-5-(2n —3) 2"(2n — 3!
Qon = — ap =
2n! 2n!
2n—-31=3-5-7T---2n—-3)n=2,3,...
In generale n!! é uguale al prodotto dei primi n numer: dispari se n
e dispari e al prodotto dei primi n numeri part se n € pari. Inoltre
osserviamo che 2n! = (2n)!1(2n — 1) e 2n!! = 2"n! da cui:
o 2"2n -3 2"(2n—-3)I0 1
B 2n! S ml(2n— 1IN nl(2n—1)
Allora la soluzione generale dell’equazione (5.5) é
y(z) =ao+a(zr—1)+ax(z —1)* +ag(z — D+ ag(z — 1)+ ...
=a(z—1)+a (1-(z-1)2—55@@—-1)—gz(@—-1)°—...).
Notiamo che operando un cambiamento di vartabili t = x — xg, ci st
puo sempre ricondurre al caso in cui il punto ordinario o singolare sia
uguale a 0.

n=23,...

Aon

5.2. Soluzioni nell’intorno di un punto singolare regolare.

DEFINIZIONE 2. Un punto xqy é detto un punto singolare regolare
dell’equazione differenziale:

a(z)y” + Bx)y" +~(x)y =0
se é un punto singolare e le due funzioni

—x z) (z —x 2M:x—x2x
a(m)_(m 0)p(z) ( 0) () ( 0)°q(z) (5.8)

—~
8
|
(=]
~—
|

sono analitiche nel punto xy. Se una delle due funzioni in (5.8) non é
analitica nel punto xq allora xy é detto un punto singolare irregolare
dell’equazione (5.1).

In un intorno di un punto singolare regolare il metodo di sviluppo in
serie visto nel paragrafo precedente non si puo applicare. In questo caso
si risolve I’equazione differenziale usando il metodo di Frobenius, che
consiste nel cercare una soluzione della forma:

y(x) = apa™ (5.9)

con ag # 0 e dove abbiamo supposto zo = 0 per semplicita. Notiamo
che in questo caso oltre ai coefficienti a,, della serie & da determinare
anche I’esponente \.

Sostituendo y definita in (5.9) nell’equazione differenziale (5.1) si ot-
tiene:

S gan(A+n)(A+n—1)z" 24
p(x) ZZOZO (A + n)xnri’)\*l +q(z) Z:,ozo a4,z = 0.
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Si raccoglie = dalla seconda serie e x? dalla terza per rendere tutti gli
esponenti uguali:

S gan A+ n)(A+n—1)z" 24
ap() Yoo an(X + n)z" A2 aPq(x) Y02 ana™ 2 = 0.

Siccome abbiamo supposto che zy = 0 sia un punto singolare regolare
allora zp(z) e 2%q(x) sono sviluppabili in serie di potenze.

zp(x) = D0 g An(® — @0)" |z — xo| < Ry,
22q(x) =300 Bulz — 20)™ |z — @o| < Ra.

Sostituendo queste serie nell’equazione si ha:

S g an(A 4 m)(A+ - Dam 2

+(Ag + A1z 4+ Agz® + ) 32 Jan(A + )24

+(Bo 4+ Bix + Boz? 4 -+ ) >0 J a2 = 0.
Consideriamo il coefficiente della potenza di x di grado piu basso, cioe
2272, e che si ottiene per n = 0, esso & ag(A(\ — 1) + AgA+ By). Poiché
ag # 0 questo implica che si ha A(A — 1) + Ag\ + By = 0.

Piu in generale considerando un punto singolare regolare zy possiamo
definire I’equazione indiciale nel seguente modo:

DEFINIZIONE 3. Supponiamo che xq sia un punto singolare regolare
dell’equazione differenziale (5.1) e supponiamo che

(& = wo)p(r) = Do An(e — x0)" |2 — o] < Ry,
(@ = x0)*q(x) = 32520 Bul(w — 20)" [w — | < Ro.

L’equazione:

(5.10)

N4+ (Ag— 1A+ By =0 (5.11)
¢ detta equazione indiciale di (5.1) in xy.

THEOREM 4. Supponiamo che xy sia un punto singolare regolare
dell’equazione differenziale (5.1) e supponiamo che valgano gli sviluppi
in serie in (5.10). Siano A1 e Ay due radici dell’equazione indiciale
(5.11) con R(A1) > R(N2). Allora una delle soluzioni di (5.1) é della

forma:

yi(z) = |z — 20 ) an(x — x0)", (5.12)
n=0
con ag = 1 ed ¢ wvalida nell’intervallo 0 < |r — x9] < R con R =

min{ Ry, Ro}. La seconda soluzione linearmente indipendente yo(x)
dell’equazione (5.1) nell’intervallo 0 < |[x—xo| < R si trova nel sequente
modo:
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CASO 1: Se A\; — )y # intero, allora

ya2(2) = |z — 20| Z by (z — x0)", (5.13)
n=0
CASO 2: Se \{ = )y, allora
y2(2) = yr(z) In |2z — 0| + |z — 20| Z by (x — x0)", (5.14)
n=0

CASO 3: Se \i — Xy =, allora

Yo (2) = Cyr(z) In |z — | + |2 — 202 Z by (z — x0)", (5.15)
n=0

La costante C' puo essere uguale a zero.
EseEmP1o 16. Calcolare la soluzione generale dell’equazione:
20%y" + (x — 2®)y —y =0 (5.16)
m un intorno di xqg = 0.

SOLUZIONE 16. In questo caso é a(x) = 222, B(z) = z—2?, vy(z) =
—1.
Poiché o(0) = 0, il punto xo = 0 é un punto singolare dell’equazione
differenziale (5.16). D’altra parte si ha che:

Blz)  x—2® 1 1
(= xo)a(x) -7 22 2 §I
(x — JUO)2M =72 11

a(z) 222 2
sono funzioni analitiche con raggio di convergenza infinito, il punto
xo = 0 & un punto singolare regolare dell’equazione differenziale (5.16).
Ag = %, By = —%, quindi [’equazione indiciale é:
22— A —1=0
con radici Ay = 1, Ay = —%.
Una soluzione dell’equazione (5.16) ¢ della forma:

yi(e) =) aua” (5.17)
n=0

con ag = 1. Poiché \{ — Ay = %, le due radici dell’equazione indiciale
non differiscono per un intero e quindi la seconda soluzione linearmente
indipendente é della forma:

yo(z) = ||~/ anx”, (5.18)
n=0

con by = 1. Poiché Ry = Ry = +0o0 la serie di potenze in (5.17)
converge per ogni x. D’altra parte la serie in (5.18) non é definita per
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x =0, é definita nell’intervallo 0 < |z| < 400.
Calcoliamo adesso i coefficienti a,, della soluzione (5.17). Si ha che:

U (l’) =X Z:,O:O anx” = Z;.Lo:() anxn+l

y(x) =20 lo(n+ Daga”™ eyf(z) =327 g n(n + Laa" ™
n=1

202y = >0 2n(n + Dap,a™™ =307 2n(n + 1)a,a™t!

zyy = >0 o(n+ Daz™™ = apx + > 0o (n + 1)a,az™™

2ty = =2 oo+ Da,a™t? = — Z;il jaj-1a?tt
==Y na,_12" (n+1=j)
= T~ = —agz + Y, — !

e sommando membro a membro si ottiene:

0= (ap—ap)r + Z[Qn(n + Da, + (n+ 1)ay, — na,—1 — ap)z™.
n=0
Uguagliando i coefficienti a zero, si ha la formula ricorsiva:
2n(n+ Va, + (n+ Va, —nay,—1 —a, =0, n=1,2,...

Nay,_1 1

an = = Ap-1, n=12,...
nn+1)+m+1)—-1 2n+3 "'
pernzl:alzéao
pern:2:a2:%a1—%ao
pern=3: as=gay = z250ao
i generale
1 3

an = ay, n=12 ...

579 (2n+3) " (2n+3)!

Quindi una soluzione dell’equazione (5.16) in un intorno di xo é

(x) = apx 1+£+x_2+ —I—L—I—
e 5757 @nral

Calcoliamo, adesso, i coefficienti b, di y» nel caso x > 0:

ya(x) = a2 Do b =300 b~ (/)

1
yé('r) = ZZOZO(TL - E)bnxn7(3/2)

1
() = g = ) — 3 )b
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Quindi si ottiene:

21,2 // _ 27010:0 2 (n _ %) (n _ g) bnxn*(lﬂ)

3 o 1 3
— Zpop(-1/2) ofn—= _2 n—(1/2)
2box +> (n 2) (n 2) bnx

o0 1 n—
l’ylg = Zn:O (n - 5) bnx (1/2)

1 1
= _56033(_1/2) —+ Z:,OZI <n — §> bnxn_(1/2)

3
—rPyh =3 — (n — —> b1/ = =3 (n _ §) b, 2"~ (1/2)

—yg =00 —bpa" 12 = —pyp= (/D 4 570 _p, = (1/2)
sommando membro a membro:
0= (%bo — %bo — bo) 13_(1/2)+

2 (2(n=5) (= 5) ba+ (n=3) bu = (0= 3) buoy = ba] 2”70/

Uguagliando ogni coefficiente a zero, si ha la formula ricorsiva:

1 3 1 3
AN — = _ - — — —=)b,_4 — b, = =12, ...
(n 2)(” Q)bn+(n 2)bn (n Q)bn 1 bn 07 n ) <y
c10€:
n—é)b —1 1
by, = 2" = —bp1, n=1,2,...
2h—3)n—=3)+(n—3) -1 2n

1
pern=1: b1:§b0

1 1
=2: by = b = b
pern 2 %.21 212'20
pern:3: b3:§132:23.230

in generale:
1
bn:mbo, n:1,2,...
Quindi la seconda soluzione linearmente indipendente dell’equazione
(5.16) in un intorno di xqy €

2 n
_p—(1/2) oyt
Y2 () = box (1+2+22 5t +2n-n!+“‘)
(z/2)"

n!

" oo
= hor—(1/2) Zn 0 5nr = hor—1/2) S,

cioe:
Yo () = box~H2e%/2, (5.19)
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Ora troviamo la soluzione per x < 0. A questo scopo poniamo xr = —t
nell’equazione differenziale (5.16), dalla regola della catena si ottiene:

y_dy _dydt  dy
Cdr  dtdx  dt

o d (dy\dt &%
Y =w\a ) az ~ ae

L’equazione (5.16) diventas:

2%y N

2t e (—t—t )dt y=0. (5.20)
Poiché x < 0 sihat > 0in (5.20). L’equazione indiciale per ’equazione
(5.20) ¢é la uguale a quella per l'equazione (5.16), le cui radici sono
)\1 = 1, )\2 - —%
Dobbiamo trovare la soluzione corrispondente a Ay = —% perché per
A1 = 1 labbiamo gia trovata. Analogamente al caso precedente cerchi-
amo una soluzione del tipo:

o0
palt) = L2 b,
n=0

Poiché in questo casot > 0, si ha:

y(t) = 172 bt
n=0

Y

Calcolando i coefficienti b, con la diretta sostituzione di yo(t) nella
equazione (5.20), si ottiene:

yo(t) = 7122 ¢t > 0
Ma t = —x, quindi st ha che:
yo(x) = (—x)"1/2e™/2, (5.21)
Mettendo insieme (5.19) e (5.21) otteniamo che la seconda soluzione
linearmente indipendente sia per x > 0, che per x <0 di (5.16) é:

yg(ZL‘) _ |1’|_1/2€x/2.

Quindi la soluzione generale di (5.16) é:
(x) =z 1+E+x—2+ + -
i=a 5 5.7 5.7 (2n+3

dove ¢1 e ca sono costanti arbitrarie.

] + .. .)+02|x|1/261/2.

OSSERVAZIONE 1. Si puo dimostrare che se

y(x)=2" " (5.22)
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é una soluzione di (5.1) per x > 0, allora anche

y(x)=(-x) Y and”, (5.23)

¢ una soluzione di (5.1) per x < 0, come si é visto nell’esempio prece-
dente. Mettendo insieme (5.22) e (5.23) si ottiene una soluzione sia
per x > 0 che per x < 0:

y(m)=la Y 0, (5.24)

Nei prossimi esempi considereremo solo in caso in cui z > 0.

OSSERVAZIONE 2. Nel caso in cui le due soluzioni dell’equazione
indiciale non differiscano per un intero rientra anche il caso di avere
due soluzioni complesse.

Se i coefficienti di (5.1) sono reali allora anche i coefficienti dell’equazione
indiciale saranno reali. Quindi se si ha una soluzione A\y = a + b,
la seconda soluzione dovra essere la complessa coniugata della prima
Ay = a—1ib. La differenza A\ — Ay = 2ib non puo essere un intero quindi
avremo una soluzione della forma:

n (.7}): a-‘ribz afnlﬂ
n=0

che ¢é la soluzione che corrisponde alla prima soluzione ;.
Allora anche la funzione:

v (x)=a""" Y "
n=0

che é la complessa coniugata di y,, € soluzione dell’equazione (5.1),
infatti € la soluzione che corrisponde alla seconda radice dell’equazione
ndiciale \y. Siano:

n(x) =y (x)+iy; (x),

- Ly

Y2 (1) = Y1 (x) = y1(v)-iy; (x)
dove yi e y? sono funzioni reali. Qualsiasi combinazione lineare di
queste due soluzioni é ancora soluzione, dunque:

1N + Y2 Ty

yl 2 ) 1 27/
sono le due soluzioni reali indipendenti dell’equazione (5.1) per 0 <
x < R. Inoltre dal fatto che vale la formula:

2T =2 (cos (bln z)+isin (bInz))

e ponendo:

a'n:cn"iLZdn; %:Cn'z’dny n:0;1727 s
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dove ¢, e d,, sono costanti reali, si ricavano le funzioni yi ed y3:

yi (x)=2" (cos(blnz) >  cpa™ —sin(blnz) Y 07 dpz™)
y3 (x)=2" (cos(blnz) > "> d,x™ +sin(blnz) > > c,a™).

EsEmP1o 17. Trovare la soluzione generale dell’equazione:
22y + oy +y=0 (5.25)
in un intorno del punto xy = 0.

SOLUZIONE 17. In questo caso:

B@_1, a1
p(x)_oz(x) Sz a(x) a(x) 2

xo = 0 € un punto singolare, ma dato che:

1
2_:1

1
= r— = ]_ : 2 =
zplr) = 2— =1; 27q(z) = 2" —

si ha che ro = 0 é un punto singolare regolare, inoltre si ha Ay =
1, By = 1, l'equazione indiciale é:

M+1=0.

Si hanno due soluzioni complesse e coniugate i e —1i.
Le due soluzioni avranno la forma:

(@) = 2" 30 an™;
Ya(r) = 27" 3707 o baa™.
Tenendo conto dell’osservazione 2 si ha che y; é della forma:

[e.9]

y1(z) = (cos(In |z]) + isin(In[x)) > ana”

n=0

e la soluzione yo € la sua complessa coniugata.
Calcoliamo 1 coefficienti a,, di y,, derivando si ottiene:

1 1 oo o0
(— sin(In x); + i cos(In 90);) Z apz" + (cos(Inz) + isin(lnx)) Z na,z" "
n=0

n=0
oo

(—sin(lnx) +icos(lnx)) Z ant" ' + (cos(Inz) + isin(lnz)) Z na,z"
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o

1 1 .
Yl (z) = (— cos(lnx); —isin(lnx) ) z%an '+ (—sin(Inz) +icos(lnz)) Z n—1)a,z" 2

n=

1 1 -
+ (— sin(lnz)— + 7 cos(Inx) ) E na,z" ' + (cos(Inz) + isin(lnx)) E n(n — 1)a,z" 2
x
n=0

n=

= (—cos(lnz) —isin(lnx)) Z anx" 2 + (—sin(lnz) + i cos(Inx)) Z n—1)ayz
n=0 n=0
+ (—sin(lnz) 4+ icos(lnz)) Z na,z" %+ (cos(Inz) + isin(ln x)) Z n(n —1)a,a" 2.
n=0 n=0

Sostituendo nell’equazione (5.25) si ha:
(—cos(lnz) —isin(Inx)) Y > japa™ + (—sin(Inz) +icos(lnx)) > (n — Da,a"+
+ (—sin(Inz) +icos(lnx)) > 7 na,z"™ + (cos(lnz) +isin(lnzx)) Y 2 n(n — L)a,z"+
+ (—sin(Inz) +icos(Inx)) Y apa™ + (cos(lnz) + isin(lnx)) Y~  na,z"+
+(cos(Inz) +isin(lnz)) > 7 jaz™ =0

Da cui:
(—sin(lnx) 4 i cos(In x)) Z n—1)+n+1)a,z"+(cos(In z)+isin(ln x)) Z n(n—1)4+n)a,z" =0
n=0 n=0
Clioé:

(2n — in®)a,a™ = 0.

M]3

(cos(lnzx) +isin(lnx))

Il
=)

n

[\

Poiché 2n é un numero naturale e in” é un numero 1MMmMaginario puro,
la quantita fra parentesi 2n — in? puo essere uguale a zero solo per
n = 0. Quindi si ottiene:

a, =0 Vn#D0.
Dunque la soluzione y, dell’equazione (5.25) é
y1(z) = ap(cos(Inx) + isin(Inx)).

St noti che ¢ lo stesso risultato che si ottiene osservando che I’equazione
¢ una equazione di Fulero e risolvendola, per esempio, con la sosti-
tuzione e! = .

EsemMP1O 18. Trovare la soluzione generale dell’equazione:

1
—y=0 (5.26)

v+ 2 -0y +

in un intorno del punto xy = 0.
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SOLUZIONE 18. In questo caso:

_B@) _2-a _lz) 1
p(l’) - Oé(l’) - T ) Q(x) - Oé(l’) - 42
xo = 0 € un punto singolare, ma dato che:
2 — 1 1
xp(x):x :E:Z—x’ ZL’QQ(I):ZL’2 —

x 42 4
si ha che ro = 0 é un punto singolare regolare, inoltre si ha Ay =
2, By = i, [’equazione indiciale é:

M4Q2-DA+==0

1=

che ha una radice doppia \y = Ay = —
Quindi c’é una soluzione della forma:

y1($) _ x71/2 Zanzn _ Zanxn*(lﬂ)’
n=0 n=0

1
3

deriwando,
i(x) =300 (n— 3) apa" =G/
yl(@) =30y (n—3) (n—3) apan=C/2)
da cui:
Tyy = S o(n—3)(n—2)a,a" P =2qpa 3D 1 37%  (n— 1) (n—2) a2 G2
C-2)y = 2552 (n — %) a3 =3 (n - %) a,x"~1/2) =
—agr=C/D £ 3°° 2 (n— 1) a,anC/D — 2 (n — ) q,_yan G/
=y = 3% a2 B = Lgga= (D) 4 570 1o gn-(3/2)

sommando membro a membro:

(= 1+ 1) o O+ 52, (1= 4) (1= 2) o+ 20— 1) a0 = (1= 3) s o) 220 =0

Zoo (ann2 o 2n2—3an_1) xn7(3/2) =0

Uguagliando i coefficienti a zero, si ottiene la formula ricorsiva:
2n — 3
a =
" 2n?2

Ap—1-

Quindi una soluzione é:

1 1
y1(x) = ag (x(I/Z) - Exl/Q - 1—6x3/2 +.. )
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Poiché le radici dell’equazione indiciale sono uguali c¢’é una seconda
soluzione linearmente indipendente della forma:

ya(x) = yr(z) Ina + Y bya" /2

n=0

1
yo(x) = () +yi(x)nz+> 7, (n — 5) bz (3/2)

2/ 1 3
a2 (@) +y{(@z)nz+> 7, (n - 5) (n - 5) b= (/%)
T

Quindi:

-1 (@ o 1 3
Tyl — % +2y1(x) + 2y (z) Inz + >, (n - 5) (n - 5) b,z 3/2) =

— 1 3
= T oyt 4 ) o+ oo + 50— )~ SO

2 2

-2y, = (22— (yl(:v) JAC: )hw) +3, (n - %) b, 2 (3/2) _

_ ( )b e (1/2)

= (2- )( no) |y )m) — by B/ £y (n—%) b~ (3/2)

3
- Yaa (n - 5) by /2

ﬁyz = E‘yl Inz+> 7, anxn—(sﬂ) = 4—y1 Inz+ 4box (3/2) 4 Z —b 1~ (3/2)

Sommando membro a membro si ha:

1
(ot + (2=t + (@) )

y1(x) 2n —3
T

_I_

Lo (2) — () + T 1<nn bn_1> 6

La quantita che moltiplica Inx é pari a zero in quanto y; é soluzione
dell’equazione (5.26), quindi:
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> 2n—3 T
> (= 25y ) = 82 e) )

xT
n=1

Uguagliando i coefficienti si ha che:

- on — 3
Z (bnn2 — n2 bn_1> "G/ = 9712 _ 144V 41384252 + . ..

n=1

by + 12by = 2
4b2 - 12b1 - —14
9bs — 32b, =0 .

In conclusione, poiché in questo caso si puo scegliere by = 0, in quanto,
essendo le radici dell’equazione indiciale uguali, il termine che si ot-
tiene per n =0 e gia contenuto in yi, si ottiene:

yo () = y1(2) Inzw 4 22"/ + 3162%% +1322°% + . ..
EseMP10 19. Trovare una soluzione generale dell’equazione:
7% — (z+2)y=0 (5.27)
m un intorno di xg = 0.

SOLUZIONE 19. In questo caso a(x) = z2, B(z) = 0 e y(z) =
—(x + 2). Poiché ay(0) = 0, il punto xy = 0 ¢ un punto singolare
dell’equazione differenziale (5.27). Si ha che:

CayB@ o
@ mam =%
RS C) P
e T

il punto xo = 0 € un punto singolare regolare. L’equazione indiciale é
(AO = 0, BO = —2)
M —-A-2=0
Le radici sono \y = 2, Ay = —1.
Una soluzione dell’equazione (5.27) é del tipo:

o0 oo
yi(z) = 2? g a,r" = E a, "2
n=0 n=0

Poiché le soluzioni differiscono per un intero la seconda soluzione lin-
earmente indipendente é della forma:

yo(z) = Cyy(x) In |x| + anan'
n=0
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Calcoliamo 1 coefficienti a,, di y1. St ha che:
yi(x) =320+ 2)aua™t
yi(x) = > 0o (n+2)(n + Laya™
22yl (z) = 320 (n+ 2)(n + 1)a,z™ 2.

Sostituendo nell’equazione ed uguagliando i coefficienti si ottiene:

o1+ 21+ D™ — (2 +2) Y3y aua™2 = 0
o1+ 2)(n+ Dana™? = 230 0™ = T 4™t = 0

(2a0 — 2a0) + Y07 (n+2)(n + 1)anz™? =237 apz™? =3 a4y =0
S (n+2)(n+ 1a, — 2a, + ay—1)z™? = 0.

2
2

Si ha, quindi, la formula ricorsiva:

1
an =
(n+3)
.133 QZA
y(z) = 22 +Z+4_0+

Calcoliamo, adesso, i coefficienti b, di yo. St ottiene:

3

yg(x):C’< +Z+4_O+ )lnx—i—be

3 1 2 o0
! = 2 e Ry vt S I | Zoa o 1 n—2
Ys () C< x—|—4:13 —I—lox + ) nz+C <x+ 1 +4O—|— >-|—§ (n—1)b,x

n=0
Yx)=C2+3z+ 222+ )lno+C (24 3w+ 22+ ) +
Cl+ie+ 222+ )+ 32 (n—1)(n—2)ba" 2 .
Sostituendo nell’equazione si ha:
C2e*+ 22+ )Ina+C B2+ 2%+ ) + > 07 o(n—1)(n — 2)b,a" ' —
—C (13 TR ) Inw+ > ba"—

3 00 n—
—C’<2x2—|—7+--->lnx—22n:0bnaj 1=0.
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Da cui:

C(3ZE2+ZZL’3+> +[(—b0—2l)1)+(—b1—262)113—621132—] =0.

Uguagliando i coefficienti a zero si ha:
(=bo — 2b1) + (=by — 2by)z + (3C — by)2® + -+ = 0.
Ponendo by = 1 si ottiene:
1,1
477 12’
Dunqgue la seconda soluzione linearmente indipendente é:

(z) 1 2+x3+x4+ Inz| + 1 1+1 n
€r) = — x R J— e nlx - — — - e .
Y2 12 110 r 21

1
b1 it by =

In ogni caso, se y; € una soluzione dell’equazione (5.1), una seconda
— [ p(z) d=
(&

soluzione linearmente indipendente é data da yo(z) = y1(z) [ T

che si ottiene con il metodo della riduzione d’ordine.
Infatti, applicando questo metodo cerchiamo una soluzione del tipo y,v.
Sostituendo tale soluzione nell’equazione (5.1) si ottiene:

az()ys (2)v" (2)+0'(2) 2azyy (2)+a1 (2)y1 (2)) +o() (a2 ()9 +a1 (2)yr +ao(x)y (2)) = 0

risolvendo in termini di v otteniamo:
v"(z) yi ()
— = 2= p(x
i@ - M
In|v'| = =2In|ys(x)| — [p(z)dz+C
v(a) = Dlys(a)| P 7

Ed infine, integrando ancora una volta ambo i membri e prendendo

D =1 si ottiene:
( ) / effp(w) dx d (5 28)
v(ir)= | —————dx. .
[y1(2)]?

EsEmMPIO 20. Trovare una soluzione generale di:
o2y + xy + 2?2y =0, z > 0. (5.29)

SOLUZIONE 20. L’equazione ¢ della forma y" + 1y +y = 0. Dal
fatto che xp(x) = x(1/x) = 1 e 2%q(x) = 22, si ha che x = 0 ¢ un punto
singolare regolare e che Ay = 1, By = 0, quindi l’equazione indiciale
diventa:

AMA=D+A=X - A+ A=X=0
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quindi Ay = Ay = 0.
Allora c¢’¢ una soluzione della forma:

o
= E anx".
n=0

Sostituendo la serie nell’equazione (5.29) si trova:

o
xQE nn—lanx”2+xg na,z"t + 22 E a,x’" =0
n=2 n=1 n=0

Unificando le tre serie si ottiene:

inn—lanac —l—alx—i—Znanx +Zan 2" =0
n=2 n=2 n=2

In questo modo si ha:
o0
ax + Z(n(n — Da, + na, + a,_2)z" =0
n=2
Uguagliando i coefficienti a zero si ottiene la formula ricorsiva:

a, = 0;

Scegliendo ag = 1 una soluzione é y;(x) =1 — “%f + g—i +....
Usiamo la formula (5.28) per determinare una seconda soluzione li-
nearmente indipendente:

effl/z dx
yQ('r) - yl(.@) [L‘2 [L‘4 2 dx
l——4+—=+...
(=T E)
Svolgendo l’integrale al numeratore si ottiene:
21
ya(z) = y1($)/ 5 , 5 d.
([
(i)

Svolgendo il quadrato al denominatore si ha:
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Dopo aver fatto la divisione di polinomi e risolvendo l'integrale si arriva
a:

2 54
va(2) = () J dm:yl(x)f%(1+%+3%+...)dx
( ——+—+ )
1 =z b5z 22 5z
_y()f<_+§+§+ )dl‘—yl(‘%‘)(lnx"‘z*‘ﬁg—i— )

Notiamo che con questo metodo alternativo per trovare una seconda
soluzione linearmente indipendente, si ottiene una soluzione della forma
che st era trovata nel terzo caso del Teorema.

Una soluzione generale dell’equazione (5.29) éy(z) = c1y1(x)+coya(z),
con cy1, ¢y costanti arbitrarie.

5.3. Applicazioni. Il metodo di Frobenius ¢ un metodo utile per
risolvere alcune equazioni differenziali che compaiono spesso nelle ap-
plicazioni. Una di queste & I’equazione di Bessel di ordine p, che & una
equazione differenziale della forma:

22y +ay + (22— pPy =0, (5.30)

dove p & una costante.
Vediamo come ’equazione di Bessel appare nella soluzione di problemi
specifici.
Supponiamo di conoscere la distribuzione della temperatura in un cilin-
dro al tempo t = 0. La temperatura u = u(r,0,t) nel punto (r,d) in
ogni istante ¢ soddisfa la seguente equazione differenziale alle derivate
parziali in coordinate polari:

T (5.31)
In questo caso abbiamo supposto che la temperatura sia indipendente
dalla coordinata zeta, che rappresenta ’altezza del cilindro, la quan-
tita k£ nell’equazione ¢ una costante che dipende dalla conduttivita ter-
mica e, in generale, dal materiale usato nel costruire il cilindro. Usi-
amo il metodo della separazione di variabili per risolvere ’equazione.
Seguendo questo metodo supponiamo che esista una soluzione u(r, 6, t)
dell’equazione che sia il prodotto di una funzione di r, di una funzione
di 6 e di una funzione di t. Cioeé:

u(r,0,t) = R(r)0(0)T'(t),
Dove R,©,T sono funzioni incognite. Sostituendo u in (5.31), otteni-
amo: ) ) .
R'OT + -R'OT + - RO"T = ER@T/‘
r r
Possiamo scrivere I'equazione nel modo seguente:
R// R/ T T/ @//

P - — =

R R kT )
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Il primo membro ¢ una funzione indipendente dalla variabile § mentre
il secondo membro é una funzione della sola #. Quindi devono essere
entrambi uguali ad una costante che chiameremo p?. Si ottengono
percio le equazioni:

0" +p*0 =0 (5.32)
e
R"TR kTP

oppure in maniera analoga:

R 1R p2 17T’
RTR 2TET (5:33)

Il primo membro dell’equazione (5.33) ¢ una funzione solo di r, mentre
il secondo membro & una equazione solo di ¢, quindi ambo i membri
devono essere uguali a una costante, che chiameremo —\?. Otteniamo
Ccosi:

T 4+ NkT =0 (5.34)

PR+ 1R + (Xr? —p*)R = 0. (5.35)
Le funzioni ©(0) e T'(t) si trovano risolvendo le semplici equazioni dif-
ferenziali (5.32) e (5.34). Per trovare R(r) bisogna risolvere (5.35), che,
come si vede, € un’equazione di Bessel. Infatti operiamo la trasfor-
mazione x = A\r e poniamo y(z) = R(r), otteniamo:

dR dx x d dx x?
R,— . — _ / RI,:—)\/—:)\QHZ—”‘
e () =Ny =y

Sostituendo R’ e R” in (5.35) troviamo ’equazione di Bessel (5.30),
che ora risolveremo in un intorno del punto x = 0. Supponiamo per
semplicita che p > 0, si ha che:

a(z) =a?, Ba) ==, y(z) =2" - p.

Poiché «(0) = 0 si ha che x = 0 & un punto singolare. Ma

pla) _ . 27

2, .2
r—=1lexr"—=<=—p" + 27,
a(7) o)~ "
Cosi z = 0 & un punto singolare regolare con equazione indiciale A% —
p? = 0. Le due soluzioni dell’equazione indiciale sono \; = p, Ay = —p,
quindi una soluzione dell’equazione di Bessel & della forma:

yi(@) = 2"y ana™ (5.36)
n=0

Le soluzioni di (5.30) hanno senso per |z| > 0, cio¢ per x > 0, x < 0.
La seconda soluzione dipende dal valore di \; — Ay = 2p. Essa é data
da:
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Caso 1. Se 2p #, allora
po(@) = 273 bua”s
n=0

Caso 2. Se p = 0 allora

(o) = () o] + o3 ba (5.37)
n=0
Caso 3. Se 2p =, allora
y2(z) = Cyy(x) In|z| + |x|_pibnx”. (5.38)
n=0
Calcoliamo i coefficienti a,,.
W) =3 ™, () = S+ pana™
n=0 n=0

yi(x) =3 lo(n+p)(n+p— Dapa" 72
2yl (x) =3 o(n+p)(n+p — a,a™*?
wyi(w) = > 0" (n + plaga™?

2yi(x) = 3252y ano" P = 3700 g ana™t?

—py(e) = 200 —pana"™?
[p(p — )ag + pag — p*agla? + [(1 + p)par + (1 + p)ar — p*ai]z' P+
S ln+p)(n+p—1)a, + (n+p)a, + an—2 — pay)]z™ P = 0.
Questo implica:
(1+2p)as =0
n(n+2p)a, +an_o=0n=2,3,...
Quindi, si ottiene:
1
=0a,=————a, 2 n=2,3,...
aq Ay, n(n—|—2p)an 2N
che implica:
CL1:CL3:CL5:"':O
1) !
22l(p+1)(p+2)--- (p+n)
Quindi, la soluzione é data da:

agn = (— agn=23,...

) & (=1)" 2n
(@) = aolwl” 11+ ; 2l(p+ )(p+2)---(p+n)
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e la serie converge per ogni x.
Se 2p # una seconda soluzione linearmente indipendente puod essere
trovata sostituendo p con —p nell’equazione precedente, cioé:

- (_1)71 2n
o nz—; Zllp+ D(p+2) - (ptn)

ya(x) = aolz[™”

La serie converge per x > 0 o x < 0.
Nella teoria delle funzioni di Bessel la costante ag si prende uguale a

1
- 2T(p+1)

Dove T ¢ la funzione Gamma cio¢ la funzione definita dall’integrale:

F(p):/ P le " da
0

Con questa scelta di ag la soluzione y; ¢ detta la funzione di Bessel del
primo tipo di ordine p e si indica con J,(x). Usando I'identita

Fn+p+1)=Mm+p)n+p—1)---(p+2)(p+1)I'(p+1)

Qo

si ottiene la formula

LOEDY n!F(fl_—Fl);—i— 1) (§>2n+p.

n=0

La soluzione y, con ag definito da:
1
T2 (—p+1)
¢ una soluzione di Bessel del primo tipo di ordine —p e si denota con
J_p(x). Chiaramente

Tpl@) = n!F(f"L_—l );:+ 1) <g>2n_p

n=0

Qo

Quindi J,(x) ¢ sempre una soluzione dell’equazione di Bessel. Inoltre,
quando 2p non ¢ un intero, le funzioni J,(z) e J_,(z)sono soluzioni lin-
earmente indipendenti dell’equazione di Bessel. Se p = 0 e osservando
che I'(n + 1) = n!, otteniamo:

a =3 S (5)

n=0

La funzione Jy(x) ¢ una soluzione dell’equazione di Bessel con p = 0.
Quando p = 0 oppure quando 2p & un intero positivo la seconda
soluzione linearmente indipendente & della forma (5.37) oppure (5.38)
rispettivamente e puod essere ottenuta con una sostituzione diretta nell’e-
quazione. Una tale soluzione con una appropriata scelta della costante
by & detta funzione di Bessel del secondo tipo.
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Esempio 21. Trovare la soluzione dell’equazione
(1—2®)y" =22y +n(n+1)y=0 (5.39)

dove n é costante. Questa equazione é nota come equazione differen-
ziale di Legendre'!

SOLUZIONE 21. Poiché i punti x = £1 sono punti singolari regolari,
possiamo assumere x = 0 come centro della serie. Si ha quindi

yzzam$m7 ?/:Zmamxm_l, y' —Zm — 1) ayz™ -2
m=1

m=0

Sostituendo nella (5.39) si ha
Z amm (m — 1) 2™ 2 — Z apm(m—1)z™
m=2 m=2
—2Zammxm+n(n+1)2amxm =0.

m=1 m=0

Sostituendo m con m + 2 nella prima somma, si ha

ZamH (m+2)(m+1)x Zamm 1)a™

m=0
—2Zammx +n(n+1)2amx =0.
m=1 m=0
da cui
> lamsz (m+2) (m + 1) = amm (m = 1) = 2amm + amn (n + 1)) 2
m=0

+2ay + 6azr —2a1x +n(n+1)ag+n(n+1)axz=0.

ponendo i coefficienti di ogni potenza uguale a zero, si ha

— 1
20 +n(n+1)ay = 0, ax= W ., ag arbitrario .
2 — 1
6az —2a; +n(n+1)a; = 0, a3= [ n(%—i- )] , ayp arbitrario .

In generale possiamo dire che

2 (m+2)(m+1)—mm—-1)+2m—-n(n+1)]a,=0;

m(m+1)—n(n+1)
(m+2)(m+1)

Amt2 = m

(m—n)(m+n+1)
(m+2)(m+1)

Apyo = m , m=0,1,2,... . (5.40)

1 Adrien Marie Legendre (1752 - 1833), matematico francese.
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L’equazione (5.40) é la relazione ricorrente da cui ricavare i coefficienti.
Calcolando @ primi coefficienti si ha

_ —n(n+1)
az = TGO,
S (2—n)(n—|—3)a :n(n—2)(n+1)(n+3)a
4 1.3 2 o 0
y - W=n)@+5) - —nm-2)(n-4)(n+1)(n+3)(n+5)
6 6.5 4 ol 0
S (1—n)(n—|—2)a :—(n—l)(n—l—2)a
3 3.9 1 3l 05
S (3—n)(n—i—4)a :(n—l)(n—S)(n+2)(n+4)a
5 5.4 3 5l 15
v (5—n)(n—i—6)a :—(n—1)(n—3)(n—5)(n+2)(n+4)(n+6)a
! 7-6 ° 7! b
Ne seque che la soluzione dell’equazione di Legendre puo essere scritta
N ll_n(n2!+1)x2+n(n—2)(n4!+1)(n+3)x4
nn—2)(n—4)(n+1)(n+3)(n+5) 4
. : -
n—1)n+2)  n-1)(n=-3)n+2)(n+4) 5
P PRETES PR LIS LS
_(n—1)(n—3)(n—5)7!(n+2)(n+4)(n+6)$7+___@5“41)

Entrambe le serie relative ai coefficienti ag e a; convergono per —1 <
x<1l. Sen=0,24,... e scegliamo a; = 0, allora, usando I’Eq.(5.41)
le soluzioni dell’equazione diventano
Yo (l.) = Qp,
Y2 (x) = ao(1— 3:}02) ,
35
ys () = ap (1 —102* + Ew“) ,  ete

Se imponiamo la condizione che y, (1) = 1 possiamo calcolare ay ed
ottenere

)

1
1
3 (32> —1) , (5.42)
Py(z) = %(35:}64—30:132—1—3)

Questi polinomi sono chiamati polinomi: di Legendre di ordine
pari.
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Sen =1,3,5,... e si sceglie ag = 0, allora le soluzioni dell’Eq.(5.41)
diventano

() = az,

(@) = a (w—gzv?’) ,

14 21
ys () = @ (x — Ex?’ + €x5) , etc.

Se imponiamo ancora la condizione y, (1) = 1, possiamo calcolare ay
ed avere

P(x) = =z,
1

Py(z) = 5(53:3—39[;) , (5.43)
1

Ps(z) = g(63x5—70:1;3+15gc) e

Questi polinomi sono chiamati polinomzt di Legendre di ordine dis-
pari.

Riprenderemo i polinomi di Legendre nel Paragrafo 8.3 poiché questi
polinomi compaiono nella soluzione di problemi al bordo espressi in co-
ordinate sferiche.

5.4. Esercizi:
(1) Risolvere per serie ognuna delle seguenti equazioni:

(a) y"+y=0,

(b)y" —y=0,

(¢)y —y=2a*,

(d) y’—:L‘y:O,

(e) (1 —aH)y" +2xy —2y=0.
R

(2) Risolvere in un intorno di # = 0 'equazione:

43/” +$2y/ +x2y =0

(3) Risolvere in un intorno di # = 0 ’equazione:
3
day” + 2% — Zy=0.
x
(4) Risolvere in un intorno di z = 2 I'equazione:

($—2)y”+(9€+3)y’+($—%)yZO.

(5) Risolvere in un intorno di x = —1 l'equazione:
(x+1)y" +a2y —2y=0.

(6) Classificare i punti singolari per ognuna delle seguenti equazioni
differenziali:
(a) 22" +xy + (2> —n?)y=0, n=0,1,2,3,...
(b) 2% —ay' +y =0,



52 1. GENERALITA SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

(c) 2?y" + (4x — 1)y +2y =0,
(d) 2% (= 1)y +a* (z—1)°y +y=0.
(7) Risolvere, con il metodo di Frobenius , le seguenti equazioni
differenziali
(a) 2y" +y +xy=0,
(b) dzy" +2y' +y =0,
(c) 2%y +2xy —2y =0
(8) Risolvere I'equazione

y'—zy —y=0

cercando una soluzione per serie centrata in x = 1.
(9) L’equazione differenziale

y/l _ x/y — O
¢ nota come equazione di Airy'? e le sue soluzioni sono
chiamate funzioni di Airy che hanno applicazioni nella teoria
della diffrazione.
(a) Determinare le soluzioni per serie, centrate in x = 0.

(b) Determinare le soluzioni per serie, centrate in x = 1.
(10) Risolvere il problema di Cauchy

y'+y +ry=0, y(0)=y(0)=1.
(11) Trovare la soluzione generale di

y' +ay' +y=0.

128ir George B. Airy (1801-1892), matematico e astronomo inglese.



CHAPTER 2

Problemi al bordo per le E.D.O.

1. Preliminari

Abbiamo dato una rapida sintesi dei problemi ai valori iniziali per le
equazioni del secondo ordine, nei quali venivano assegnati il valore della
funzione incognita e della sua derivata prima in un punto assegnato.

In molti problemi di interesse pratico, tuttavia, le condizioni sulla
soluzione dell’equazione vengono date relativamente a due punti dis-
tinti'. Per esempio, una funzione y (x) puo soddisfare un’equazione
differenziale su di un intervallo a < x < b avendo assegnati i valori
che essa assume agli estremi dell’intervallo, cioé avendo assegnati i val-
ori di y(a) e y(b). Questi due valori vengono chiamate condizioni
al bordo ed il problema complessivo che ne risulta ¢ chiamato prob-
lema al bordo. In realta, in questi tipi di problemi possono essere
specificate y (a) e ¢’ (b), 0 3/ (a) e y (b) o combinazioni di questi valori.

Iniziamo, illustrando il problema con alcuni esempi semplici nei
quali si ha un parametro A diverso da zero

ESEMPIO 22. Risolvere il problema al bordo

' —XNy=0, 0<z<a
y(0)=y(a)=0

SOLUZIONE 22. [l problema ammette una unica soluzione. In-
fatti, la soluzione generale dell’equazione differenziale é

y (x) = ¢y cosh Ax + cosinh Ax .

La condizione al bordo y (0) = 0 implica che ¢, = 0, mentre la con-
dizione y (a) = 0 implica che cssinh Aa = 0. Questa ultima equazione
ha come unica soluzione co = 0, poiché la funzione sinh Az ¢é zero solo
per x = 0. Quindi ['unica soluzione del problema é y (x) =0

Poiché I'equazione dell’esempio precedente ¢ omogenea e le con-
dizioni al bordo sono anch’esse omogenee, potrebbe sembrare che la
soluzione nulla sia quella naturale. Il prossimo esempio mostra che si
possono avere situazioni diverse.

n questo capitolo continueremo a considerare solo equazioni differenziali del
secondo ordine.

53
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EseMPIO 23. Risolvere il problema al bordo
' +Xy=0, 0<z<a
y(0)=y(a)=0

SOLUZIONE 23. Questo problema ammette infinite soluzioni. In-
fatti, la soluzione generale dell’equazione differenziale é

y(z) = c1 cos \x + casin Az .

Ancora una volta la condizione y (0) = 0 implica che ¢, = 0. La
condizione y (a) = 0, tuttavia, porta all’equazione cysin \a = 0 che
é soddisfatta dalla condizione co = 0, ma anche dalla condizione Aa =
nm, n=1,2,...In altre parole, se il parametro \ assume uno qualsiasi

dei valori
n

A=—, n=12,... (1.1)
a
allora, la soluzione del problema é

yn(x):sinﬂm, n=12... (1.2)
a

o anche ogni multiplo costante di questa.

Ricordiamo, dall’algebra lineare, che se T ¢ un operatore lineare
dello spazio in se (una matrice n x n) che trasforma un vettore n-
dimensionale u in un vettore w dello stesso spazio, scriviamo Tu = w.
Se, tuttavia, per qualche vettore non nullo dello spazio v si ha che
Tv = Av allora, chiamiamo A\ autovalore di 7' e v autovettore di T’
corrispondente a A.

Se definiamo

d2
Cdx?’
¢ semplice vedere che L ¢ un operatore differenziale lineare che
trasforma funzioni differenziabili due volte in funzioni. Nel caso illus-
trato, nell’Esempio 51 si ha

Ly = =Ny ;

¢ quindi naturale chiamare le funzioni y, () dell’Eq. (1.2) autofun-
zioni ed i corrispondenti valori di A2 = n?7?/a® autovalori. Os-
serviamo che le autofunzioni non sono uniche poiché se y (z) & una
autofunzione, anche cy (x) lo ¢, qualunque sia il valore della costante
c.

EsEmP10 24. Trovare gli autovalori e le corrispondenti autofunzions
del problema al bordo

V' +XNy=0, O<z<m
y' (0)=y'(m)=0.
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SOLUZIONE 24. La soluzione generale dell’equazione é
y(z) = c1cos A\x + casin Az

da cut
Y (x) = —Aeysin Az + cpAcos \x .

la condizione y' (0) = 0 implica che co = 0, mentre la condizione
y' () =0 da la condizione

—AepsinAm =0 .

Sebbene l’equazione sia soddisfatta dalla condizione ¢ = 0, questa
porterebbe al risultato y () = 0, chiamata soluzione banale del prob-
lema. Scegliendo, invece X = n, n = 0,1,2,... per soddisfare la con-
dizione al bordo, si ottengono gli autovalori

2
0,1,4,9,...,n%, ...
e le corrispondenti autofunzioni

1, cosx, cos2x, cos3zx,...,cosnz,...

EsEMPI10 25. Risolvere il problema al bordo, con condizioni al bordo
non omaogenee.

j+XNy=0, 0<t<l1
y(0)=0, y()=1.
SOLUZIONE 25. Dalla soluzione generale
y(z) = c1 cos At + casin At
si ha ¢; = 0 poiché y (0) = 0. La condizione y (1) = 1 implica che
cysinA =1

da cui
1

sin A

Cy =
con A qualsiasi, purché \ # +nm.
le corrispondenti autofunzioni sono

sin A\t
Y (t) =

sin A
EseEMPIO 26. Trovare gli autovettori e gli autovalori del problema
al bordo
' + Xy =0, O<z<m
y (0)+2y (m)=0, y(r)=0.
SOLUZIONE 26. La soluzione generale dell’equazione é
y(z) = c1cos \x + cosin Az

da cui
Y () = —Aersin Az + coA cos Az .
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Applicando le due condizioni al bordo si ottiene
Co\ — 21 A 8in A + 2c9 A cos A = 0
{ €1 COSAT + cosin Am =0 .
Questo sistema in ¢y e ¢y € facilmente risolubile, ricavando (per esem-

pio) ¢1 dalla seconda equazione per sostituirlo nella prima. Si ottiene
cosi, scartando la soluzione banale, che deve essere

COSTA = —2 .

Ne seque che il problema puo avare soluzione non nulla solo se si accetta
che X\ possa assumere valori complessi. In tal caso, il problema data
ha, ovviamente, autovalori ed autofunzioni complesse.

E’ del tutto ovvio che il problema del passaggio per due punti as-
segnati puo assumere forme molto diverse. Nei prossimi paragrafi lim-
iteremo il tipo di problemi su cui porre attenzione.

1.1. Esercizi.

(1) Trovare gli autovalori ed i corrispondenti autovettori per og-
nuno dei problemi al bordo dati:

(a) " —Ny=0, 0<x<a, y(0)=0, ¢ (a)=0

b))y —Ny=0, 0<z<a, y(0)=0, y(a)=1

)y +XNy=0, 0<z<a, y(0)=0, ¢(a)=0

(d) ¥y +Ny=0, 0<z<a, y(O) =1, ¢y (a)=0
(2) Determinare, nell’esercizio precedente, se e quando zero ¢ un

autovalore. Trovare la corrispondente autofunzione (diversa,

ovviamente da zero).
(3) Trovare le autofunzioni del seguente problema

y' + Ny = 0, 0<z<2r,
y(0)—y(2m) = 0, y'(0)—y (2m) =0
(4) Determinare autovalori ed autofunzioni del seguente problema
Y+ Ny = 0, —l<az<l,
y(=1) = y(1)=0
(5) Determinare autovalori ed autofunzioni del seguente problema
v +y+(M+1y = 0, 0<zx<m,
y(0) = y(m) =0
(6) Mostrare che il seguente problema
"+ A+ Dy +dy = 0, 0<z<1,
y(0) = y(1)=0
ha solo la soluzione banale, a meno che A non sia complesso.
(Sugg: studiare i tre casi A > 0, A =0, A <0.)
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(7) Mostrare che 'unico autovalore reale del problema
2y =Xy + )y = 0, 1<x<2,
y(1) = 0, y(2)-y(2)=0,
é lo zero.
(8) Dimostrare che il problema

' +9y = 0, 0<z<m,
y)0 = 1, y(m)=-1

non possiede un’unica soluzione.
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2. Problemi di Sturm-Liouville

Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, le soluzioni di un
problema al bordo puod assumere forme molto diverse. Ci possono es-
sere soluzioni reali o complesse;inoltre 'insieme delle soluzioni era a
volte finito, a volte numerabile ed anche non numerabile. In breve,
i risultati possono essere alquanto vari, anche se nella maggior parte
dei casi abbiamo studiato problemi relativamente semplici di equazioni
differenziali del secondo ordine a coefficienti constanti.

Ci limiteremo, d’ora in poi, allo studio di equazioni differenziali
lineari del secondo ordine, cioé equazioni della forma

y' +p@)y +q(x)y=r(z) (2.1)
I problemi al bordo saranno limitati a problemi della forma
ary (a) + agy’ (a) = a3
biy (b) + bay’ (b) = b3

dove gli a; e i b; sono costanti reali con az # 0 e by # 0. Un’equazione
della forma (5.1), con a < x < b, insieme alle condizioni al bordo (2.2)
costituisce un problema al bordo di passaggio per due punti
non omogeneo. Assumeremo che le funzioni p (z), ¢ (z), r (z), siano
continue su [a, b], condizione che ci assicura 'esistenza della soluzione
generale dell’equazione differenziale..

Quando ’equazione e le condizioni al bordo sono omogenee, si ha
un problema al bordo di passaggio per due punti omogeneo.

y' +p@)y +q(z)y=0 (2.3)
ary (a) + agy’ (a) =0
by (D) + by’ (b) =0
piu avanti, nel risolvere problemi al bordo per le equazioni differen-

ziali alle variabili separabili col metodo della separazione delle variabili
(Cap. 3.2) 'Eq. (2.3) sara generalizzata nell’equazione

Y+, Ny +q(x,N)y=0. (2.5)

E’ questo il tipo di equazioni differenziali che abbiamo studiato nel
paragrafo precedente. Da notare, tuttavia, che non tutte le condizioni
al bordo considerate erano del tipo considerato nelle Equazioni (2.2) o
(?7).

Un problema al bordo omogeneo, della forma

(2.2)

(2.4)

% {T(l’)%} Flgx)+ @) y=0, —co<a<z<b<-+oo
(2.6)

ary (a) +agy (a) =0,
{bwwﬂww%m:o_ (2.7)
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¢ chiamato problema di Sturm-Liouville? (S-L) se le costanti e le
funzioni che compaio hanno certe proprieta che descriveremo pit avanti.

Nel’Eq. (2.6) si richiede che la funzione r (x) sia reale, continua
ed abbia derivata continua nell'intervallo a < z < b. Si richiede in-
oltre che ¢ (x) sia reale e continua, ed infine, che w (x) sia nonnegativa
nell’intervallo @ < x < b. Puo accadere che sia w (x) = 0 su un nu-
mero finito di punti dell’intervallo. Per quanto riguarda la condizione
al bordo (2.7) richiediamo che a; e ay cosi come b; e by non siano con-
temporaneamente nulli. Se r (z) > 0 per a < z < b il problema di S-L
¢ detto regolare.

Risolvere un problema di S-L significa trovare i valori di A € R (chia-
mati autovalori o valori caratteristici) per i quali il sistema ammette
soluzione non banale e le corrispondenti funzioni y (x) (chiamate auto-
funzioni o funzioni caratteristiche). Problemi di questo tipo compaio
in una varieta di applicazioni, come vedremo.

Vediamo, adesso, qualche esempio, identificando anche gli elementi
rispetto al problema generale (2.6)-(2.7).

EsEMPIO 27. Risolvere il sequente sistema:

y'+Xy = 0, 0<z<m,
y(0) = 0, y(m)=0

SOLUZIONE 27. Si ha che r(z) =1, q(z) =0, w(z) =1, a1 =
by =1, as = by = 0. la soluzione dell’equazione differenziale é

y (x) = ¢; cos <\/Xx> + ¢y sin <\/Xx>

con A > 0. Se A < 0, come abbiamo visto,, il sistema ammette solo
la soluzione banale. Cio non é di interesse, perché ovviamente, ogni
sistema di S-L ammette la soluzione nulla.. da notare che si ammette
zero come autovalore, ma non come autovettore. La condizione y (0) =
0 implica che ¢y = 0 La seconda condizione, y () = 0 implica che si
abbia 0 c; = 0 (che implicherebbe la soluzione banale) o /At = n,
cioe A =n",n=1,23,... Cioé gli autovalori del sistema sono \; =1,
A=4, 3=09, ... Le corrispondenti autofunzioni sono

y1(z) =sinx , yo(x)=sin2z, ys3(x)=sindz, ...,

2Jacques C.F. Sturm (1803-1855), matematico svizzero. Joseph Liouville (1809-
1882), matematico francese. Questi due matematici, insieme con Augustin Luis
Cauchy (11789-1857), svilupparono la maggior parte della teoria collegata a questi
sistemi.
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y T

05T

Le autofunzioni sinx, sin2x e sin3z

Vedi Fig. (7?). In generale scriveremo
Yo (x) =sinnz , n=123,...,

dove le costanti arbitrarie casono state poste uguali ad uno, poiché le
autofunzioni sono uniche a meno di una costante moltiplicativa.

EsSEMPIO 28. Risolvere il sequente sistema:
y'+ly =0, 0<z<m,
y'(0) = 0, ¢(m)=0.

SOLUZIONE 28. Si ha che r(x) =1, q(z) =0, w(z) =1, a1 =
by =0, as = by = 1. la soluzione dell’equazione differenziale é ancora

y (z) = ¢ cos (\//_\a:) + ¢y sin (ﬁx) )
da questa si ottiene che
y (z) = —c1V/Asin (ﬁx) + oV cos <\/Xm)
la condizione y' (0) = 0 implica che co =0 o A = 0. ne seque che si ha

y (x) = ¢; cos (\/Xx> e y () = —c;VAsin (ﬁx) :

la seconda condizione y' (w) = 0 implica che VAT =, cioe A = n",
n=123,...
Il caso A = 0 wva considerato a parte, perché porta ad un problema
diverso, cioé

y'=0, 0<z<m, ¢(0)=0, % (r)=0.

Questo problema ammette soluzione costante che puo essere assunta

uguale ad uno.

ne seque che gli autovalori sono \g = 0, \y = 1, Ay = 4, A3 = 9,
. e le autofunzioni sono yo (x) = 1, y1 (x) = cosz, ya () = cos 2z,

y3 (x) = cos 3z, ..., dove, ancora una volta abbiamo posto le costanti

uguali ad uno.

Come nell’esercizio precedente il caso A < 0 porta solo alla soluzione

nulla.
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05T

05T

T

Le autofunzioni 1, cos x, cos 2z, cos 3z

ESEMPIO 29. Risolvere il sequente sistema:

'+ = 0, 0<x<1,
y(0)+y'(0) = 0, y(1)=0

SOLUZIONE 29. Si ha che r(z) = 1, q(z)
agzblzl, b2:0
Se A < 0 si ha solo la soluzione banale.
Se A = 0, allora y (z) = k1 + kex, e la soluzione che soddisfa le con-
dizioni al bordo é yo () =1 — x.
Se A > 0 allora si ha la soluzione dell’equazione differenziale é

0, w(z) =1, a; =

y (x) = ¢; cos (\/Xx) + ¢y sin (\/Xx> :
Le condiziont al bordo implicano

Cl+02\/X
c1cos VA + cosin VA =

Ne seque che VA = tanv\. Gli autovalori sono, quindi, i quadrati
delle soluzioni dell’equazione trascendente t = tant. Questa equazione
non puo essere risolta con metodi algebrici, cosi se tracciamo i grafici
delle curve uw =t e u = tant ed osserviamo i valori di t dove le due
curve si intersecano
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y
1257
10T
75T
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25T
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0 2 4 6 8
X

Soluzioni del sistema u =1 e u = tant

La Figura (??) mostra i primi due autovalori \; ~ (4.5)* e Ay ~
(7.7)%, insieme all’autovalore A = 0 che avevamo gia trovato. Ci sono
una infinita di autovalori ed il loro valore si avvicina al quadrato dei
multipli dispari di 7/2. In altre parole,

@+ 1)% 72

)\n - 4 Y
con ’approssimazione che diventa migliore all’aumentare di n.
Le autofunzioni corrispondenti agli autovalori \,, n =1,2,3,... sono

Yn (z) = sin (\/)\_nac) — \/)\_ncos <\/)\_nx) )

Fino ad adesso tutti gli esempi erano relativi ad equazioni differen-
ziali del secondo ordine, molto semplici. Possiamo, tuttavia, dimostrare
che ogni equazione differenziale del secondo ordine, lineare omogenea
puo essere trasformata nella forma mostrata nell’Eq. (2.6).

Consideriamo I’equazione differenziale

A)y" +B(x)y +C(x)y=0 (2.8)

con A’ (x) # B (x). Da notare che se non si impone questa restrizione,
I’equazione ha gia la forma voluta.
Se moltiplichiamo I'Eq. (2.8) per

e ([ R = ne /A

possiamo scrivere il risultato come

= |02+ FHu@e=o.
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che ¢ la forma richiesta per il sistema di S-L.
Possiamo semplificare la notazione definendo I’operatore differen-

ziale lineare L,
d

d
L=— 2.9
ARCIAERICR (29)
cioe J J
L= [r@ 2] +a@n vy o
dove gli apici indicano la derivazione rispetto ad z. Con questa no-
tazione, I'Eq. (2.6) puo essere scritta come

Ly = —\wy (2.10)

Abbiamo parlato di problemi di S-L regolari. Un problema di S-L
¢ detto singolare se (1) r)a = 0 e a; = ay = 0 oppure (2) r(b) =0
e by = by = 0. problemi singolari si hanno anche quando le funzioni
r(z) o w(x) si annullano agli estremi z = @ 0 x = b, quando ¢ (x) &
discontinua in questi punti, o quando 'intervallo a < z < b ¢ illimitato.

Tratteremo i problemi di S-L singolari saranno trattati nel Par.
2.7. Nel prossimo paragrafo studieremo la proprieta di ortogonalita
delle autofunzioni.

2.1. Esercizi.

(1) Ottenere gli autovalori e le autofunzioni del problema di S-L
regolare

'+ Xy=0, 4 (0)=0, y(r)=0.

(2) Trovare gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni di ogni
problema,
(@) y"+Ay=0, y(-m)=0, y(m)=0.
(b) y"+Ay=0, y(0)=0, ¢ (7)=0.
© ¥y +1+Ny=0, y(0)=0, y(r)=0.
(d

)y +2+(1-2Ny=0, y(0)=0, y(1)=0,
(€ v"+2/+(1-Ny=0, ¢ (0)=0, ¢ (r)=0.
(3) Trasformare ’equazione dell’Es. (2.e) nella forma (2.6) (Sugg:

Trovare p () come mostrato nel testo).
(4) Mostrare che il problema

y”_4)‘y/_4/\2y207 y(O):O, y(1)+y/(1)207

ha solo un autovalore, e trovare la corrispondente autofun-
zione.
(5) Risolvere il problema non omogeneo

y'=1, y(=1)=0, y(1)-2/(1)=0.
(6) L’equazione di Laguerre
' +(1—2)y+y=0,

¢ importante in meccanica quantistica.
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(a) Trasformare ’equazione nella forma (2.6).
(b) Qual’¢ la funzione peso w (x)?
L’equazione differenziale di Hermite

y' —2zy + 2 y =0

interviene nella teoria dell’oscillatore lineare in meccanica
quantistica
(a) Trasformare ’equazione nella forma (2.6).
(b) Qual’¢ la funzione peso w (x)?

(8) Siano 1 (x) e ya () due soluzioni linearmente indipendenti
del’Eq. (2.6). provare che il problema di S-L (2.6)-(2.7) ha

una soluzione non banale se e solo se il determinante
a1y1 (a) + azyy (a) biyi (a) + bay; (a)

(7)

aryz (a) + azyy (a) by (a) + bays (a)
¢ zero. (Sugg: Ricordare che un sistema lineare omogeneo
acy + Bea =0
{ ve1 + dcg =0
ha soluzione non nulla se e solo se il determinante
a f
v 6

=0.

3. Ortogonalita delle autofunzioni

Nel paragrafo 2.2 abbiamo introdotto I'operatore differenziale

_ % [r (z) %1 +al) (3.1)
- Ly=1L= d% lr () Z—Z] +a(@)y=(ry) +ay,

con gli apici che indicano la derivazione rispetto ad x. Usando questa
notazione, il problema di S-L puo essere scritto come

Ly = - wy . (3.2)
in questo paragrafo studieremo alcune proprieta delle autofunzioni y

dell’operatore differenziale L dell’Eq. (3.2). Prima, tuttavia, abbiamo
bisogno di alcune definizioni.

DEFINIZIONE 4. L’insieme di funzioni{¢, (xr) , 1=1,2,3,...}, og-
nuna delle quali é continua su (a,b), é ortogonale su (a,b) rispetto
alla funzione peso w (x)* se

/ &, () by, () w (z)dx =0 sen#m,

3Chiamata anche funzione densita
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[ @Pu@ar£o.

Iortogonalita delle funzioni, cosi come data nella definizione sopra,
¢ una generalizzazione della ortogonalita dei vettori. Notare che la
somma dei prodotti nel prodotto scalare dei vettori € stato sostituito
con l'integrale dei prodotti.

Che le autofunzioni dell’Es. (51) formino un insieme ortogonale
sull'intervallo 0 < z < 7 con funzione peso w (z) = 1 ¢ dimostrato
parzialmente dal fatto che

sin(n—m)z sin(n+m)z|"

sinnz sinmax dr = —
/0 2(n—m) 2(n+m)

=0,

0

se n # m. L’ortogonalita di queste autofunzioni & di primaria impor-
tanza nello sviluppo in serie di Fourier, come vedremo al Capitolo 4. In
modo analogo, 'ortogonalita delle autofunzioni dell’ Es. (52) & legata
al fatto che

sin(n—m)x sin(n+m)x

cosnx cosmaz dr = -
/0 2(n—m) 2(n+m)

se n # m m. Quindi, I'insieme
{1, cos z, cos 2x, cos 3z, ...}

¢ un insieme ortonormale nell’intervallo [0, 7] con funzione peso w (x) =
1. Anche questa proprieta tornera utile nello sviluppo di Fourier.

DEFINIZIONE 5. L’insieme di funzioni{¢, (x) , i=1,2,3,...}, og-
nuna delle quali é continua su (a,b), ¢ ortonormale su (a,b) rispetto
alla funzione peso w () se

/ O ()@, (X)w (x)de =0 sen#m,

/ 6 (o) w (z)de =1 .

Le funzioni ortonormali, come ¢ ovvio, non sono altro che funzioni
ortogonali, che sono anche state normalizzate. Ancora, abbiamo una
analogia con i versori.

Introducendo il delta di Kronecker!

O? bl
5 { se m#£n (3.3)

1, se m=n.

Leopold Kronecker (1823-1891), matematico tedesco.
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usando questo simbolo, possiamo scrivere che le funzioni ortonormali
soddisfano la proprieta

/ b (2) b (2) w0 (2) A = By |

E’ semplice costruire un insieme ortonormale da un dato insieme or-
togonale. Per esempio, I'insieme

1 cosxz cos2x cosdw
VT )2 T2\ rj2
¢ un insieme di autofunzioni ortonormali per il problema nell’Es. (52).

L’insieme ortonormale si ottiene dividendo ogni funzione ¢, dell’insieme
ortonormale, per la norma della funzione, definita da

o1 = 100 @) w () i) " (3.4)

Da notare ancora, in questo caso, ’analogia con i vettori, dove si ottiene
un vettore unitario dividendo un vettore per la sua norma., cioé per la
radice quadrata della somma dei quadrati delle componenti.

Vogliamo studiare sotto quali condizioni le autofunzioni dell’operato-
re differenziale L, definito nell’Eq. (3.1), formano un insieme ortonor-

male. Se y; e y sono funzioni due volte differenziabili su (a,b), si
ha

!/

yilys —yolyy = (7“92)/ — Y2 (171)
= i (rys +7'%5) — 2 (rf +7'y1)
= 1" (y195 — v2v1) + 1 (1Y5 — Y2u)
= [r (g5 — )]
Questo ultimo risultato ¢ noto come identita di Lagrange’®. D’altra

parte, se A\, & 'autovalore appartenente a y; mentre Ay & un autovalore
corrispondente a ys, allora, dall’Eq. (3.2) si ha che

YiLys — y2Lyr = (A1 — A2) wyrya -
Quindi, uguagliando queste due quantita, si ha
(M = A2) wyrye = [r (195 — yﬂ/i)]/ :

Integrando tra a e b si ottiene

b b
(A — M) / w @)y (@) e (@) de = [r (s — g . (35)

Si ha, quindi, che se \; # A, allora y; (z) e ya (x) sono ortogonali
nell’intervallo (a,b), con funzione peso w (z), se le condizioni al bordo

5J oseph L. Lagrange (1736-1813), matematico di estrazione frances, educato in
Ttalia.
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sono tali che il lato destro dell’Eq. (3.5) si annulla. Per un problema
di S-L regolare, con r (z) > 0 su (a,b) e

ary (a) + azy’ (a) =0
biy (b) + by () =0,
si ha
7 (1 — yay)]le =0, (3.6)

come ¢ facile da dimostrare.
Abbiamo cosi provato il seguente teorema.

THEOREM 5. In un problema di S-L regolare,

L Ir(2) 2] +[q(z) + Mo (2)]y=0,-c0<a <z <b<+00,

ary (a) + azy' (a) =0
biy (b) +bay' () =0,
(3.7)
autofunzioni appartenenti ad autovalori diversi sono ortogonali su (a,b)
con funzione peso w ().

Il Teorema (5) implica che le autofunzioni di un problema di S-
L regolare possono essere usate per formare un insieme ortonormale
di funzioni. Queste funzioni, a loro volta, sono utili per approssimare
altre funzioni, come mostreremo nel Par. 2.4. Nel Par.2.7 vedremo che,
sotto certe altre condizioni, I'Eq. (3.6) puo essere soddisfatta in modo
da ottenere autofunzioni ortogonali anche per problemi non regolari.

3.1. Esercizi.
(1) Stabilire la relazione di ortogonalita per le autofunzioni del
problema
y'+ry=0, 0<z<1,
y(0)+y(0)=0, y(1)=0.
(2) Trovare 'insieme delle funzioni ortonormali per il problema
YV +xy=0, 0<z<m,
y(0)=0, y(m)=0.

(3) Determinare 'insieme delle funzioni ortonormali per ognuno
dei seguenti problemi. Notare che in alcuni casi lo zero puo
essere un autovalore.

(@) y"+xy=0, y(0)=0, ¢ (m)=0
(b) ¥+ (1+N)y=0, y(0)=0, y(r)=0
)y +xy=0, ¥ (0)=0, ¥ (c)=0
(d) y"+Ay=0, y(0)=0, y(m)=0
(4) Dato il problema

Y +2y+(1-Ny=0, y(0)=0, y(1)=0
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(a) Verificare che le autofunzioni sono
Yn () = exp (—z)sinnrr , n=1,2,3,...

(b) Trasformare il problema in modo da dargli la forma (3.7).
(c) verificare che le autofunzioni in (a) sono ortonormali su
[0, 1] usando 'appropriata funzione peso.
(5) Dato il problema

Y'+2/ +(1-XNy=0, ¥ (0)=0, y(r)=0

(a) Verificare che le autofunzioni sono yo = 1 e y, () =
exp (—z) (ncosnx +sinnmz) , n=1,23,...
(b) Ottenere un insieme di autofunzioni ortonormali partendo
dalle autofunzioni in (a)
(6) Dato il problema

V'+dy=0, ¢y (=m)=y(r)=0
(a) Verificare che le autofunzioni del problema sono y, (z) =
cosg(r+m) ,n=012...
(b) Ottenere un insieme di autofunzioni ortonormali partendo
dalle autofunzioni in (a)

(7) Mostrare che 'identita di Lagrange implica che fab 1 Lysdx =

ff yo2 Ly1dx se le funzioni y; e yo soddisfano le equazioni (2.6)-
(2.7). Questo mostra che L ¢ un operatore bilineare simmetrico
nello spazio delle funzioni reali differenziabili due volte su (a, b)
che soddisfano le condizioni al bordo (2.7).

4. Serie ortonormali di funzioni
L’insieme di vettori di R™

S={e,es...,e,}

dove,
e, = (61'1, €2,y ... ,em) , con e;; = 51] ,

forma una base naturale per R". Dalla definizione si vede che i vettori
sono a due a due ortogonali, cio¢ che il prodotto scalare di due
qualunque di questi vettori ¢ dato da

(ei, ej) = 5”

Come ¢ ben noto, un importante conseguenza di questo fatto ¢ che
qualsiasi vettore v di R puo essere scritto in uno ed in un solo modo

come
n
V = E c;e;
=1

dove i ¢; sono scalari. Inoltre, i ¢; sono determinati da

Ck = (V7 ek)
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e quindi ’espressione di v diventa:

n

V:Z(V,ei)ei :

i=1

Definiamo adesso il prodotto scalare, rispetto alla funzione peso w ()
di due funzioni, definite nello stesso intervallo (a, b), come

(f.9) = / w(z) f (z) g () da (4.1)

Perché la definizione si utile, deve essere w (z) > 0 su (a,b). As-
sumeremo anche, per semplificare la teoria, che le funzioni siano con-
tinue a tratti nell'intervallo (a,b). Questo significa che l'intervallo
puo essere partito in un numero finito di sotto-intervalli tali che:

(1) f & continua su ognuno dei sotto-intervalli
(2) f ammette limiti sinistro e destro finiti agli estremi di ogni
intervallo della partizione.

Diamo un esempio per chiarire il concetto.
La funzione f definita da

2t, per 0<t<1,
1, per 1<t<2,
—1, per 2<t<3,
¢ continua a tratti nell’intervallo [0, 3]. Nel punto ¢ = 1, il limite sin-

istro & lim;_,;_ f (t) = 2 mentre il limite destro & lim; ., f (¢) = 1.
La figura sotto mostra il grafico della funzione

y 27

057

05T

Grafico della funzione

Vogliamo notare che le funzioni continue appartengono alla classe
delle funzioni continue a tratti e che i punti di continuita sono carat-
terizzati dal fatto che limite destro e sinistro sono uguali ed uguali al
valore della funzione nel punto. Il tipo di discontinuita ammesso viene
anche chiamata discontinuita a salto (finito).
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Osserviamo che il prodotto scalare definito in Eq. (4.1) ha tutte le
proprieta che definiscono un prodotto scalare. Per esempio, se f,ge h
sono funzioni continue a tratti su (a,b) e ¢ & una costante, si ha

a) (f,9)=(9,f)
by (frg+h)=(f9)+(fh)
c) (f,eg)=c (f,9) .

Definiamo la norma di una funzione come

1l = (F. )2 = ( / "w @) 12 () dx) " (12)

Dalla definizione segue che || f|| = 0 se e solo se f (z) = 0 eccetto al pin
un numero finito di punti. Noi considereremo uguali due funzioni che
differiscano solo in un numero finito di punti del comune intervallo di
definizione. Con questa convenzione, possiamo dire che ||f|| = 0 se e
solo se f (z) = 0. Inoltre si ha che

lle fll =lelllfll  per ogni costante ¢ € R .

Possiamo adesso tracciare una analogia all’espressione dei vettori, espri-
mendo una funzione f in termini di una base infinito dimensionale
di funzioni ortonormali. Supponiamo che 'insieme di funzioni

sia ortogonale su (a,b). Sia f una funzione continua a tratti su (a,b)

e w(x) > 0 la funzione peso relativa alla famiglia {¢,}. Si puo, allora,
scrivere

flx)= Z ci; () (4.3)

dove le ¢; sono appropriate costanti.

Perché la serie sopra scritta, abbia un senso, bisogna dare un signi-
ficato alle costanti ¢; e determinare quale tipo di convergenza soddisfa
la serie, in modo da un idea di come la serie converge ad f.

Per il momento definiamo i coefficienti ¢;. Chiariremo la questione
della convergenza nel Paragrafo 2.5 .

Definiamo i coefficienti come segue

6= (f, ) = / w(z) f (z) d (2) da (4.4)

4.1. Esercizi.

(1) Sia w (z) = 1. calcolare il prodotto scalare delle seguenti fun-

@) flz)=1, g(@)==
(b) f(x)=1, g(z)=3°—3a
() fl@)=z, g(z)=32"—32
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(2) Verificare che l'insieme di funzioni {1,z,1 — 32?} forma un
insieme ortogonale nell’intervallo [—1, 1] con funzione peso
w(x)=1

(3) Trasformare l'insieme dell’Es.2 in un insieme ortonormale.

(4) Verificare che l'insieme di funzioni {1,z,52? — 1} forma un
insieme ortogonale nell’intervallo [—1, 1] con funzione peso
w(z)=1-— 22

(5) Trasformare 'insieme dell’Es.4 in un insieme ortonormale.

(6) Esprimere la funzione 1+2? in termini delle funzioni ortogonali
dell’Es. 2, cioe

1+x2:cl+02x+03(1—3x2).

Notare che in questo caso I'uguaglianza vale.

(7) Ripetere I'Es. 6 per la funzione z2. 1l risultato mostra che non
tutte le funzioni possono essere rappresentate in termini delle
funzioni dell’Es. 2.

(8) Mostrare che tutti i polinomi di grado due possono essere rap-
presentati come combinazioni lineari delle funzioni dell’Es. 2.

(9) Mostrare che I'insieme di funzioni {1, z, 2%} non & ortogonale
su [—1, 1] rispetto alla funzione peso w (z) =1

(10) Trovare il valore delle costanti a; in modo che I'insieme di fun-
zioni {ay, asz, asx? + asx + as} formi un insieme ortogonale su
[—1, 1] rispetto alla funzione peso w (z) = 1.

(11) Riferendosi all’Es. 11, costruire un insieme di funzioni ortog-
onali su [—1,1] rispetto alla funzione peso w (z) = 1 che sia
diverso da quello dato nell’Es.2

5. Convergenza e completezza

Nel paragrafo precedente abbiamo considerato la rappresentazione
di funzioni continue a tratti f (z) in serie di funzioni ortonormali

[e.e]

@)= (£.0) () (5.1)
i=1

dove le funzioni ¢, (x) appartengono ad un insieme di funzioni ortonor-

mali sull’intervallo (a,b), con funzione peso w (z). Il prodotto scalare
tra le funzioni essendo definito da

(f. 1) = / w () f (2) 6 (x) da (5.2)

Il problema che ci vogliamo porre ¢ quello della convergenza della
serie alla funzione f.
Per questo scopo, introduciamo la somma parziale

Sn () = Z (fs¢:) & (x) - (5.3)

i=1
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Ricordiamo che la funzione S, (x) & sempre ben definita come com-
binazione lineare finita di funzioni.. Questo ci permette di considerare
la differenza

|Sn () = f (2)] (5.4)

al variare di n e di x. Come abbiamo ricordato nel Par. 1.6, se per
e > 0 arbitrario, esiste un N (¢) tale che

|Sp () — f(2)| <e,Vz €(a,b) , Vn>N(e),

allora la serie converge uniformemente ad f (z) per tutti gli x €
(a,b). Se d’altra parte si ha che N = N (g, z) allora la serie converge
puntualmente a f ().

Entrambi questi criteri sono troppo stringenti per le situazioni che
vogliamo considerare, dobbiamo, quindi introdurre un criterio pit lasco,
tenendo conto che abbiamo a che fare con funzioni continue a tratti.

il criterio che useremo & quello di minimizzare la norma della dif-
ferenza

15 () = f (@)I -

A questo scopo, consideriamo la somma,

e cerchiamo di determinare i coefficienti ¢; in modo tale da minimizzare

n

>t (@) = f (x)

=1

Usando la definizione di norma, si ha che

= (Z citi (x) = f (@), ) e (x) = f ((15}5)

i=1 =1

n

> cidi (@) = f ()

=1

= Y @-2) e+ (66

2 2
= Dl = ()] =D (£.0)" + IAITET)
i=1 i=1

che si ottiene sommando e sottraendo lo stesso termine S, (f, ¢,)°.
Quest’ultima espressione ¢, ovviamente, minima quando

Z |:Ci - (fa¢z):| =0 y

i=1
quando, cioe, si ha

¢ =(f,9:) - (5-8)
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I coefficienti ¢;definiti nell’Eq. (5.8) sono chiamati coefficienti
generalizzati di Fourier® di f o coefficienti di Fourier di f rispetto
all’insieme ortonormale {¢;}. Sostituendo i coefficienti (5.8) nell’Eq.
(5.5) si ottiene

n 2 n

D (F0)0i (@) = @) =P =D(fe)* . (5.9

=1 i=1

nota come identita di Bessel’. Poiché il lato sinistro dell'Eq. (5.9) &
positivo, ne segue che
2 2
Yo (fe) <P, (5.10)
i=1
relazione nota come disuguaglianza di Bessel. Questa, a sua volta,

implica che la serie
n

> =) (f.8)
i=1 i=1
¢ convergente. Ne discende che
lime =0.

1—00

Questo importante risultato, che useremo nel Par. 4.5 puo essere enun-
ciato, come nel seguente teorema

THEOREM 6. (Teorema di Riemann-Lebesgue®) La successione
dei coefficienti generalizzati di Fourier é una successione convergente
a zero, cioé

lim ¢; = lim (f,¢;) =0 .
1—00 1—00
Vorremmo anche che potesse essere

. 2

D_(F0)0—f| =0 (5.11)

e, di conseguenza
F=> ()6
i=1

Questa conclusione, purtroppo, non é sempre vera, a meno di non porre
ulteriori restrizioni alla funzione f ed all’insieme ortonormale {¢,}. da

6Jean B.J. Fourier (1768-1830), matematico e fisico francese.

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), matematico e fisico tedesco, fondatore
della moderna astronomia.

811 risultato fu dapprima dimostrato da George F.B. riemann (1826-1866),
matematico tedesco, per le funzioni continue, ed esteso poi da Henry L. Lebesgue
(1875-1941) per classi di funzioni pit generali.
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notare che poiché,

12 = / w () () dr ,

si richiede che non solo f ma anche f? sia integrabile in (a,b). la fun-
zione f deve allora appartenere alla classe delle funzioni a quadrato
sommabile, funzioni, cioé che soddisfano la condizione

b
/ w(z) £ (z) dz < +o0 .
Inoltre,, poiché

[w@ e @ar=1.

anche le funzioni ¢, devono essere a quadrato integrabile. Infine, il
sistema ortonormale deve essere completo rispetto ad una data classe
di funzioni’, secondo la seguente definizione

DEFINIZIONE 6. la famiglia ortonormale di funzioni {¢;} € com-
pleta, rispetto ad una data classe di funzioni, se

lim [ w(z)[S, (z) = f(x)dz=0 (5.12)

n—oo
a

per ogni funzione f della classe. L’Eq. (5.12) viene anche scritta nella
forma

lhi;To'S" (x) = f(z) ,

dove l.i.m. sta per limite in media. Questo tipo di convergenza é chia-
mata convergenza in media quadratica.

osserviamo che la proprieta di completezza di un sistema ortonor-
male di funzioni {¢,} ¢ legato ad una certa classe di funzioni. Una
conseguenza della definizione & che nessuna funzione non nulla della
classe data, puo essere ortogonale a tutte le funzioni ¢;. Questa pro-
prieta & chiamata chiusura ed ¢ definita come

DEFINIZIONE 7. [l sistema ortonormale {¢,;} ¢ chiuso su (a,b) se,
lunica funzione f,continua a tratti su (a,b), che soddisfa l'equazione

b
(f, &) :/ w(x)¢; (x) f(x)de =0 Vi
¢ la funzione nulla su (a,b).

9Esempi di "classi di funzioni" sono: le funzioni continue, funzioni continue a
tratti, funzioni integrabili, funzioni a quadrato integrabile, funzioni periodiche, ...
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Si puo dimostrare che un sistema ortonormale é chiuso se e solo se &
completo. La disuguaglianza di Bessel (5.10), puo anche essere scritta
nella forma

o0
2 2
Yo (fe) <A, (5.13)
i=1
Si puo dimostrare che I'uguaglianza vale solo se il sistema ¢ completo.
L’equazione risultante

> (fe)* = If17 (5.14)

¢ chiamata identita di Parseval'’.

Vogliamo sottolineare come la convergenza in media, definita dall’Eq.
5.12) non implica la convergenza puntuale, né la convergenza puntuale
implica la convergenza in media. In altre parole, quest’ultima ¢ uno
speciale tipo di convergenza che, come vedremo, ¢ intimamente corre-
lata con i problemi al bordo.

5.1. Esercizi.

(1) Dire perché una funzione continua a tratti su (a, b) & a quadrato
sommabile.
(2) Mostrare che l'insieme delle funzioni

{Qﬁi(x):%sinix, i:1,2,...}

¢ ortonormale nell’intervallo [0, 27] con funzione peso w (z) =
1.

(3) Mostrare che I'insieme dell’esercizio precedente non ¢ completo
nella classe delle funzioni continue in [0, 27]. (Sugg: cercare
una funzione non nulla che é ortogonale a tutte le funzioni
date).

(4) Partendo da

n 2

> it~ f

1=1

considerare le ¢; come variabili e scrivere la condizione neces-
saria per l’esistenza di un massimo o minimo.
(5) Dimostrare che condizione necessaria e sufficiente perché

> g~ f
=1

sia minimo, & che ¢; = (f, ¢;).

2

19Marc-Antoine Parseval de Chénes (1755-1836), matematico francese.
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(6) Provare che se un insieme ¢ completo, allora & chiuso. (Sugg.:
Usare la contraddizione; assumere che esista una funzione nor-
malizzata 1 (z) tale che

ci:/ w(z) g, ()Y (x)de =0 Vi.

Mostrare allora che

2
lim =1,

b
—s
n—oo

Z Ci; — P
i=1

contraddicendo 'ipotesi di completezza.
(7) Dimostrare che

1F = gll = WA = llglll -

(8) Dimostrare che se un insieme di funzioni ¢ chiuso, allora &
completo. (Sugg.: Assumere che esista una funzione f tale

che
b oo
/ w(x)fz(x)dx—26?>0,

dove ¢; = (f, ¢;). Considerare quindi

n

gn (€)= ) cii ()

i=1

che converge in media a g (z) dove ¢; = (g,¢;) = (f,#;). Ne
segue che 1) = f — g € non nulla, ortogonale a tutte le ¢, e

[l = [llg = gnll = 1 = gulll >0

il che mostra che 1) non é nulla, puo essere quindi normalizzata
e quindi il sistema non ¢ chiuso.

6. Equazioni auto-aggiunte

Problemi al bordo che coinvolgono equazioni differenziali aventi una
forma speciale, sono di particolare importanza nelle applicazioni. E’ di
queste equazioni e problemi di cui ci occuperemo in questo paragrafo.

iniziamo considerando un’equazione differenziale lineare, omogenea
del secondo ordine

v +ay ()Y +ax(x)y=0. (6.1)

la sostituzione u; = y e wup = ¥/, trasforma I’'Eq. (6.1) nel sistema di
due equazioni del primo ordine

{1“: " (6.2)

uh = —ag(x)ug —ay (x) uy .
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Questo sistema puo essere scritto in forma matriciale, come segue
u=A(z)u (6.3)

dove

[’equazione
v = —AT (z)v (6.4)
dove AT indica la matrice trasposta della matrice A, & chiamata equa-

zione aggiunta dell’Eq. (6.3). Se scriviamo esplicitamente I’equazione
vettoriale (6.4) si ha

v = as () vy,

vh= —v —ay (z) vy .

e ’equazione del secondo ordine, equivalente ¢
w” — (ay (x)w) +ay () w=0. (6.5)

Chiamiamo 1'Eq. (6.5) la aggiunta dell’Eq. (6.1). La relazione ¢,
ovviamente, simmetrica.

Di particolare importanza sono le equazioni auto-aggiunte, cioe
quelle equazioni che sono uguali alla loro aggiunta. Possiamo notare
dall’Eq. (6.5) che ogni equazione in cui a; () = 0 ¢ necessariamente
auto-aggiunta. Piu in generale, la relazione di "aggiuntezza" ¢ definita
nel seguente modo. Se un’equazione differenziale, lineare omogenea é
data da

az () y" + ay () y' +ao (x)y =0 (6.6)
allora, la sua equazione aggiunta ¢
[az (2) y)" — [ar (2) y) + a0 (x) y =0 . (6.7)
Allora, 'Eq. (6.6) ¢ auto-aggiunta se e solo se
ar (x) = ay (x) . (6.8)

La relazione (6.8) mostra che ogni equazione differenziale del secondo
ordine, della forma

d d
o [ag(x) %} +ao(z)y=0
¢ necessariamente auto-aggiunta. In particolare, i problemi di S-L,
esaminati nel Par. 2.2, sono problemi al bordo che coinvolgono equazioni
auto-aggiunte. Inoltre, nel Par. 2.2 abbiamo mostrato che ogni equazio-
ne differenziale omogenea puo essere messa in forma autoaggiunta molti-
plicandola per il termine p (z) /as (x), dove

1 (x) = exp ( / ' Z; Eg dt) . (6.9)
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Nella Definizione (4) si & definita I'ortogonalita delle funzioni a valori
reali. Quella definizione puo essere generalizzata alle funzioni di vari-
abile complessa nel modo seguente. L’insieme di funzioni complesse

{p; (), i1=1,2,...},

ognuna delle quali ¢ continua nell’intervallo [a,b] ¢ ortogonale in
senso hermitiano'’ con funzione peso reale w (z) se

/¢n<x>¢m<x>w<x>dx=o, n#m,

/¢ w(@)de £0

dove la barra indica il complesso coniugato. Osservare che la definizione
di ortogonalita hermitiana si riduce all’ortogonalita data nella Definizio-
ne (4) quando le funzioni ¢, (z) siano funzioni reali.

EseEmp1o 30. Mostrare che le funzioni
exp (inz), n=0,+1,+2 ...

sono ortogonali, in senso hermitiano nell’intervallo [—m, | con fun-
zione peso w (x) = 1.

SOLUZIONE 30. S7 ha

s i
/ eMToima o — / T o —IMm 1.
- -7

ei(nfm)x ™

=0, se n#m,

i(n—m)|__

mentre il risultato ¢ 2 se n = m.

Ricordiamo che nell’Es. (26) il problema aveva autovalori complessi
e autofunzioni complesse. In generale un problema di S-L regolare

dy dy
- - = <zr<
dx[wx)dx]ﬂq(mmw(xny Ca<a<h
(6.10)
ary (a) + azy’ (a) =
biy (b) + bay' (b) = 0
e tale che 7 (x), ¢ (z), e w(x) sono funzioni reali e i coefficienti a; e b;

sono reali.
Se y (x) ¢ una funzione a valori complessi e A ¢ un numero com-
plesso, possiamo prendere i complessi coniugati dei termini dell’Eq.

HCharles hermite (1822-1901), matematico francese.
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(6.10) per ottenere

% [T(x)%] + [q(x)—i—xw(x)}g:o’ a<z<b
(6.11)

a1y (a) + a2y (a) =0

b1y (b) + b2y’ (b) =0 .
Se moltiplichiamo I’equazione differenziale ((6.10) per ¥/ (z) e 'equazio-
ne differenziale in (6.11) per y (z) e sottraiamo, si ha

% r(2) @y ~ 7)) = w @) Ty (A—N) . (6.12)

Integrando tra a e b si ha

(A=A /a w(z) |y () dz =0, (6.13)

dalla quale si conclude che X = A. Abbiamo dimoOstrato il seguente
teorema

THEOREM 7. Gli autovalori di un sistema di Sturm Liouville rego-
lare sono real.

Un’altra proprieta importante degli autovalori di un problema di
Sturm Liouville regolare ¢ molto piu difficile da provare. Enunciamo il
teorema.

THEOREM 8. Gli autovalori N\, di un problema di Sturm Liouville
regolare possono essere ordinati,

M < A<A<...<\<...

lim A\, = o0 .
k—oo
I1 teorema precedente implica che 'insieme degli autovalori {\;}
¢ inferiormente limitato. E’ anche vero che ad ogni autovalore cor-
risponde un solo autovettore che & unico a meno di un fattore costante.

6.1. Esercizi.

(1) Determinare la matrice A (z) descritta in (6.3) per ognuna
delle seguenti equazioni differenziali,, nelle quali n & un intero
non negativo e A € una costante

(a) ¥ + Ny =0
(b) 2*y" +xy' + (2> —n?)y =0
)y +y —Ay=0
d o\ Ay
(d) o {(1—16 )%1 +n(n+1)y=0

(2) Usando i risultati dell’Es. 1, trovare la matrice trasposta
AT () e scrivere I'equazione aggiunta di ognuna delle equazioni
precedenti.
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(3) Combinare ogni coppia di equazioni, trovate nell’Es.2, per scri-

vere un’equazione del secondo ordine.
(4) Quale delle equazione dell’Es. 1 & autoaggiunta?
(5) Trasformare ciascuna delle equazioni seguenti nella forma di

S-L

- {r (x) %} g )+ (2)] y = 0.
(@) ¥y +2z2y 4+ (z+A)y=0
(b) 2%y" + zy + vy =0
(c) (x+2)y"+4y + (x + Xe®)y =0

(6) Supposto che u e u siano le soluzioni dell’Eq. (6.3), cosi che la

matrice fondamentale ® di soluzioni del sistema (6.2) ¢ data

da
u W
P (z) = :
Uy U

mostrare che (@T)_l ¢ la matrice fondamentale di soluzione
del sistema (6.4).
(7) mettere la seguente equazione in forma autoaggiunta:
xy” — 20% +y = 0.
(8) Mostrare che l'identita di Lagrange (Par. 2.3) puo essere
scritta come:
b
b
/ (1 Lys — y2Myr) dz = asyayr — yo (aoy1)' + ypa131 ],

dove L e M sono operatori aggiunti e as ed a; sono quelli
dell’Eq. (6.6).
(9) Sia L I'operatore integrale definito da

(Lz) (t) = / K (t,5) (s)ds

dove la funzione z (¢) appartiene alla classe delle funzioni in-
tegrabili in [a,b]. Definito il prodotto scalare di due funzioni
come

(2.y) = / £ (1) y () dr,

(a) mostrare che L & un operatore lineare.
(b) mostrare che se il nucleo K (t, s) & simmetrico (K (¢, s) =
K (s,t)), allora (Lz,y) = (y, Lx), cioé L & un operatore
autoaggiunto.
(10) verificare che la trasformata di Laplace

Lle ()] = /Ooox () exp (—st) dt

€ un operatore autoaggiunto.
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(11) Data I’equazione differenziale di Legendre (1 — %) y" — 2zy’ +
Ay =0
(a) scriverla nella forma
Ly=—[(1-2°) y'], -y .
(b) Mostrare che I'operatore differenziale di Legendre ¢ au-
toaggiunto.

7. Altri sistemi tipo Sturm-Liouville

Sebbene ogni equazione differenziale possa essere scritta in forma
autoaggiunta, non tutte le equazioni danno luogo ad un problema di
S-L regolare. Puo accadere che nell’equazione

dr dx

le funzioni 7 (z), g (z), w (x) non abbiano le necessarie proprieta; op-
pure che il problema al bordo non sia della forma

d {r(m)@}—i—[q(:ﬁ)%—)\w(x)]y:(), a<z<b (7.1)

a1y (a) + azy’ (a) =0
biy (b) + by’ (b) =0,

richiesta perché il problema sia regolare.

Poiché alcuni importanti problemi appartengono ai casi eccezionali
sopra citati, abbiamo necessita di estendere i metodi, indicati in questo
capitolo, in modo da includere anche alcuni casi speciali. Per esempio,
I’equazione di Bessel di ordine n definita nell’intervallo 0 < ¢t < Ac¢

(7.2)

2 2
%+%%+<1—%)y:o, n=0,1,2,... (7.3a)
con il cambiamento di variabile ¢ = A\x diventa
x2@+x@+ (N2? —n*)y=0 (7.4)
dx? dx ’ '

che in forma autoaggiunta viene scritta come:

d dy 9 n? B
%(x%>+<)\x—?>y—0 (7.5)

definita nell’intervallo 0 < = < c.
L’Eq. (7.5), tuttavia, non ¢ un problema di S-L regolare. Un prob-
lema simile si ha per I'equazione di Legendre

(1-2?)y" =22y +n(n+1)y=0,

che ¢ nella forma auto aggiunta é

%[(1_I2)%]+n(n+1)y:0 (7.6)

dove A = n (n + 1), e dove siamo interessati in soluzioni definite nell’in-
tervallo (—1,1).
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Ricordiamo che, per un problema di S-L regolare, le condizioni poste
sono le seguenti:

(1) (a) r(z) continua con derivata continua e 7 (x) > 0.
(b) g (z) continua.
(c¢) w(z) continua e w (x) > 0.

Se una di queste condizioni non vale, o se l'intervallo a < z < b
non ¢ limitato, allora l’equazione differenziale di S-L (7.1) & chiamata
singolare. Ne segue che le equazioni (7.5) e (7.6) sono singolari.

Puo anche accadere che sebbene ’equazione di S-L sia non singolare,
le condizioni al bordo non siano della forma (7.2). Consideriamo il
seguente esempio.

EseEmPp10 31. Trovare gli autovalori e le corrispondenti autofunzioni
del sequente problema
y'+Xy = 0, —c<z<c,
y(=c) = ylo) ., y(=o)=y(c) .
SOLUZIONE 31. Questo tipo di condizioni al bordo sono chiamate
condizioni al bordo periodiche. Le ritroveremo pit avanti, quando
considereremo problemi al bordo definiti su regioni circolari.

Lasciamo per esercizio, dimostrare che per A\ < 0 si ha solo la soluzione
nulla. Per A\ > 0 st ha

y(x) = ¢ cosVAz + cysinVz
Y () = —eiVAsinVAz + eV Acos Vx|

La condizione y (—c) = y (c) implica che
2¢asin Ve =0

che puo essere soddisfatta o da c; = 0 o da V) = nr/e,n=1,2,....
La condizione y' (—c) =y’ (¢) implica che

QClx/Xsin Ve =0 ,

che puo essere soddisfatta o da ¢y =0 o da /X = nr/c.
Ne seque che gli autovalori sono
2
Ay = (T> Cn=12....
c
le autofunzioni corrispondenti sono

Yo () = a, cos L + b, sin L , (7.7)
c c

dove gli a,, e i b, sono costanti arbitrarie non nulle.

A =0 é un autovalore con autofunzione
1

4o ,

yo(x)ZQ

dove ay € una costante arbitraria.
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L’ortogonalita delle autofunzioni dell’Es. (31) risultera utile quando
studieremo le serie di Fourier. Da notare che in questo caso si ha che
ad ogni autovalore An corrispondono le due autofunzioni linearmente
indipendenti cos “*z e sin “*.

Nel caso di condizioni al bordo periodiche ¢ possibile dimostrare un
teorema simile al Teorema (5).

THEOREM 9. Dato un problema di S-L regolare con condizioni al
bordo periodiche e tale che r(a) = r(b),autofunzioni appartenenti ad
autovalori diversi sono ortogonali su [a,b] con funzione peso w (x).

PRrROOF. Le condizioni al bordo periodiche sono

y(a)=y(0) , y(a)=y ().
Dall’Eq. (3.5) si ha

v =) [ @ (@) @) do = s = sl - (78)
e il lato destro dell’equazione diventa
7 (b) [y1 (6) y2 (b) — 52 (0) 3 (B)] — 1 (@) [y (@) 3 (@) — w2 (a) 4 (a)]
(

=7 (a) [y1(a) 5 (a) = y2 (a) 91 (a)] — 7 (a) [v1 (@) v (a) y2 (@)1 (a)] = 0.
U

E’ importante notare che se r (x) & costante su [a, b], allora r (a) =
7 (b) e quindi le condizioni al bordo periodiche portano ad autofunzioni
ortogonali. Dall’Eq. (7.8) possiamo notare che la condizione r (a) =
r (b) = 0 ¢ sufficiente per dimostrare che autofunzioni corrispondenti ad
autovalori differenti sono ortogonali. Ne segue che le funzioni y,, (z) che
sono continue su [—1, 1] e soddisfano I’Eq. (7.6) formano un sistema
ortogonale con funzione peso w () = 1. Queste funzioni sono chiamate
polinomi di Legendre e saranno studiati nel Par. 7-3.

Vediamo inoltre dall’Eq. (7.8) che le condizioni

r(a)=0, y1(0)yy(b) —y2(0) ¥y (b) =0, (7.9)

r(0) =0, yi(a)y;(a) —y2(a)y(a) =0, (7.10)

sono sufficienti a assicurare I'ortogonalita delle autofunzioni.
Il seguente teorema copre, in generale, di autofunzioni di un sis-
tema di S-L singolare.

THEOREM 10. Le autofunzioni di un problema di S-L singolare su
la,b] sono ortogonali su [a,b], con funzione peso w (x), se esse sono a
quadrato integrabile e se

[ (2) (1 () oy () — a2 () o/, (2))])% = 0

per ogni coppia distinta di autofunzioni y, (x) e y2 (z).
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7.1. Esercizi.

(1) L’equazione di Mathieu'?
J+ (A +16dcos2t)y=0, 0<t<m,

y(0)=y(m) , y(0)=y(m)
¢ un caso speciale dell’equazione di Hil
jtat)y=0,
dove a (t) & una funzione periodica. Mostrare che se y; (t) e
Y2 (t) sono soluzioni periodiche, di periodo 7, dell’equazione di
Mathieu corrispondenti ad autovalori distinti, esse sono orto-

gonali su [0, 7] con funzione peso unitaria.
(2) Risolvere il seguente problema
y”+)\2y:0, 0<z<m,
y(0)+y(m)=0, ¢y (0)+y (m)=0.
(3) Ottenere la soluzione di ognuno dei seguenti problemi singolari
di S-L
(@) y+Ay=0, 0<z<oo, y(0)=0, [y(=)|<M
(b) ¥+ y=0, 0<z<oo, ¥(0)=0, [y(x)<M
)y + y=0, 0<z<oo, lylx)<M
(4) Mostrare che A = 0 non ¢ un autovalore per alcuno dei prob-

lemi dell’Es. 3
(5) Le soluzioni dell’equazione differenziale di Tchebycheff'*

113

(1-2*)y" —ay +n’y=0, n=0,1,2,... (7.11)
sono i polinomi di Tchebycheff definiti da
T, (x) =cos (n arccosx) , —1<zxz<1. (7.12)
(a) Mostrare che z = £1 sono punti singolari regolari dell’Eq.
(7.11).

(b) Risolvere I'Eq. (7.11) per serie e notare che la restrizione
su n € necessaria perché la soluzione converga per x = +1.

(¢) Scrivere i primi sei polinomi di Tchebycheff.

(d) Mostrare che i T}, (x) sono ortogonali su (—1,1) con fun-
zione peso w (z) = (1 —xz)_l/2 (Sugg: Fare la sosti-
tuzione ¢ = arccosz in (7.12).

(e) Spiegare come I'Eq. (7.11) porta ad un problema di S-L
singolare.

(f) Mostrare che il quadrato della norma ¢ dato da

Vs
H/I‘OH2 =TT, HTnH2 = 5 per n > 0.

2Emile L. Mathieu (1835-1890) matematico applicato franccese.

13George W. Hille (1838-1914), astronomo americano.
Mpafuti L. Tchebycheff (1821-1894), matematico russo.



CHAPTER 3

Equazioni differenziali alle derivate parziali del
primo ordine

1. Introduzione

Le equazioni differenziali ordinarie occupano un ruolo importante
in matematica applicata, poiché una grande varieta di problemi fisici,
ingegneristici e provenienti da altre aree della scienza, possono essere
formulate in termini delle e.d.o. Ma cosi come non é sempre possibile
semplificare i problemi trascurando ’attrito, la resistenza dell’aria, la
forza di Coriolis, etc., non si pud sempre trascurare la presenza di altre
variabili indipendenti. Spesso, insieme alla variabile tempo ¢ vanno
considerate una o piu variabili spaziali.

Tutte le volte che bisogna considerare fenomeni fisici che impli-
cano piu di una variabile, & possibile modellare il problema nei ter-
mini di equazioni differenziali alle derivate parziali (e.d.p.). Il resto
di queste note tratta di queste equazioni e di come ottenere soluzioni
di tali equazioni. La maggior parte della terminologia usata per le
e.d.o. si estende in modo naturale alle e.d.p. . Per esempio, 'ordine di
un’equazione ¢ anche in questo caso, 'ordine della derivata di ordine
maggiore. Ci occuperemo essenzialmente delle e.d.p. del primo e del
secondo ordine. Nello studio delle e.d.p. conviene, per semplificare la
notazione, usare le seguenti notazioni:

ou ou 0%u J%u 0%u

75— Uy, T T Uy, H 5 Uz, S5 Uy, [ o
ox dy Y 02 0y? W 9zdy

= Uy , etc.

2. Equazioni lineari e quasi-lineari

Nel caso di e.d.p. del primo ordine, considereremo, per semplicita,
solo il caso di equazioni in due variabili indipendenti, x,y. Le equazioni
della forma,

P(z,y,u(z,y) +ue (2,y) + Q(z,y,u(2,9) uy (z,y) = R(z,y,u(z,y)) (2.1)

sono dette quasi-lineari. P, Q, R sono funzioni di classe C! definite
su un aperto  C R3.
Equazioni della forma

Az, y) ug (2,y) + B (2, y) uy (z,y) + C(z,y) u(2,y) = D (v,y) (2.2)

dove, A, B,C, D sono funzioni C' definite su un aperto 0 C R2, sono
dette lineari.
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Osserviamo subito il seguente fatto. Sia G : R* — R una funzione
C! tale che grad G # 0. L’equazione

G(x,y,2)=c, ceR,

definisce, al variare di ¢, una famiglia di superfici. Sia ora S C R? una
superficie descritta dall’equazione z = u (z,y) ortogonale alla famiglia
di superfici descritte dalla funzione G. Posto, F (z,y,2) = u(x,y) — z,
si ha che i gradienti di F' e di G sono ortogonali tra loro nei punti di
intersezione delle due superfici, VF - VG = 0.

Quindi, se VG (z,y,2) = (G (x,y,2),Gy (z,y,2),G. (x,y,2)) e
VF (x,y,2) = (uy (z,y) ,uy (z,y), —1) si ottiene che

Go (2,9, u (2, 9) ue (2,9) + Gy (2,9, u (2,9)) = G= (2,y,u (2,y))

che, come si puo osservare ha la stessa struttura dell’equazione quasi-
lineare (2.1).

3. Il problema di Cauchy

Nel caso di e.d.o. del primo ordine, il problema di Cauchy rap-
presentava la ricerca di una soluzione dell’equazione che passasse per
un punto assegnato (xo, o), cioe, y (xg) = yo. nel caso di e.d.p. esso
consiste nel cercare, tra tutte le superfici z = u (z,y) che risolvono
I’equazione data, quella che contiene una curva assegnata.

Pitl precisamente, siano dati € C R? su cui sono definite le funzioni
P.Q,R, ed una curva I' : I — €, di classe C!, I C R ¢ un intervallo,
definita da 7 — (¢ (7),x (1), (7)). Consideriamo, inoltre, la curva
in R? definita da (1) = (¢ (7),x (7)), la proiezione ortogonale di I'
sul piano xy.

DEFINIZIONE 8. Diremo che u : R?> — R, di classe C*, definita da
(x,y) — u(x,y) € una soluzione (locale) del problema di Cauchy:

Pz, y,u(2,y)) + v (2,9) + Q (z,y,u (2,9)) uy (v,y) = R(z,y,u(z,y) (3.1)
u(p(r),x (1) =¢(r), Vrel (3.2)

se esiste un intorno U di v (1) tale che u : U — R ¢ una soluzione di
(3.1), che soddisfa identicamente la condizione (3.2).

In altre parole, la condizione (3.2) richiede che la soluzione dell’equa-
zione (3.1) assuma i valori ¢ (7) lungo la curva v (1) = (¢ (1), x (7)).

4. Esistenza ed unicita delle soluzioni

Per cercare di trovare una soluzione del problema dato, riconduci-
amoci all’osservazione fatta alla fine del primo paragrafo. Se (uy, u,, —1)
¢ ortogonale alla superficie z = u (x,y), cio¢ ortogonale al piano tan-
gente alla superficie, nel punto (z,y,u(x,y)), allora in quello stesso
punto il campo (P, @, R) che & ortogonale a (u,,u,,—1), appartiene
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sempre al piano tangente alla superficie. Quindi, se fissato 7 € I,
consideriamo il problema di Cauchy per il seguente sistema di e.d.o.

( dx
p = P (z,y,2)
dy
o~ @2 (4.1)
dz
E:R(x,y,z)
[ (2(0),4(0),2(0)) = (p(7),x (1), (7))

si ha che esso (data la regolarita delle equazioni) ammette una unica
soluzione locale, per ogni valore di 7. Le soluzioni di (1.3), al variare
di ¢, sono curve che appartengono alla superficie soluzione della e.d.p.
Esse sono chiamate curve caratteristiche dell’equazione. L’idea ¢ quella
di "incollare" insieme le diverse soluzioni, al variare di 7 in modo da
ottenere una superficie parametrizzata dalla coppia (7,t). Perché tale
superficie sia effettivamente il grafico di una soluzione del problema
(3.1)-(3.2) ¢ necessario che il suo vettore normale non appartenga al
piano xy. Inoltre, affinché la soluzione sia univocamente determinata
occorre che la curva I' assegnata non sia essa stessa una caratteris-
tica, cioe che il vettore F' = (P, @, R), valutato sui punti di I" non sia
tangente a I' stessa. Una condizione che assicura ’esistenza di una
superfici, come sopra determinata, ¢ che sia non nulla la componente
lungo l’asse z del prodotto vettoriale

Fp(r),x(7),¢(m) x (¢ (1), X" (1), ¢ (7))

cioé che

Pp(r),x (1), ¢ (1) X' (1) = Qe (1), x (1),¢ (1)) ¢ (1) # 0, (4.2)
il che equivale a dire che le proiezioni di (P, @, R) e di I" sul piano zy
non devono essere parallele.

OSSERVAZIONE 3. Nel caso delle equaziont lineart,, cioé della forma
(2.2), la condizione (4.2) assume la forma

AyE)X () =B (1) ¢’ (1) #0.. (4.3)

Le curve del piano xy che soddisfano la condizione complementare
A (™)X (1) =B (v (1) ¢ (1) =0

per ognit T sono dette linee caratteristiche. Nel caso delle equazions
lineari, la condizione (4.3) puod essere espressa dicendo che la curva -y
su cut sono assegnati © dati inizialt non deve essere tangente
in alcun punto ad una linea caratteristica. Osserviamo inoltre
che, nel caso di equazioni lineari, la condizione (4.3) non dipende dai
dati assegnati lungo la curva .

Si puo dimostrare il seguente teorema
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THEOREM 11. Siano Q C R3, I C R eI : I — R? definiti come
sopra. Supponiamo che P,Q, R siano C' in Q. Se per o € I

P ((P (7_0) » X (TO) ﬂ/J (7—0)) XI (7—0) - Q (90 (TO) » X (7—0) 7¢ (7_0)) ()0/ (TO) 7é (2 ) )
4.4
allora esiste un intorno U di (o (9), X (T0)) in R?, un intorno I (1) C
I diTy ed un’unica funzioneu : U — R che risolve (3.1)-(3.2) con I (1¢)
al posto di I'.

EseMP10 32. Trovare una soluzione locale del problema di Cauchy:

(y+u)us +yuy =z —y
u(x,l)=1+uz.
SOLUZIONE 32. In questo esempio il problema di Cauchy non é dato
nella forma (3.1)-(3.2). Per metterlo nella forma richiesta basta porre

L'(r) = (r,1,1+7), 7 € R. Il campo vettoriale (P,Q, R) é dato da
(y+ z,y,2 —y). Per ogni 7 € R si ha

PI ()X (1) —QI' (1) ¢' (1) =—-1#0,
dunque il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione locale. Cer-

chiamo adesso la soluzione. Per trovare le curve caratteristiche dobbi-
amo risolvere il problema di Cauchy del sequente sistema di e.d.o.

(dx
o YTEs
dy
@—y,
dz
a tTY
( (#(0),y(0),2(0)) = (7, L, 147) .

La seconda equazione ci dice che y (t) = ki (1) ' dove la costante ki =
ki () dipende dalla scelta del punto sulla curva assegnata, cioé dalla
scelta div 7. Derivando la prima equazione, sostituendovt la seconda e
la terza e l’espressione di y (1) si ottiene

d*x

az
da cui seque x (t) = ko (1) €' + k3 (1) e~*.Sostituendo infine nella terza
equazione si ha z(t) = (ko (1) — k1 (7)) €' — ks (r) et + kg (7). Le
costanti di integrazione sono quattro perché abbiamo derivato la prima
equazione. Per trovare la soluzione del problema dato, sostitutamo le
funzioni trovate nella prima equazione. Si ottiene:

koy(T)e' —ks(T)e " =k (1) e+ (ko (7) — k1 (7)) €' — k3 (T) e " + Ky (1)

lOvviamente dovra essere U C {(z,y) e R?: (x,y,2) € Q} ed inoltre
(p(7),x (7)) € U per ogni 7 € I (1) m.
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da cui si ottiene ky (T) = 0.
La condizione iniziale ci permette, adesso di determinare © coefficienti
ki; bisogna risolvere il sistema

z(0) =k +ks=5s,
y(0) =k =1,
2(0)=ky—hks—1=1+5.
Si ottiene ky (1) = 1, ko (1) = 145, ks (1) = —1. Si ottiene la seguente
rappresentazione parametrica della superficie soluzione
t,7)— (1+7)e —e e, e +e7") .

Eliminando i parametri t e T si ottiene [’espressione z = x — y + % La
soluzione del problema di Cauchy é quindi

2
u(m,y):x—y+§.

Esaminiamo, adesso, le condizioni che permettono di escludere ’esis-
tenza di una soluzione locale del problema di Cauchy.

Consideriamo le ipotesi del Teorema (11). Se la condizione (4.4) ¢
violata, se cioe

P (¢ (70),x (10) ;¥ (T0)) X (T0) = Q (¢ (70) , X (T0) , ¥ (70)) ¢ (T0) =0 ,

(4.5

allora, supponendo che P, non siano entrambi nulli, allora la (4.5)
implica che esiste p # 0 tale che

uP (¢ (0), x (o),
pQ (¢ (7o), x (7o),

Supponiamo, inoltre, che

pR (o (10) , x (T0) , ¥ (10)) # (4 (7o) - (4.7)

Se sono soddisfatte le condizioni (4.6)-(4.7) allora non puo esistere una
soluzione locale. La regione ¢ che, in questo caso, la condizione iniziale
e 'equazione forniscono informazioni discordanti sulla derivata della
restrizione della soluzione u alla curva 7 — (¢ (1), x (7)). Infatti, sia
v (1) =u(p(1),x (1)), allora v' (19) = ¢' (7¢). Dalle condizioni (4.6)
e (3.1) si ottiene

ua (¢ (10) X (70)) @' (T0) + 1y (¢ (70) , X (T0)) X' (T0)
(70)) " (T0) + Q (¢ (70)

(T0)) = ¢ (7o)

(ro)) = ¥ (o) - (46)

(&
(G

= p{P (e (7o), x(10), % X (7o) ¥ (70)) X' (7o)}
= (e (10) X (70) , ¢ (70))

che contraddice la (4.7). Abbiamo dimostrato, quindi, il seguente teo-
rema

THEOREM 12. Se sono verificate le condizioni (4.5)-(4.7) allora il
problema (3.1)-(3.2) non ammette soluzione locale in nessun intorno

del punto (xo,v0) = (¢ (7o), X (70))-
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Si puo inoltre provare il seguente teorema

THEOREM 13. Supponiamo che esista p # 0 tale che le (4.6) siano
verificate e che

1R (¢ (70) , x (o) , ¥ (10)) = 4" (7o) ,
allora il problema (3.1)-(3.2) ammette infinite soluzioni.

4.1. Esercizi.

(1) Determinare la soluzione di ognuna delle seguenti equazioni
nel dominio indicato:

(a) zuy +2yuy, =0, x>0, y>0.

(b) zu, —2yu, =€*, >0.

(¢) zuy —ayuy, —u=0, (x,y) € R
(d) yu, — dzu, =22y, (z,y) € R%

(2) Determinare la soluzione dell’Es. 1 che soddisfano, rispettiva-
mente, la seguente condizione iniziale:

T
T

(a) u(aci) —x (2>0) .

(b) u(l,y) =v*.
(c) u(z,z) = 22"
(d) u(z,0) =2 .
(3) Determinare la soluzione dell’Es. 1 che soddisfano, rispettiva-
mente, la seguente condizione iniziale date in forma paramet-

rica

(4) Spiegare perche l’equazione nell’Es. 1 (d) non ha soluzioni che
soddisfano la condizione u (z,0) = x3. Spiegare il risultato in
termini di curve caratteristiche.

(5) Mostrare che le uniche soluzioni dell’equazione nell’Es. 1 (c)
che siano di classe C'! e definite su tutto R? sono le funzioni
costanti (Esempio, u (z,y) =5 ). (Sugg.: osservare che tutte
le curve caratteristiche escono dall’origine).

(6) Trovare la soluzione locale del problema di Cauchy

<y+u)ux+yuy =r—-vy,
u(x,1) =
(7) Trovare la soluzione locale del problema di Cauchy

(y+u)u, +yuy, =1—-y,
u(z,l)=1+uz.
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(8) Consideriamo 1'equazione
U Uy +Y Uy =T,
con le condizioni iniziali

DIy(r) = (r,7,27)
Iy (r) = (r,7,7),

) Iy(r) = (7’,7‘, \2/—3> )

Stabilire quante soluzioni hanno i problemi di Cauchy relativi
ad ogni singola condizione iniziale e trovarle, se esistono.
(9) Dedurre il seguente Corollario del Teorema (11)

COROLLARIO 1. Il Problema di Cauchy

P(z,y,u)u; +u, = R(z,y,u),
u(x,0) = h(z) ,

dove P, Q , h sono di classe C* ed h ¢ definita per ogni x € R, ammette
sempre una soluzione.

5. Leggi di conservazione

Partiamo da un approccio fisico. Supponiamo che u (z,y) sia la
densitd di massa di un fluido contenuto in un tubo disposto lungo
l'asse = (I'assunto @ fatto per comodita, quello che & importante & che
il fenomeno sia unidimensionale).

Fissiamo un tratto di tubo I = [z, z2]. Se non vi é dispersione di
fluido in questo tratto, la massa contenuta in I al tempo ¢ & data da

T2
/ u(z,t)de .
1

Il fluido puo entrare od uscire dal tubo solo agli estremi x; e x5, Sup-
poniamo che la quantitd in ingresso (o uscita) sia una funzione della
sola densita ed indichiamo con f (u (z,t)) la funzione che modella il
passaggio del fluido. Si ha che

z2

7 5 u(z,t)de = f(u(zy,t)) — f (u(xe,t)) . (5.1)

Se u & sufficientemente regolare, per il teorema di derivazione sotto il
segno di integrale si ottiene

%/:u(x,t)dx:/:QUt(x,t)dxzf(u(xQ,t))_f(u(xl,t)) .
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Se f ¢ di classe C* si ha:

x2

u (x1,t) = xlliI:lcl ug (x,t) de
1

fu(rs,t) = f (s t))

— o — /
= mllirglpl JE—— = f (u(xl,t))ux (l’l,t) .

per l'arbitrarieta del punto x; si ottiene I’equazione
Uy (I,t) + f/ (u (Jfl,t)) Uy (131,25) =0.

Chiameremo, percio, leggi di conservazione quelle particolari e.d.p. del
primo ordine della forma

a(u)u, +u=0. (5.2)
Questo tipo di equazioni, come ipotizzabile dalla loro derivazione, si
incontrano in molte applicazioni. esse, infatti, modellano il flusso at-
traverso una superficie di una qualche grandezza fisica che non possa
venire creata o distrutta (da cui il nome).

Noi studieremo solo il caso unidimensionale, questo significa che
prenderemo in considerazione solo fenomeni che possono venire model-
lati da una sola variabile spaziale. Il problema di Cauchy, per tale
equazione, assume la forma

a(u)u, +up =0,
u(z,0) =h(z)
dove a e h sono funzione assegnate di classe C*.
11 problema ammette sempre soluzione locale per il Corollario (1).
Per determinarla procediamo usando il metodo delle caratteristiche

(cambieremo il nome della variabile di derivazione per non confonderla
con la variabile tempo t).

(dx
dn
dt
dn
dz
d_n —
\ (‘T (0) ,t(O) ) 2 (0)) = (T’O7h (T)) .

Risolvendo il sistema, otteniamo la seguente rappresentazione paramet-
rica della soluzione

z(n)=a(h(r))n+T,
t(n)=mn,
z(n) =h(r) .
Ne segue che z deve soddisfare I’equazione implicita, non lineare
z=h(x—a(z)t) . (5.5)
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Risolvendo questa rispetto a z (quando possibile) otteniamo la soluzione
locale z = u(x,t) del problema di Cauchy. Il problema &: questa
equazione & sempre risolubile (esplicitabile)?

Per rispondere a questo quesito, bisogna applicare il teorema della
funzione implicita (Teorema del Dini), relativamente al punto di coor-
dinate (x¢,0, h (z9)), alla funzione

F(x,t,z)=z—h(x—a(2)t) . (5.6)
Poiché
8F ! !
g(a:,t,z)zl—l—h(aj—a(z)t)a(z)t, (5.7)
si ha:2L (o, ,h(z9)) = 1 # 0. Quindi, il teorema della funzione
implicita implica 'esistenza di un intorno U di (z(,0) ed una fun-
zione u definita in tale intorno, tal che, posto z = w(x,t), si ha

F (z,t,u(z,t)) =0 per ogni (z,t) € U.
Quindi, chiamata:

g (z,1) o F(x,t,u(z,t) =0

de

dalle relazioni

0=g,(z,t) = F, (z,t,u(x,t) + F,(x,t,u(x,t)) u, (z,t)

0=g(x,t) = Fy (z,t,u(z,t) + F,(x, t,u(x,t) u (x,t)
da cui si ricava

B h (x—a(z2)t)
w (@0) = T e ) B

"(2)t

a@W (v —a(2)t)
) = W e —a @O ()

(5.8)

Quindi u, ed u; tendono a diventare infinite quando (5.7) tende o zero.

In realta, quando la (5.7) diventa nulla la soluzione u ha una dis-
continuita chiamata shock (o urto)?. Notiamo che la (5.7) & sempre
positiva per |¢| sufficientemente piccolo. Per capire cosa significa un
punto di shock, osserviamo che le soluzione dell’Eq. (5.5) sono costanti
lungo le linee caratteristiche® (vedi Osservazione (3) che sono curve nel
piano xt.

2Quindi in tali punti  non rappresenta una soluzione, almeno nel senso classico
in cui ’abbiamo definita. Lo ¢ in un senso pitt ampio che non tratteremo in questo
COrso.

#Non si devono confondere le curve caratteristiche, che sono curve in R?, con le
linee caratteristiche. Le curve caratteristiche, in quanto soluzioni di un problema di
Cauchy di classe C! non si possono intersecare, perché nel punto di intersecazione
passaerebbero due soluzioni e non una sola.
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Fissiamo il punto zy e chiamiamo zy = h(xy). Tutti i punti della
retta
r= {(x t,z) ER® v —a(z)t =1 }C]R3

Z = 20
soddisfano 'Eq. (5.5) . In altre parole, lungo la retta
r—a(z)t = (5.9)
del piano zt la soluzione vale costantemente h (o) .

OSSERVAZIONE 4. Osservare che, fissato g, la retta r € una curva
caratteristica e che la retta (nel piano xt) (5.9) é una linea caratteris-
tica.

Poiché la variabile ¢ sta ad indicare il tempo, siamo interessati es-
senzialmente ad analizzare cio che accade nel semipiano ¢t > 0 (cioe il
futuro). Si pud mostrare che se nessuna coppia di rette della forma
(5.9) si incontra nel semipiano ¢ > 0, allora, per ogni ¢ > 0 la soluzione
esiste ed ¢ differenziabile (non ci sono shocks),. Se, viceversa, due rette
della forma (5.9)si incontrano per qualche ¢ > 0, allora nel punto di
intersezione c¢’¢ una incompatibilitd dovuta al fatto che la soluzione
dovrebbe assumere due valori distinti.

Fissati, per esempio, 1,22 € R con x; < x, poniamo z; = h (x1)
e zp = h(x3). Se a(z1) > a(z) allora le due rette

r—a(zn)t=x1 e r—a(zn)t=1,
si incontrano in un punto (xg,ty) con
To — X1

PTG e

e nel punto (xg, o) si ha una incompatibilita in quanto la soluzione in
quel punto dovrebbe,essere uguale, contemporaneamente, sia a z; che
a 29.

EseEmMP10 33. Dire seil sequente problema di Cauchy
u Uy +ug =0,
{ u(x,0)=—x .
ammete shock e trovare le linee caratteristiche.
SOLUZIONE 33. L’equazione (5.5) assume la forma
z=—(x—zt) ,
per cui la soluzione esiste, ed € univocamente determinata se 1 —t # 0.

In tal caso si ha
T

11—t

u(x,t)=2z=—
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Chiaramente, per t = 1 la soluzione perde validita ed é presente uno
shock. Per ogni xo € R, sia zo = h(x9) = —xo. L’Eq. (5.9) della retta
diventa

T+ xot = x9 ,

che passa per il punto (0,1) qualunque sia x.
EsEmP10 34. Dire se il problema di Cauchy:

(u+1) up+u =0,
u(xz,0)=x—1.

ammette schock.

SOLUZIONE 34. Scriviamo le linee caratteristiche. Fissato xq la
(5.9) diventa x — xot = x¢. per vedere se ci sono shocks pert > 0 fac-
ctamo l’intersezione tra due generiche linee caratteristiche corrispon-
denti a xo # x1. Il sistema

T — Tolt = X9 ,

r— Tt =71 .
ha come unica soluzione t = —1, x = 0, pertanto non ci sono shocks
per t > 0.

ESERCIZIO 1. Determinare la soluzione di

U Uy +u =0,
u(z,0)=x .

e dire se ci sono shocks.

Supponiamo, adesso, che il problema di Cauchy (5.3)-(5.4) ammetta
uno shock. Allora, esiste una curva w (possibilmente degenere) nel
semipiano ¢ > 0 in ogni punto della quale si intersecano piu caratter-
istiche. Tale curva, in un certo senso, limita la possibilita di estendere
al futuro le soluzioni classiche dell’Eq. (5.2). Vogliamo determinare
tale curva w. Chiaramente ogni punto di w appartiene a qualche curva
caratteristica, pertanto le sue coordinate (x,t) devono soddisfare la
(5.9) per qualche zy. Consideriamo xy come un parametro (zo = s).
Poniamo F' (s) = a(h(s)) e Z(z,t,s) =z —tF (s) —s. Allora, la (5.9),
con ry = s puod essere scritta nella forma

E(x,t,s)=x—tF(s)—s=0. (5.10)

Inoltre, nell’intorno del generico punto (x,¢) di w non deve essere pos-
sibile risolvere in modo univoco 'Eq. (5.10) rispetto a (z,t¢). Quindi
deve essere

0= (z,t,s)

0s =0
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altrimenti, per il teorema della funzione implicita, esisterebbe una
soluzione locale. Si ha

0= (z,t,s)
Os

tenuto conto della (5.7), della definizione di F' e del fatto che z = h (s)
in (x,t), si osserva che la (5.11) & equivalente a

0

8_5 (x,t,8)=0.
Infatti, I'Eq. (5.5) non deve essere risolubile (rispetto ad (x,t)) nei
punti di w. La curva w & 'inviluppo delle linee caratteristiche. Ri-
solvendo le (5.10)-(5.11) rispetto ad s si ottiene una rappresentazione
parametrica della curva w. Cioé

s — (z(s),t(s)) = (5_ F/(S)’_F/(s)

valida per ogni s tale che F' (s) # 0.

Poniamo, adesso, la domanda se esista un tempo 7' tale che la
soluzione del problema (5.3)-(5.4) sia definita almeno in una striscia
Rx[0,T"). Per rispondere a questa domanda, osserviamo che se esistono

—1+4tF (s)=0. (5.11)

0= (x,t
(x,t) dove la soluzione perde regolarita, allora deve essere —g’ .5) =
s
1+ tF'(s) =0 cioe t = —1/F'(s). Allora, definendo
+00 se I’ (s) >0 perogni s,
te = 1 )
‘ L F'(s) <0} £ 0
max _|F"(s)] se {s (5) <0t # 2,
{s:F'(s)<0}

si ha che la soluzione ¢ sicuramente definita nella striscia R x [0,¢.).
L’istante t. & detto tempo critico o anche istante di rottura dell’onda.

OSSERVAZIONE 5. La curva w relativa al problema di Cauchy dell’

Esempio (33) é degenere: si riduce al solo punto (0,1). Il tempo critico
el.

OSSERVAZIONE 6. La curva w relativa al problema di Cauchy

{uux+ut:0,

u(z,0) =22,

é rappresentato parametricamente dalla curva

@16 = (-3:3)

Il tempo critico é quindi 0, non esiste nessuna striscia della forma
R x [0,9) per qualche 6 > 0 in cui l’equazione sia risolubile.
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5.1. Flusso di automobili su di un’autostrada. Trattiamo un
problema ideale, semplificato, supponendo che le automobili non ab-
biano dimensione e che il flusso di traffico sia equivalente a quello di
un fluido in un tubo di diametro costante.

Sia p(x,t) la densita di traffico all’istante ¢ nel punto di ascissa «
(cioe il numero di auto per unita di lunghezza), e sia ¢ (z,t) il flusso
all’istante ¢ nel punto x ( cioé il numero di auto per unita di tempo che
all’istante ¢ attraversano il punto x). Assumiamo, infine, che nel tratto
considerato non vi siano entrate o uscite.

Fissato un segmento di estremi z; e x5 con x; < o il numero di

auto in esso contenuto é
T2
/ p(x,t) dx
1

la variazione di questo numero, ¢ uguale al numero di auto che entrano
in questo segmento meno quello delle auto che lo lasciano, cioe

z2 9 d T2
[ty dr = q(ent) gl = dt/ p(2.1) do

:/8txt

/;,;1 (gi (z,8) + %MM)) dz = 0.

per Parbitrarieta del segmento [z1, z3] questo implica che

Pertanto si ha

dq (
o’ Ox
Introduciamo ora l'ipotesi, ragionevole, che il flusso dipenda in qualche

modo dalla densita del traffico; cioé che ¢ (z,t) = G (p(x,t)) per una
qualche funzione G. L'Eq. (5.12) diventa

p(x,t)+ z,t)=0. (5.12)

aat(x t)+ G (p(x, ))%p(:ﬁ,t)zo. (5.13)

Quindi il modello per il flusso di traffico lungo un autostrada, che
abbiamo costruito, si riduce ad una legge di conservazione.

la funzione G dipende dalle caratteristiche della strada. Una legge
empirica ¢ la seguente.

P
P1
dove ¢ ¢ la velocita libera (cioe¢ quella di un’ auto che viaggia sola ed

indisturbata) e corrisponde, nei casi normali, ai limiti di velocita, e p,
¢ la densitd massima di auto (quando, cio¢, le macchine sono una a
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toccare l'altra). Con questa scelta di G e ponendo u = p/p; (densita
normalizzata), 'Eq. (5.13) diventa

—t+c(1—2u)—=0- (5.14)

Sia h (x) la densita iniziale sul tratto di strada considerato. Lo stu-
dio dell’evoluzione del traffico é ricondotta allo studio di un problema di
Cauchy per I'Eq. (5.14) con condizione iniziale u (x,0) = h (). Si pud
dimostrare che se h ¢ decrescente non si verificano shocks. Tuttavia, se
h & crescente in qualche tratto, allora, prima o poi, si verifichera uno
shock (la densita della derivata diventa infinita).

5.1.1. Esercizi.

(1) Studiare L’Eq. (5.14) e trovare eventualmente l’esistenza di
1
1422
(2) Studiare L’Eq. (5.14) e trovare eventualmente ’esistenza di

shock, ponendo h (x) =

shock, ponendo h (z) =1 — el
T
(3) Studiare L’Eq. (5.14) e trovare eventualmente l'esistenza di

shock, ponendo h (x) = g — arctan (z) .



CHAPTER 4

Equazioni alle derivate parziali del secondo ordine

1. Introduzione

Per le equazioni del secondo ordine considereremo solo e.d.p. di
tipo lineare, della forma

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu=G . (1.1)

I coefficienti A, B, ... sono, in generale, funzioni delle variabili indipen-
denti z e y ma non di u. Se G = 0 I'equazione si dice omogenea, al-
trimenti non omogenea. E’ spesso conveniente scrivere ’Eq.(1.1) nella
forma Lu = G, dove L indica 'operatore differenziale lineare.

Per soluzione dell’Eq.(1.1) si intende una funzione u (x, y) che sod-
disfa I’equazione identicamente.. Per esempio, la funzione

u(z,y) = exp (3z + 4y)
soddisfa identicamente 1’equazione
16ug, — Yuy, =0 .

Per soluzione generale dell’Eq.(1.1) si intende I'insieme di tutte le
possibili soluzioni. Noi saremo interessati ad ottenere soluzioni speci-
fiche dell’Eq.(1.1), soluzioni, cio¢, che soddisfano non solo '’equazione
ma anche condizioni aggiuntive.

Le equazioni lineari della forma (1.1) vengono catalogate in modo
interessante.

Ricordiamo dalla geometria analitica, che 1’equazione di secondo
grado piu generale é della forma

Ar? + Bay +Cy* + D+ Ey+ F =0,

dove A, B, ... sono costanti. Equazioni di questo genere rappresentano
sezioni coniche (eventualmente degeneri) come segue:

o cllisse, se B2 —4AC < 0 ;
e parabola, se B2 —4AC =0 ;
e iperbole, se B2 —4AC >0 .

In modo analogo, le e.d.p. lineari (1.1) sono chiamate ellittiche,
paraboliche, iperboliche dipendentemente che B? — 4AC' sia neg-
ativo, nullo o positivo. Poiché A, B, ... sono, in generale, funzioni, &
possibile che una e.d.p. sia di tipo misto. Per esempio, ’equazione

TUgg + YUy + 2yu, — 20y =0

99
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¢ ellittica se xy > 0, iperbolica se zy < 0, e parabolicase ry = 0. Sex e
y sono coordinate spaziali, allora I’equazione ¢ ellittica nel primo e terzo
quadrante, iperbolica nel secondo e quarto e parabolica lungo gli assi
coordinati. La teoria delle equazioni di tipo misto ¢ stata studiata,
per primo, da Tricomi® nel 1923. Nello studio dei fluidi transonici, si
studia la cosiddetta equazione di Tricomi

YUy + Uyy = 0 .

Questa equazione ¢ ellittica per y > 0 ed iperbolica per y < 0. Nello
studio dell’aerodinamica, la regione ellittica corrisponde ad un flusso
subsonico, la regione parabolica alla barriera del suono e la regione
iperbolica alla propagazione supersonica delle onde di shocks.

Sebbene x e y siano in generale usate per indicare coordinate spaziali,
non € sempre detto che sia questo il caso. Una di questa potrebbe
essere la coordinata temporale, per esempio. L’unica restrizione é
che le due variabili siano indipendenti tra di loro. Chiameremo con-
dizioni al bordo i valori fissati della variabile dipendente sul contorno
dell’insieme di definizione, nel piano, dell’equazione. Se, d’altra parte,
una delle variabili é il tempo, allora specificheremo le condizioni in-
iziali per poter ottenere una soluzione specifica. Problemi nei quali
sono specificate condizioni al bordo e/o condizioni iniziali vengono chia-
mati problemi al bordo.

Vogliamo dare adesso esempi per illustrare i tre tipi di equazioni
del secondo ordine. Soluzioni specifiche di questi problemi saranno
ottenute nei capitoli successivi.

Y
A

u=u
g6 ey oy 2

U= Uy U T i U= U,
| R U= U,y
| e L
0 a b
(Fig.1)

Equazione di Laplace

"Francesco G. Tricomi (1897- 1986), matematico italiano.
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PROBLEMA 1. Problema al bordo per l’equazione ellittica:

ED.P.: Upp+uy=0, a<z<b, c<y<d:;
C.B.: u(a,z) =ug, ulby)=u, c<y<d,
u(z,c)=uy, wu(r,d) =u3, a<zr<b,

dove a,b, c,d, ug, uy, us, ug sono costanti. Questa equazione ellittica é
chiamata equazione di Laplace® e verra studiata in dettaglio. Le
condizioni al bordo (C.B.) mostrano che a < x < b ec <y < d;
quindi i valori della funzione incognita u (x,y) sono noti sul bordo di
un rettangolo nel piano vy (vedi Fig.(Fig.1) . L’equazione alle derivate
parziali (E.D.P.) scritta, indica che u (x,y) deve soddisfare l’equazione
ovunque all’interno del rettangolo aperto (a,b) x (c,d).

Vogliamo rimarcare che il termine "regione" puo avere vari signi-
ficati in letteratura. Con il termine regione nel piano zy intendiamo
un insieme R del piano tale che ogni coppia di punti distinti (z1,y;) e
(w9, y2) possono essere uniti con una poligonale i cui punti stanno in
R. Quindi una regione & un insieme connesso. Una regione del piano
puo essere aperta o chiusa.

y

+
&

l— u assegnata su C

» X

(Fig.2)
Problema di Dirichlet in due dimensioni.
Problemi al bordo nei quali v deve soddisfare ’equazione di Laplace
in una regione aperta e assume valori assegnati sul bordo di tale re-
gione (vedi Fig.(Fig.2) sono chiamati problemi di Dirichlet®. Se le

ZPierre S. de Laplace (1749-1827), matematico ed astronomo francese.
3Peter G.KL. Dirichlet (1805-1859), matematico tedesco.
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condizioni al bordo dell’Esempio precedente sono sostituite da

ug (a,y) =ug , uz(byy)=w, c<y<d,

uy (T, ¢) =us, uy(z,d)=us3, a<z<b,

dove sono assegnati i valori delle derivate normali u, e u, al bordo,
viene chiamato problema di Neumann®.

=

e

i data su &

0

Problema di Neumann. E’ assegnato a—z sul bordo C
(Fig.3)
In questo caso viene specificata la normale esterna du/0dn, cioé¢ la
derivata direzionale di u nella direzione normale al bordo (vedi Fig.
(Fig.3) ).I problemi al bordo possono, ovviamente anche essere di tipo
misto, come vedremo.

PROBLEMA 2. Problema al bordo per equazione iperbolica.

E.D.P.: wuy = d*uy, , t>0, O<zxz<L:;
CB.: u(0t)=u(l,t)=0, t>0,
C.lI.: u(x,0) = f(x) , u (2,0)=g(z) , O0<ax<L.

4Carl G. Neumann (1832-1925), matematico tedesco.
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Qui, a é una costante, u e lo spostamento verticale, e si hanno sia
condizioni al bordo che condizioni iniziali (C.1.)

0, G

//ff -‘H\\
' . » x

P (L,0)

(0, 0)

(Fig.4)

Equazione d’onda unidimensionale

In questo caso si richiede che u soddisfi l’equazione data per valori
positivi della variabile t (tempo) e per tutti gli x nell’intervallo aperto
0 <z <L, (vedi Fig.(Fig.4) ). Le condizioni al bordo affermano che
st ha uw = 0, per valori positivi di t, quando x = 0 e x = L, mentre le
condiziont 1niziali danno il valore iniziale dello spostamento e la velocita
iniziale come f(x) e g (x), rispettivamente. L’equazione differenziale
deve essere dimensionalmente corretta, quindi la costante a deve avere
la dimensione di una velocita.

La e.d.p. nell’Es.(2) ¢ 'equazione d’onda unidimensionale.

PROBLEMA 3. Problema al bordo di tipo parabolico.

E.D.P.: wu =k ug,, t>0, O<z<L, k>0,
C.B.: w(0,t)=a, u(L,t)=>b, t>0,
ClI.: u(z,0)=f(x) O<z<L.

Anche in questo caso la funzione u (x,t) soddisfa una e.d.p. in un in-
tervallo aperto per tutti v valori positivi di t. La condizione al bordo pre-
scrive il valore di w agli estremi dell’intervallo dato, vedi Fig. (Fig.5),
mentre la condizione iniziale specifica il valore di u al tempo t = 0. In
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questo problema [’equazione é l’equazione di diffusione unidimen-
stonale.

.‘,
A

u=a u, = ku u=>b

XX

e
(0,0) s (L, 0) i

(Fig.5)
FEquazione di diffusione

L’esistenza di funzioni arbitrarie nella soluzione generale di una
e.d.p. lineare significa che la 'insieme delle funzioni che soddisfano
tale equazione & molto ampio. Per esempio, le funzioni u (x, y) qui sotto

Y . . .
arctan = , e“siny, y/x?+y?, sinzsinhy
x

sono molto diverse tra di loro, ma ognuna di loro soddisfa ’equazione
Uz + Uy, = 0 (verificate). Nella applicazione delle e.d.p., tuttavia, si
hanno informazioni dal sistema fisico che si intende modellare che per-
mettono di trovare soluzioni specifiche. La maggior parte dello studio
di problemi al bordo si concentreranno su questo punto.

Come nel caso delle e.d.o , le e.d.p. del secondo ordine piti semplici
sono quelle omogenee a coefficienti costanti. Consideriamo un’equazione
di questo tipo nel quale mancano le derivate del primo ordine

AUy + bUyy + cy, =0 . (1.2)

Supponiamo che la soluzione sia della forma u (z,y) = f (y + rz) dove
r & una costante. Allora u, = rf' (y 4 rx) € ug, = 72 f” (y + rz), dove
gli apici indicano la derivata di f rispetto al suo argomento y + rx.
Sostituendo nell’Eq.(1.2) si ottiene

(ar* +br+c) f"(y+rz)=0
da cui si ottiene I’equazione caratteristica
ar’ +br +c=0. (1.3)

Se le radici dell’Eq.(1.2) sono reali e distinte, m; e o, la soluzione
generale dell’Eq.(1.2) puo essere scritta nella forma

u(z,y) = f(y+mrz)+gy+re)
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dove f e g sono due funzioni arbitrarie di classe C2.

EseMP10 35. Risolvere l’equazione iperbolica
Uy, — b2uyy =0
dove a e b sono costanti reali.

SOLUZIONE 35. L’equazione caratteristica é
a*r* —b* =0,

e la soluzione generale é
b b
U(w,y)=f<y+ax) +g(y—ax> : (1.4)

Voglio far presente che nel caso di radici coincidenti, la soluzione
generale ha la forma

u(x,y)=fly+rz)+xg(y+rz) . (1.5)
Il caso delle radici complesse verra considerato negli esercizi.

1.1. Esercizi.
(1) Mostrare che la costante ¢ ha le dimensioni di una velocita.
(2) Verificare che ognuna delle seguenti funzioni soddisfa I’equazione
di Laplace

arctan 2 , €'siny , 2?24 y?, sinxsinhy .
x
(3) Verificare che

u(x,y) =cif (y +mx) + cag (y + roz) |

dove 71 e ry soddisfa I'equazione ar? +br 4+ c = 0 & la soluzione
generale dell’Eq.(1.2), dove ¢; e ¢y sono costanti arbitrarie e
f, g sono funzioni arbitrarie di classe C?.

(4) Classificare ciascuna delle seguenti equazioni del secondo or-
dine, come ellittiche, paraboliche o iperboliche.
(8) Uy + 4Uyy + Buy, + du, —3u =y |

(b) TUpy + Uy — 22%u, =0,

(€) Ugy — uy = xsiny ,
(d) (y? = 1) gy — 22yugy + (22 — 1) uyy + €“uy +uy =0 .

(5) Se f e g sono due funzioni arbitrarie, due volte differenzia-
bili, verificare che f (z + at), g (x — at) e f (v + at)+g (x — at)
sono soluzioni dell’equazione

Ut = CLQUQ;Q; .
(6) Verificare che
u(x,t) = (c1 o8 Az + cosin \x) (3 sin Aat + ¢4 cos Aat)

¢ una soluzione dell’equazione d’onda uy = a?u,, dove ¢, ¢, cs,
¢4 € A sono costanti arbitrarie.
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(7) Mostrare che la soluzione dell’Esercizio 6 diventa ¢ cos Aat sin A\x
se vengono imposte le condizioni al bordo

u(0,t)=0, e wu(z,0)=0.

. _L)\2 . R .
(8) Verificare che u = e . (¢ cos Az + co sin Ax) & una soluzione
dell’equazione di diffusione u; = ku,, dove ci,cs e A sono
costanti arbitrarie.

(9) Verificare che
r+at
u(z,t) :/ g (s) ds

—at

¢ una soluzione dell’equazione d’onda uy = a?u,, che soddisfa
le condizioni al bordo u (z,0) = 0, e u¢ (¢,0) = g (z) .(Usare la
regola di derivazione di funzioni dipendenti da un parametro
(regola di Liebnitz): Se

b(z,t)
u (1) =/ [ (2.5.1) ds |

(z,t)

allora
M@ Of (x,s,t) 0b (z,t) da (z,t)
Uy (.I‘,t) _/o;(:c,t) Tds—i_f(xab?t) o _f(xaavt)Tv

con una formula simile per u; (z,1).
(10) Per ognuna delle seguenti e.d.p., (i) dire di che ordine ¢&; (ii)
dire se ’equazione ¢ lineare o meno.

(a) Tuy +yuy =u ,

(b) uum—iruj:O,

C) Ugy —2uy, =1,

(d) Uyg — 2uy =2z —e",

(e) u2 — zu,, = siny .
(11) Data lEq (1.2) mostrare che:

(a) Se a = 0 il metodo dato nel testo fallisce. Mostrare,
tuttavia, che in questo caso la sostituzione u = f (x + ry)
fornisce la soluzione generale.

(b) Trovare la soluzione generale dell’equazione

Ugy — Uyy = 0.
(c) Usare la sostituzione u = f (z + ry) per risolvere I’equazio-
ne
Ugg + Ugy — Oy =0 .

(12) Verificare che la soluzione generale dell’Eq.(1.2) ¢ data dalla
(1.5) quando l'equazione caratteristica ha due radici coinci-
denti.

(13) Trovare una soluzione di

Ugg + Upy — Oty =0 .
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(14) Trovare la soluzione generale di ciascuna delle seguenti equazio-
ni:
(a) Ugy — Yuyy =0,
(b) ugy +4uy, =0,
(€) Oy + Uyy — 2uy, =0 .
(15) Classificare ciascuna delle seguenti equazioni come: ellittica,
iperbolica o parabolica.
(a) P2upy + 220YUey + Y uy, = 427,
(b) Uyy — 28INT Uy — cOS? @ Uy, — cosT Uy =0,
(¢) T*Uzy — YPuyy = 2y ,
(d) 4ugze — 8ugy + 4duy, =3 .
(16) Verificare che

u(z,y) = fi(z+iy) + fo(z—1iy)
¢ una soluzione di U, + uy, =0 .
(17) Generalizzare il risultato dell’Es. 16 al caso in cui 'equazione

caratteristica (1.3) ha radici complesse
(18) Mostrare che

u(z,y) = fi(y—iz) +afa(y —iz) + f3 (y +iz) + vfs (y +ix)
& soluzione di

Ugzer + 2uyymc + Uyyyy = 0.

(19) 11 metodo spiegato nel testo puo essere esteso ad alcune e.d.p.
omogenee di ordine quattro. Trovare la soluzione generale di
ognuna delle seguenti equazioni.

o*u ot 0*u
2 =0,
(a) Ox? + Ox20y? + Oyt ’
Mu O
b) — —=— =0
(b) oxt Oyt ’
*u *u *u
-2 =0.
(c) 0x4 0x20y> * oy*
(20) Mostrare che se ¢, e ¢, sono due funzioni armoniche di z e v,
allora la funzione

1/J (‘Ta y) = $¢1 <$7y) + ¢2 (l’,y)
soddisfa 1’equazione bi-armonica.

(21) Considerare I'Eq.(1.1) con G = 0. Mostrare che su u; (z,y) e
uy (x,y) sono soluzioni di questa equazione, allora

cruy (z,y) + coug (z,y)

¢ anch’essa una soluzione qualunque sia il valore delle costanti
c1 € Ca.

5Questa equazione, chiamata equazione biarmonica) compare nello studio
dell’elasticita ed in idrodinamica.
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2. Separazione delle variabili

L’equazione di Laplace
Upg + Uyy + Uz, =0, (2.1)

¢ una delle piu classiche equazioni della fisica matematica.

per esempio, nello studio dell’elettrostatica, si mostra che il vettore
intensita elettrica EE dovuto ad un insieme di cariche stazionarie ¢ dato
da

E=-V0=—(2,i,®,,0.k) ,

dove @ ¢ la funzione potenziale elettrico e V® rappresenta il gradiente
della funzione potenziale.

Inoltre, la legge di Gauss afferma che

div E=V-(V®) = — (Opp + Py, + ®..) = drp (2,9, 2) |

dove 4mp (x,y, z) ¢ la densita di carica.
Quindi il potenziale ® soddisfa ’equazione

Py + Oy + 0., = —dwp(2,y,2) (2.2)

nota come equazione di Poisson®. in una regione priva di cariche &
p(z,y,2) =0 e quindi I'Eq.(2.2) si riduce all’equazione di Laplace

Qp + Py +0..=0. (2.3)

In questa situazione si ha che il potenziale elettrico ¢ dovuto a cariche
che si trovano all’esterno o sul bordo di una regione priva di cariche.

In maniera del tutto analoga, il potenziale magnetico dovuto alla
presenza di polarita soddisfa I'Eq.(2.3) in una regione priva di poli. An-
cora, il potenziale gravitazionale dovuto alla presenza di materia, sod-
disfa I'Eq.(2.3) in una regione priva di materia. In aerodinamica e idro-
dinamica il potenziale di velocita ® ha la proprieta che V& = v, dove
v rappresenta il campo di velocita. per un fluido ideale, cioé incom-
pressibile ed irrotazionale, il potenziale di velocita soddisfa 1'Eq.(2.3)
in una regione priva di sorgenti o pozzi..

Ne segue, che 'equazione di Laplace gioca un ruolo fondamen-
tale nella teoria del potenziale. per questa ragione ¢ spesso chiamata
equazione del potenziale e le funzione che la soddisfano sono chia-
mate funzioni potenziali o funzioni armoniche.

Iniziamo a studiare un semplice problema al bordo relativo all’equa-
zione di Laplace in due variabili.

ESEMPIO 36. Risolvere il sequente problema al bordo.
ED.P. Uy +u,=0, 0<z<a, O<y<bd,

CB. w0y =g, ulegy)=hy), 0<y<b,
u(x,0)=f(z) , u(x,b)=9¢(x), 0<zx<a.

6Siméon D. Poisson (1781-1840), matematico e fisico fancese.
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SOLUZIONE 36. Vogliamo trovare una funzione u (x,y) che soddisfa
la e.d.p. nella regione rettangola re 0 < x < a, 0 <y < b e che assume
valori preassegnati f (x), ¢ (z), g(y), h(y) sul bordo della regione (il
rettangolo {(z,y) : 0 <z <a, 0<y<b}.

¥

A
_ @iy
(0, b) : (a,b)
gly) Mg T Wiy =4 Al
Y
(0, 0) 7(x) (@, 0) *

(Fig.6)
Problema al bordo
Da notare che ogni vertice del rettangolo ha due segmenti che lo deter-
minano, questo pone un problema di continuita delle soluzioni sui ver-
tici, che esamineremo nel Capitolo 4. Per il momento non ci curiamo
di cio che accade nei vertici, ma solo sugli intervalli apert: 0 < x < a,
0<y<b.
1l problema posto puo essere notevolmente semplificato applicando il
principio di sovrapposizione, poiché l’equazione di Laplace é lin-
eare ed omogenea.

Ne seque che se uy, us, uz, ug Sono soluzioni dei sequenti problemi al
bordo

u1(0>y>:g(y)7 ul(avy):ul(xﬂo):ul($ab):0a

us (a,y) =h(y), u2(0,y) = u2(2,0) = ui (2,0) =0,

us (2,0) = f(z), u3(0,y) =uz(a,y) =us(z,b) =0,

ug (2,0) = ¢ (y) , ug(0,y) =uy(a,y) =uy(z,0)=0.
) vV )
A A A

0 0 0 ox)
g(») Vzul =0 |0 0 VEM2 =0 |h(y) O Vzu3 =0 |0 0 szq =0 |0
S 0 T e o e B B T

(a) (b) (c) (d)

1l principio di sovrapposizione
(Fig.7)
allora la funzione u = uy + us + us + ug sara soluzione del problema
dato nell’Esempio (51). Questo fatto, d’altra parte ci suggerisce che ci
dobbiamo preoccupare solo di saper risolvere uno dei problemi al bordo
precedenti, essendo gli altri del tutto simili.
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Per questo motivo ci occupiamo quindi del seguente problema.

EseMpP10 37. Risolvere il sequente problema al bordo.

E.D.P. g +uy,, =0, O<zx<a, O0<y<b,
C.B.  u(0,y)=u(a,y) =0 0<y<b,
u(z,0)=f(x) u(x,b)=0, 0<z<a.

SOLUZIONE 37. In questo caso si hanno tre condizioni omogenee,
ed u é prescritta nell’intervallo aperto da f (x) come da condizione (c).
Come detto, discuteremo la natura di f (x) ed i valori di f(0) e f(a)
nel Capitolo 4.
Non sappiamo a priori che forma possa avere la funzione soluzione.
Vista la semplicita geometrica del problema, useremo un metodo noto
col nome di separazione delle variabili. Come vedremo pit avanti
questo metodo é particolarmente utile quando la maggior parte delle
condiziont al bordo sono di tipo omogeneo. Un altro vantaggio del
metodo € quello di trasformare le e.d.p. in e.d.o. omogenee a coef-
ficienti costanti, che sono semplici da risolvere.
Assumiamo che u (x,y) possa essere espressa come il prodotto di due
funzioni, una che dipende solo da x, l’altra solo da y. Si pone quindi

u(z,y) =X (x)Y(y) . (2.4)
Ne seque che
Upe = XY | uy, = XY

dove gli apici indicano le derivate delle funzioni rispetto alla proprie
variabili. Sostituendo nella e.d.p. si ha

XY +XY"=0.

Osserviamo inoltre che, sebbene u(x,y) = 0 soddisfi I’equazione, noi
non siamo interessati alla soluzione banale. Vogliamo, quindi, che
né X (x) né'Y (y) siano identicamente nulli, quindi possiamo dividere
per il prodotto XY, ottenendo

X// Y//

X Y’
Osserviamo adesso che il primo membro dell” Eq.(2.5) dipende solo
da x mentre il secondo solo da y. variando x nel primo membro, ma
non y, varieremmo il primo membro, ma non il secondo, analogamente,
variando y ma non x, varierebbe il secondo, ma non il primo. Ne seque,
che essendo x ed y variabili indipendenti, ['unica possibilita perché i due
rapporti siano uguali é che siano costanti, cioé

XI/ Y//

==k (2.6)

Per determinare il valore della costante k, osserviamo che le condizioni
u(0,y) = u(a,y) =0 diventano X (0) Y (y) = X (a) Y (y) = 0. Se non

(2.5)
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vogliamo che la soluzione sia identicamente nulla, cio implica che deve
essere X (0) = X (a) = 0, che conduce al sequente problema al bordo:

X'—kX=0, X(0)=X(a)=0. (2.7a)

Distinguiamo adesso 4 tre possibili casi k = 0, k > 0 e k < 0. [
primi due casi, come é facile vedere, ammettono solo la soluzione nulla
X (z) = 0. Il terzo caso si riconosce subito come un problema di Sturm-
Liouwille regolare, che abbiamo gia risolto(vedi cap. 2) e dove abbiamo
trovato che gli autovalori sono —k = n*w?/a?, mentre la corrispondenti
autofunzioni sono:

X,(2)=sin Sz, n=1,23,... (2.8)
a

ne seque che le corrispondenti funzioni Y, devono essere soluzione del
problema

n’m?

Y, —
a2

Y=0, Y,(0)=0, n=123,... (2.9)

Abbiamo, nel fare cio, traslato la condizione u (x,b) = 0 nella con-
dizione Y,, (b) = 0, mentre la condizione u (x,0) = f (z) non puo essere
cambiata in una condizione su 'Y, (0) perché f (x) non é zero.

Le soluzioni dell’Eq.(2.9) sono

Y, (y) = A, sinh @y + B,, cosh n—Wy ,
a a
e, la condizione al bordo Y, (b) = 0 implica che
Ay sinh b 4 B, cosh b = 0 .
a a
Ne seque che

B,, cosh Tb i
A, = _—mra = —B,, coth—b
sinh —b a
a
e quindi la Y, diventa

Y.(y) = Bn (COSh %ﬁy — cosh %Tb sinh %y)

sinh (b—1y)

sinh 2Zp
a
Tornando all’Eq.(2.4), si ha
.. nT
sinh — b-v)

Up (2,y) = By—— T sin;x , n=1,23... (2.10)
sinh —
a
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Rimane da soddisfare la condiziona al bordo non-omogenea u (x,0) =
f (x). Dall’espressione di u,, si ricava che

up, (x,0) = b, sin %Wx = f(z) . (2.11)

Questa condizione non puo essere soddisfatta a meno che non si possa
. . 7T
esprime f (x) nella forma C, sin —x per qualche valore della costante
a
C,. o
D’altra parte, abbiamo visto nel Cap. 2, che le funzioni sin —x for-

a
mano un insieme ortogonale su (0, a) con funzione peso w (x) = 1. Ab-
biamo inoltre visto che una funzione f(x) a quadrato integrabile puo
essere rappresentata con la serie

= nm
~ Bn in — )
f(z) ; sin —a
dove 1 coefficientt B,, sono dati da
2 [ . T
B,=-[ f(x)sin—z dx , (2.12)
a Jo a

dove 2/a é il quadrato della norma delle funzioni sin Ex su (0,a).

Ne segue che il risultato del problema dell’Es.(52) puo essere scritto
come

sinh 2~ (b—vy)

2 = [
U(I,y)NEZ/O f (x)sin =z da ‘Cilmb sin -z (2.13)
n=1 sinn —
a

A questo livello della nostra analisi la soluzione scritta nel’Eq. ¢
di tipo formale, poiché ci sono ancora questioni non risolte come la
completezza dello sviluppo e la convergenza della serie. Affronteremo
queste questioni nel Capitolo 4.

Lasciamo, per esercizio, mostrare che la soluzione trovata (1.10)
soddisfa le tre condizioni omogenee al bordo.

Cerchiamo di dare una interpretazione fisica al risultato con il seguen-
te esempio.

ESEMPIO 38. Risolvere il problema dell’Es.(52) nel caso in cui
f () = 100.

SOLUZIONE 38. Una possibile interpretazione del problema é che
stiamo cercando il potenziale in un rettangolo, sapendo che il potenziale
su un bordo € 100 Volt e sugli altri tre bordi é zero. Usando la (2.8) si
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ha
200 [ 200 a
B, = — sin Tw dr = _LEa [cos Ex}
a Jo a a mn a lo
200 200
= Z=1- (=)
2 (1 cosnm) = 2 [1 = (~1)"
0, semn € pari
= 400 o ,
— , sen é dispari .
™
Ne segue che la soluzione (1.10) diventa
., 2n+ 17
00 1 (@2n+1)q sith—— ——(—y)
u(:v,y)w—zz —— &in x I ,
= “ sinh ———~—b
(2.14)

dove abbiamo rimpiazzato n con 2n + 1 avendo solo termini dispari.
Prendendo, per convenienza di calcolo b =1 nella (2.14), per calcolare
alcuni valori del potenziale, si ha:

u(g 0) 400 ! Sin(2n+1)7rg

2’ T —~2n+1 a 2
400 o~ 1 2n+1)7m 400 = (-1)"
— _ S _
T 02n+1 2 T n:02n+1
400 1 1 1 1 1 400
= —1—-=-+=-—-=4+—-—-— =——=100
7T( 3 5 7 9 11+ T 4

100 100 (Fig.8)
Curve Equipotenziali
2.1. Esercizi.

(1) Mostrare che la (2.5) ¢ effettivamente costante, derivando rispet-
toad z o ad .
(2) Mostrare che:
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(a) Scegliendo k = 0, 'unica soluzione del problema (2.7a) ¢
la soluzione nulla.
(b) Scegliendo k£ > 0, I'unica soluzione del problema (2.7a) &
la soluzione nulla.
(3) Verificare che ognuna delle soluzioni w, (z,y) dell’Eq. (2.10)
soddisfa ’e.d.p. e le condizioni al bordo omogenee dell’Es.(52).
(4) Risolvere completamente 1'Es.(52) in ognuno dei seguenti casi:
(a) f)z =2sin3z
(b) f(z) =3sin2z + 2sin 3z
(¢) f(z) =sin2zcosx (Sugg.: ricordare che 2sin Acos B =
sin (A + B) +sin (A — B).
(5) Verificare che I'Eq.(1.10) soddisfa la condizioni omogenee al
bordo dell’Es.(52).
(6) Spiegare le difficolta che si incontrano cercando di risolvere,
col metodo di separazione delle variabili, 'equazione

Upg — Ugy + Uyy = 0 .

(7) Mostrare che ognuna delle seguenti funzioni ¢ una funzione
potenziale:
(a) u=c/r , dove r = y/22 4+ y? + 22 e ¢ & una costante
(b) u = clogr + k dove r = /22 +y? , ¢ e k sono costanti.
2zy
22— 2

(¢) u = arctan

(8) Determinare la soluzione del seguente problema al bordo:

E.D.P. Uy +uy, =0, O<z<m, O0<y<b,
C.B. u(0,y)=u(my)=0 0O<y<b,
u(x,0) = 3sinx , u(x,b)=0, 0<z<m.

(9) Calcolare il valore di w(x,y) dell’esercizio 8 in ognuno dei
seguenti punti:

Usare il metodo di separazione delle variabili per ottenere due e.d.o.
in ognuno degli Esercizi 10-14. Non risolvere le equazioni ottenute.

10. u; = ku,, , k costante.

11. uy = c*u,, ,c  costante.

12. uy = kug, +au , a,k costanti.

13. uy = kug, +bu, , b,k costanti.

14. u; = kugy +bu, +a, a,b,k costanti.

15. Determinare la soluzione del seguente problema al bordo:

E.D.P. Uyy +uy, =0, O<x<m, O<y<b,
C.B.  u(0,y)=g(y) u(my)=0 0<y<b,
u(z,0) =u(zr,b) =0, O<z<m.
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16. Determinare la soluzione del seguente problema al bordo:

ED.P. gy +1y =0, O<z<m, O0<y<b,
C.B. u(0,y)=0 u(my)=h(y) 0<y<b,
u(z,0)=u(x,b)=0, O<zx<m.

17. Determinare la soluzione del seguente problema al bordo:

ED.P. gy +uy, =0, O<z<m, O<y<b,

CB.  u(0,y)=u(my) =0 O<y<b,
u(x,0)=0 u(x,b)=0¢(x) , 0<zx<T.

18. Sia L l'operatore lineare dell’Eq.(1.1) e siano uq,ug, ..., Uy,

soluzioni di Lu = 0.
(a) Mostrare che cju; + cous + -+ + c,u, ¢ anch’essa una
soluzione, qualunque sino i coefficienti ¢y, ca, . . ., c,.
(b) Mostrare che se v ¢ una qualsiasi soluzione di Lu = G,
allora c;uj +caus+- - - +c¢,u, +v € anch’essa una soluzione.
(c) Mostrare che se v ¢ una qualsiasi soluzione di Lu = G, e u,
ed uy sono soluzioni linearmente indipendenti di Lu = 0,
allora ciuy 4+ cous + v € la soluzione generale di Lu = G.
19. Nell’Esercizio 12 operare la sostituzione

u(x,t) = v (x,t) , a,b costanti.

Mostrare che con una opportuna scelta di b le variabili possono
essere separate nell’equazione risultante per v (x,t).
20. Spiegare le difficolta che si incontrano tentando di risolvere
I’equazione
U = kg + g (1)
con il metodo di separazione delle variabili.
21. Ottenere le due e.d.o. separando le variabili nell’Equazione di
Tricomi
Ylgy + Uyy = 0.

22. sia R una regione limitata del piano xy con frontiera C' e siano
1y ed uo soluzioni dei problemi di Dirichlet

Vu;, = OinR, wuy=gysuC,
Viu, = 0in R, Uy = go su C'.
Mostrare che u = c;u; 4+ cous € una soluzione del problema di
Dirichlet
VU=0, u=g +¢gsuC,

dove ¢y e ¢y sono costanti arbitrarie.
23. Indicare in quale regione, ognuna delle funzioni dell’Esercizio
7, ¢ una funzione potenziale.
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3. L’equazione d’onda

Sebbene 'obiettivo delle note sia quello di presentare i vari metodi
di soluzione dei problemi al bordo, puo essere istruttivo, in un corso per
ingegneri, vedere quale & la genesi fisica del problema. Iniziamo, quindi,
discutendo quali siano le ipotesi fisiche e le semplificazioni necessarie
per ottenere ’equazione delle corde nella sua forma pit semplice, per
trovarne poi la soluzione.

Consideriamo una corda, di lunghezza L, fissata agli estremi. As-
sumiamo 1’asse x come la posizione della corda quando non ¢& soggetta
a forze esterne. Indichiamo con x =0 e x = L gli estremi della corda.
Quando la corda vibra, un punto della corda, al tempo ¢, assume una
posizione sul piano z,y. Cio che vogliamo determinare ¢ I’equazione a
cui soddisfa y come funzione di z e t. In altre parole, se y (x,t) rapp-
resenta lo spostamento verticale della corda, nel punto di ascissa x al
tempo t, quale equazione differenziale soddisfa la funzione y (z,t) 7

Per poter impostare correttamente il problema semplificato dobbi-
amo fare le seguenti ipotesi:

(1) La corda ¢ omogenea, cio¢, la sua sezione trasversale e la den-
sita sono costanti;

(2) Ogni punto della corda si muove su una retta perpendicolare
all’asse x;

(3) Il massimo spostamento verticale ¢ "piccolo" rispetto alla
lunghezza L;

(4) La corda ¢ perfettamente flessibile e sottoposta a tensione uni-
forme (costante) su tutta la sua lunghezza;

(5) Si ignora la presenza di forze esterne quali il peso della corda
o la resistenza dell’aria.

Consideriamo adesso una porzione della corda compresa tra i punti
Py e P, di coordinate (z,y) e (x + Ax,y + Ay) rispettivamente. In-
dichiamo con T} e T il valore della tensione della corda nei due punti.
Queste due forze agiscono, ovviamente, lungo la tangente alla curva
nei due punti, con le tangenti che formano un angolo a; e as con
lorizzontale. Indichiamo con As la lunghezza della porzione di corda
considerata ed indichiamo con p la densita di massa della corda, per
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unita di lunghezza, vedi Fig.(Fig.9).

R e T

x+ Ax

(Fig.9)
Porzione della corda vibrante

Le componenti orizzontali delle due forze T} e T> devono essere

uguali, altrimenti I'ipotesi (2) sarebbe violata. Ne segue che
—Ticosa; +T5cosap =0
0, che ¢ lo stesso
Ticosay =Thcosas =Ty, costante.
La componente verticale della corda ¢ data da
T, sina; — Tosin avy .

Poiché Ty = Ty/ cos ay e Ty = Ty/ cos ag, si ottiene

oylet) Oyt A
ox ox ’

dove 'uguaglianza si ha ricordando il significato di derivata.

Nel scrivere le forze agenti sul sistema, abbiamo ignorato il peso
della corda e la resistenza dell’aria al movimento. La legge di Newton
(seconda legge della dinamica) ci dice che

Oy (z,t) Oy(z+ALxt)] Py@1)
oz oz =PRI

dove T rappresenta la coordinata del centro di massa dell’elemento As.
l'ipotesi (3) ci permette di confondere As con Az cosi che, dividendo
entrambi i membri dell’Eq.(3.1) per As e prendendo il limite per Ax —
0, si ottiene

TO (tan aq — tan 042) = TO [

To

(3.1)

Py _ Py
092 p8t2 ’
829 282y s 1o

— 7 422 = — 2
oz Tz P (3:2)
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[’Eq.(3.2) ¢ equazione della corda vibrante, o equazione d’onda uni-
dimensionale. Poiché I’equazione ¢ iperbolica, la sua soluzione generale
¢, come mostrato nell’Es.(35), data da

y(@,t) = ¢ (x+at) + ¢ (z —at) , (3.3)
dove ¢ e 1 sono due funzioni di classe C? arbitrarie.
Assumiamo adesso la corda di lunghezza infinita’, ed imponiamo le
condizioni iniziali
y(x,0)=f(x), w(z,00=0, —-co<z<o0, (3.4)

riusciamo ad avere ulteriori informazioni su ¢ e 1. Dall’Eq.(3.3) si
ottiene

Yt (I,t) = CLQb, (ZE + CLt) - a@/), (ZE - CLt) )
dove gli apici indicano la derivazione rispetto agli argomenti. Si ottiene
quindi

ye (2,t) = 0=a¢' (z) — ay' (2) ,
che ci dice che ¢’ (x) = ¢ (x). Quindi ¢ e ¢ differiscono tra di loro al

pit per una costante, ¢ (z) = ¢ (x) + C. Ne segue che
y(x,0)=¢(z) + ¢ (z) =2¢ () + C
da cui
V(@) =51/ (@) -
1

6(x) =51/ @)+ .

Ne segue che la soluzione dell’Eq.(3.2) con le condizioni iniziali date
nella (3.4) ¢ data da

y(m,t):%[f(a:—at)+f(x+at)] | (3.5)

Riassumiamo il risultato trovato.

CONCLUSIONE 1. Il problema al bordo

E.D.P. y,. = d%y,,, —co<zr<+o0o, t>0,
C.I. y(z,0)=f(x), —oo<z<+00,
Y (,0) =0, —00 < T < 400,

ha come soluzione la funzione

Lt —at)+ f@tat) .

y(z,t) =5

"In questo caso non ci sono pin condizioni al bordo.
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Esempio 39.
E.D.P. y,, = d*yy,, —oco <z <+4oo, t>0,
C.I. y(z,0) =0, —00 < < 400,

Y (,0) =g (x), —oo<x <400 .

SOLUZIONE 39. Il nostro punto di partenza é ancora una volta la
soluzione generale data nell’Eq.(3.3):

y(z,t) =¢(x+at)+¢(x—at) .

la condizione iniziale y (x,0) = 0 implica ¢ (x) = —1p (x), quindi

y(@,t) = ¢(z+at) = o (r—at),

v (z,t) = a¢’ (x + at) + ad’ (z — at).
Ne segue che y; (x,0) = g (x) implica

1

# (@) = 500 (a) |

da cui

6 (1) — 6 (a) 1/Z@Ma

" 2
la soluzione generale del problema ¢ quindi

ymwziL[Wg@@—LHZ@m{=%éWZ@Ma

—at

CONCLUSIONE 2. dato il problema

E.D.P. y,, = a*yy,,, —oco <z <400, t>0,
C.I. y(z,0)=f(x), —co<z<+00,
Y (2,0) =g (x), —oco<z<+o0,

usando il principio di sovrapposizione, possiamo affermare che esso ha
come soluzione

y(x,t)==[f(x —at)+ f (z + at)] +i/x+atg(s)ds . (3.6)

1
2 20 )t

Questa soluzione é chiamata soluzione di D’Alambert.
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Per capire meglio 'essenza della soluzione data dall’Eq.(3.6) con-
sideriamo la posizione iniziale della corda f (x) come in Fig.(Fig.10).

f(x)
4 . (4, IxI1<1
A’:
b s
i
| |
I |
| J
| |
| |
S S > x
-1 0
lr=0

(Fig.10)

Posizione iniziale

Se la corda ha velocita iniziale nulla e la posizione iniziale & quello
indicato in figura, allora questa mostra la corda al tempo ¢t = 0. La
posizione della corda al tempo ¢ = 1/2a ha il grafico dato da

(3)-e-3r 3]

flx)
4
T"’"?
! i
| T
L1 ]él » X
21 9 1 2

1 (Fig.11)
Posizione al tempo t = 7

Come si vede, la soluzione puo essere interpretata come la propagazione

della posizione iniziale della curva in due direzioni opposte, vedi Fig.(Fig.11).
Usando t = 1/a,3/2a, e 2/a otteniamo i grafici che mostrano la

propagazione della posizione iniziale della corda nelle due direzioni,
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vedi Fig.(Fig.12).

4

B
L
.
Lg
.
>

|
L Y RN — T o9 9 [+
|

105 - SO R el o B R T 4 B vy O Gl O B i 6

= =] L) =2
t=0 r":.'l_a =2 f=5 li=x

La storia temporale della propagazione ondosa
(Fig.12)

Quando la corda ha lunghezza finita L la soluzione diventa piu
complicata a causa delle riflessioni che avvengono al bordo. Il prossimo
esempio illustra questo caso.

EseEmpio 40.
E.D.P. Yy, = a*yy,, O<z<L, t>0,
C.B. y(0,t)=y(L,t)=0, t>0,
C.I. y(z,0) = f(x) O<z<L,
Y (2,0) =0, O<z<L.

SOLUZIONE 40. In questo caso la lunghezza della corda é finita L,
essa € fissata agli estremi ed é messa in mOto da ferma (y; (x,0) =0 )
avendo posizione iniziale f (x). Per avere compatibilita delle condizioni
al bordo ed al contorno, assumiamo che f (0) = f (L) = 0.

Ripartiamo dalla soluzione generale dell’equazione d’onda
y(z,t) =¢(x+at)+¢(x—at) . (3.7)
Applicando le condizioni iniziali, come fatto nell’Es.39 si ha
v (z,t) = ad' (z+at) —a)’ (x — at) .
ye(,0) = a¢'(x) —ay’(x) =0,

c10€

y(x,0) =2¢(x) = f(z) .

Ne seque che

6()=v(@)=3/) , 0Swr<L.

Notiamo che la funzione f () ¢ definita solo nell’intervallo [0, L], men-
tre il tempo t varia in [0, +00).

Ne seque che la soluzione generale dell’Eq.(3.7) ha pieno significato
solo se possiamo estendere ¢ () oltre l'intervallo 0 < z < L.
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Usiamo le condizioni al bordo per ottenere queste estensioni. Appli-
cando le condizioni al bordo all’Eq.(3.7) si ottiene.

¢ (at) +1 (—at) =0 (3.8)

¢(L+at)+¢(L—at)=0. (3.9)

ponendo x = —at nell’Eq.(3.8) si ottiene

¥ (@)= =6 (~2) = ~3f (-x) | (3.10)

che ci permette di estendere la funzione ¥ (z) all’intervallo [—L,0]. Si
ha cioé

1/)(x):—%f(—x) , —L<x<0.

In modo del tutto analogo si ha che
1
6(r) = —5f(~1) , —L<<0.

Da notare che le funzioni ¢ (x) e ¥ (x), o che é lo stesso, la funzione
f (x), sono state estese all’intervallo —L < x < 0 per disparita.

La situazione a questo punto é che la funzione f (x) é stata definita per
disparita nell’intervallo —L < x < L.

Consideriamo adesso I'Eq.(3.9), si ottiene

1 1
—f(L+at) =—=f (L —at)
2 2
da cui, tenendo conto della disparita con cui é stata estesa f(x)
1 1
§f(L+at) :if(—L—i-at) :

Questo ci dice che qualunque sia t, la funzione f (x) deve avere lo stesso
valore per valori della variabile distanti tra di loro della quantita 2L,
cioé la funzione f(x) va estesa fuori dell’intervallo [—L, L] come una
funzione periodica di periodo 2L.

Quindi, la soluzione é

f(x—at)+ f(x+at)) , —oco<oo<+oo, t>0,

DN —

y(I,t) =

dove la funzione f (x) va intesa come una funzione estesa all’intervallo
[—L, L] per disparita ed estesa a tutto R per periodicita, con periodo
2L.
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Le figure che seguono mostrano ’evolversi della posizione della
corda, tenendo conto dei risultati trovati.

£
=5 L4 8 L2 LT~ L/4 Lf2 3L/4 é

L
1 3L
Ef{-\ + 7] ]?j{\_{i‘}
o.\““ A R e S 0 L/4 Lj2 3L/4
. T
= - — \_{ !' - >
H..____‘v'_,—-" yix. 35)
4ie L2
5 T L 0 }; i
L
;__ﬂ"‘ +1) ;—f(.\' —L) »ix, @)
(Fig.13)

3.1. Esercizi.

(1) Ottenere la soluzione di D’Alambert per l'equazione d’onda
dell’Es.(2) senza usare il principio di sovrapposizione; appli-
cando, cio¢ le condizioni al bordo alla soluzione generale.

(2) Verificare che nell’Es.(40) siha ¢ (z) = —1 (2L — x) nell’intervallo
L <z <3L.

(3) Risolvere 'Eq.(3.2) con le condizioni iniziali

y(z,0) =sinz, y(z,0)=0.

(4) Risolvere 'Eq.(3.2) con le condizioni iniziali

y(2,00)=0, y:(x,0)=cosz.

(5) Risolvere 'Eq.(3.2) con le condizioni iniziali

y(z,0) =sinz, y(r,0)=cosz .
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(6) Data una corda infinita, definiamo la posizione iniziale come:

1
alax+1), ——<z<0,
a
— 1
fle)= a(l—ax), 0<zx<-—
a
0, altrimenti .

e velocita iniziale Illulla, disegllqare il graﬁgo della soluzione per
a)t—O,b)t—%,c)t—a,d)t—% . (Sugg: Prendere
a=1).

(7) Risolvere I’Eq.(3.2) con le condizioni iniziali y (z,0) = 0 e
y (x,0) = f(x), dove f(z) & quella definita nell’Es.6.

(8) Risolvere I’Eq.(3.2) per una corda finita di lunghezza L, con
le condizioni iniziali

) (ff, O) — 5 O<x< L ,
Y (2,0) = QCOS&TT:E, O<z<L.
(9) Verificare che se f € C? e g € C', allora la soluzione (3.6)
soddisfa I'Eq.(3.2).

(10) Una variazione del metodo di separazione delle variabili con-
siste nell’operare la sostituzione

y(z,t) =X ()™ .
Risolvere il seguente problema con questo metodo:
E.D.P. gy = a®yy,, O<z<L, t>0,
C.B. y(0,t) =y (L,t)=0, t>0,
C.I. y(m,O):?)sin%Tx, 0<z<L,
Y (2,0) =0, O<z<L.

Interpretare il problema fisicamente, e spiegare perché la costante
di separazione sembra scomparire.

(11) Mostrare che se viene applicata alla corda una forza esterna
di grandezza F per unita di lunghezza, allora la risultante
equazione differenziale diventa

Yt (.I', t) = a2y$x (l’, t) + F/p .

(12) Mostrare che se la forza esterna dell’esercizio precedente ¢ il
peso della corda, allora I’equazione diventa

Yut (ZC,t) = a2y9696 (ZC,t) -9,

dove g ¢ 'accelerazione di gravita.
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(13) Mostrare che, se la corda vibra in un mezzo con attrito con
coefficiente d’attrito b (b > 0), 'equazione della vibrazione
diventa

b
Yt (I>t) = a2yxa: (I>t) - ;yt (I>t) .

(14) Mostrare che nella soluzione generale dell’equazione d’onda si
ha

L
y(z,t) = —y (L—x,t%—g)

per qualche costante positiva L. Interpretare il risultato fisi-
camente.

(15) Nell’equazione d’onda operare la sostituzione 7 = at, ed ot-
tenere

Yrr = Yza -

4. L’Equazione di Diffusione

Il processo di diffusione ¢ familiare in chimica, fisica e nelle scienze
biologiche. Se si mette un cristallo di sale in un bicchiere d’acqua,
questo inizia a sciogliersi e 1'alta concentrazione salina dell’acqua in-
torno al cristallo, si diffonde gradualmente finché, alla fina, la concen-
trazione salina € uniforme in tutto il bicchiere. Quando due gas inerti
entrano in contatto, le loro molecole si diffondono fino a quando la mis-
tura diventa omogenea. Quando mangiamo ed il cibo viene digerito,
viene mutato chimicamente in una forma che permette agli elementi
nutrienti di passare, attraverso le pareti intestinali (diffondersi), nel
flusso sanguigno.

La diffusione della materia pud essere un processo lento perché
dipende dal moto casuale delle molecole. La diffusione dell’energia,
d’altra parte, puo essere alquanto differente. la propagazione delle
onde elettromagnetiche in un buon conduttore, come ¢ ben noto, ¢ un
esempio di diffusione di energia alla velocita di circa 3 x 108 m/ sec.
In questo paragrafo vogliamo determinare ’equazione di diffusione,
cioé ’equazione che governa il processo di diffusione, sotto alcune ipotesi
semplificative. L’obiettivo viene ancora semplificato se consideriamo la
diffusione di energia sotto forma di calore, quindi la diffusione di
calore.

Considereremo un materiale che siatermicamente isotropo, un ma-
teriale, cioé, la cui densita, calore specifico e conducibilitd termica
siano indipendenti dalla direzione. Assumiamo inoltre i seguenti fatti
riguardanti la conducibilita termica, tutti riconducibili all’esperienza:

(1) 1I calore fluisce da una regione a temperatura pit alta ad una
a temperatura pit bassa.
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(2) 1I flusso di calore attraverso la superficie di un mezzo ¢ pro-
porzionale al gradiente di temperatura in direzione normale
alla superficie stessa.

(3) la variazione di calore in un corpo, quando la temperatura
varia, € proporzionale alla sua massa ed alla variazione di tem-
peratura.

Consideriamo adesso una regione V' limitata da una superficie chiusa
S (vedi Fig. (Fig.14)).

(Fig.14)
Flusso di calore attraverso una superficie.

Se indichiamo con u (x,y, z, t) la temperatura nel punto P (z,y, 2) ,
allora la variazione di quantita di calore attraverso la superficie S &

data da 10 p

u
dove () é la quantita di calore trasferito attraverso ’elemento di super-
ficie dS, n é la normale esterna all’elemento di superficie dS nel punto
P’, K ¢ il coefficiente di conducibilita termica del mezzo. du/dn
rappresenta La derivata direzionale di u nella direzione del versore

n. Ne segue che la variazione complessiva della quantita di calore in V'

¢ data da
K//Vu-ndS,
S

con l'integrale esteso, ovviamente a tutta la superficie.
Se non ci sono sorgenti o estrattori di calore, allora questa quantita
di calore deve essere bilanciata da un’equivalente perdita di calore del

corpo, cioe
ou
—d
v

dove ¢, p sono, rispettivamente, il calore specifico e la densita del corpo,
che abbiamo supposto costanti
Uguagliando i due integrali si ottiene

K//Vu-ndS :cp///%d\/
S v
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ed applicando il teorema della divergenza all’integrale di superficie

//Vu-ndS :/7 Vu dV

S |4

K /Z/ i [[f i

0, equivalentemente

///(KVQUdV—cp%>dvzo,
Vv

e poiché la regione V' ¢ arbitraria, questo implica che deve essere zero
I'integrando, cosi si ottiene

si ottiene

KV dV =c p%

w=kVi, k=—, (4.1)

K
cp
dove il coefficiente £ ¢ chiamato anche coefficiente di diffusivita ter-
mica (o coefficiente di trasporto) del materiale. L’Eq.(4.1) ¢ 'equazione
del calore o equazione di diffusione.

Vogliamo concludere questo paragrafo con alcuni esempi che illus-
trano ’equazione del calore unidimensionale.

EsEmPpi0 41. Gli estremi di una barra di lunghezza L sono tenuti a
temperatura zero e la distribuzione iniziale di temperatura é data dalla
funzione f(x). Determinare la temperatura della barra in ogni punto
ed ad ogni tempo.

SOLUZIONE 41. Traduciamo il problema dato in linguaggio matem-
atico, si ha

E.D.P. Uy =k ugy O<z<L, t>0,
C.B. u(0,t)=u(L,t)=0 t>0,
C.I: u(xz,0)=f(z), O0<z<L.
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Il problema é mostrato graficamente nella Fig.(?7?).

)
&
solamento
0
e T e e e T e T T T X
0-. e S e T T L_O
u(x, 0) = f(x) (&0

Flusso di calore.

Poiché lequazione differenziale e le condizioni al bordo sono omoge-
nee, possiamo usare il metodo di separazione delle variabili. Ponendo
u(z,t) = X ()T (t) e sostituendo nell’equazione, si ottiene

T/ XII

KT~ X
dove abbiamo scelto la costante negativa (—)\2 ). Ci sono due ragioni
per questa scelta, primo, il problema in X (x) é un problema di Sturm-
Liouwville che ammette la sola soluzione nulla se la costante é positiva
o nulla, secondo, la soluzione del problema in T (t) deve tendere a zero

quando t — +00 per ovvie consideraziont fisiche.
1l problema di Sturm-Liouville

X'+XM¥X=0, X(0)=0, X(L)=0,

—)\2

ha autovalori n?, n =1,2,..., con corrispondenti autofunzioni
nmw

Xn(x):sinfx , n=12 .. (4.2)
L’equazione differenziale
kn’n?
T + 2 T=0
ha soluzion:
knn?
T, (t) = exp (— 73 t> , n=12,... (4.3)

Nelle Eq.(4.2) e (4.3) abbiamo messo, arbitrariamente i coefficienti
arbitrari di integrazione uguale all’unita, poiché le funzioni X, (z) e
T, (t) sono note a meno di una costante arbitraria.

Sebbene un prodotto della forma

(2.1) = by s nm kn27r2t
n \L, 1) = Op Sl —T €X T 19 )
u, (x sin —= exp T3

soddisfi ’equazione di diffusione, essa, in generale, non soddisfa le con-
dizioni iniziali. Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti,
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consideriamo

e cerchiamo di trovare il valore dev coefficienti b,.
St ha,

u(2,0) =) bysin —v=[(7) (4.5)

e, si puo vedere che, sotto ragionevoli restrizioni sulla funzione f(x),
st ha

o (L
b, = z/o f (x)sin %x dx . (4.6)

Questo é possibile poiché linsieme delle funzioni

{sinn—g:c, n:1,2,...}

é un insieme di funzioni ortogonali sull’intervallo (0,L) con funzione
peso w (x) = 1.
Ne seque che la soluzione del problema dato puo essere scritta come

00 L 2,2

u(z,t) = %nz;l (%/0 [ (x)sin n_grx d:r> sin n—;x exp (—]mL; t) :

(4.7)
Vogliamo ancora ricordare che rappresentare una funzione f (x) come
serie di funzioni seno puo richiedere delle restrizioni su f (x). Sara
necessario esaminare le condizioni sotto le quali la serie nell’Eq.(2.11)
converge e puo essere derivata. Questo problema sarda affrontato nel
Capitolo 4.

Da notare che dall’Eq.(2.11) si ricava che
lim w(x,t)=0

t—-+4o00
se i coefficienti b, sono limitati. In questo caso, chiamiamo u (z,t)) =
0 la soluzione stazionaria del problema dato. Infatti, questa & la
soluzione del problema dopo che si sono dissipati gli effetti dovuti alla
distribuzione iniziale di temperatura.. Poiché la soluzione stazionaria
non dipende dal tempo, essa puo essere ottenuta ponendo u; uguale a
zero nell’Eq.(4.1), risolvendo cioe

W' (x)=0, u(0)=0, u(L)=0.

La soluzione dell’Eq.(2.11) ¢, invece, chiamata soluzione del transi-
torio.
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4.1. Esercizi.

(1) Con riferimento all’Eq.(4.1) mostrare che se ¢’¢ una sorgente
uniformemente distribuita su V', data dalla funzione f (x,y, z, t),
allora ’equazione di diffusione diventa

EV2u + i = % .
cp Ot
(2) Mostrare che ’equazione ottenuta nell’Esercizio 1 diventa una
equazione di Poisson se u ¢ indipendente da ¢ e, in aggiunta,
un’equazione di Laplace se non ci sono sorgenti di calore.
(3) Nell'ottenere 'Eq.(4.1) si & assunto che K fosse costante. Mostrare
che 'equazione di diffusione, se K & una funzione della po-

sizione, diventa

V-KVu = cp% .

(4) Mostrare che il problema di Sturm-Liouville
X"(x)=-XNX(x)=0, X(0)=0, X(L)=0,

ammette solo la soluzione nulla se \ ¢ reale.
(5) Trovare le autofunzioni del problema di Sturm-Liouville

X"(@)+NX(r)=0, X(0)=0, X(L)=0.

(6) Trovare le specifiche soluzioni del problema dell’Esempio (41)
in ognuno dei seguenti casi:

(a) f(z) = 3sin %x ;

(b) f(z) =2sin S%x ;
(c) f(z) = 2sin3%x+381n2%x :
(7) trovare la soluzione stazionaria del problema dell’Esempio (41)
in ognuno dei seguenti casi:
(a) u(0,t) =0, w(L,t)=100,
(b) u(0,¢) =100, wu(L,t)=0,
(c¢) u(0,t) =wu(L,t) =100,
(d) w(0,t) =50, w(L,t)=100.
(8) Mostrare che I'equazione di diffusione unidimensionale ¢ di
tipo parabolico.
(9) Sia u(x,t) = f(ax+bt). Mostrare che in tal caso f deve
essere della forma

exp (ax + ka2t) ,

Vi iv i Al = kg -

dove a # 0 se si vuole soddisfare I’equazione u; = ku

(10) Nell’esercizio 9, porre a = iw, dove i? = —1 e w & una costante
reale positiva.. Mostrare che in questo caso la funzione

u(z,t) = (Acoswz + Bsinwz) exp (—kw?t)
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soddisfa I’equazione del calore, ed ha inoltre la proprieta

lim w(z,t)=0.

t——+o00

(11) Mostrare che con la sostituzione ¢t = c7 nell’Eq.((4.1), e mostrare
che per una particolare scelta di ¢ ’equazione diventa

u, = Vu .
(12) Mostrare che 'insieme di funzioni
{sinnz, n=12,...}

¢ ortogonale nell’intervallo (0, 7) con funzione peso w (z) = 1.
Operando il cambiamento di variabile

s
r=—=s,

L

mostrare che l'insieme di funzioni
. ™
{Slnfs , n= 1,2,...}

¢ ortogonale nell’'intervallo (0, L) con funzione peso w (s) = 1.

5. Forme canoniche

Nel Paragrafo 3.1. abbiamo discusso la classificazione delle equazioni

lineari del secondo ordine, cioé di equazioni del tipo

A(l’,y) Ugy + B (x,y) uxy + C(%,y) uyy

(5.1)
+D (z,y) uz + E (2, y) uy + F (z,y)u = G (2,y)

la parte principale dell’Eq.(5.1) consiste della parte del secondo or-
dine

A(2,Y) Uge + B (2, ) Uzy + C (2,Y) Uyy

ed il discriminante ¢ la quantita B? — 4AC. Nelle regioni nelle quali
B? — 4AC < (0 l'equazione ((5.1) ¢ detta di tipo ellittico; dove B* —
4AC > 0 ¢ detta di tipo ellittico e dove B%? — 4AC = 0 ¢ detta di
tipo parabolico.

Consideriamo adesso 'effetto, sull’equazione, del cambio di coordi-

nate dato da

§:§(x7y>

n=n(zy) . 52)

Si ha

Uy = Uy 4 UnT),,

Uy = ug, + uyn,

Uy = Uge€y + 2en€ oMy + Uy + Ul gy + U

Ugy = uffgzgy + Ugy (5x77y + &,%) + UpnNz1y + u&fxy T UMy
Uyy = u§§§§ + 2ugn&,n, + Unnnf, + Uy, + Uty -
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Con queste sostituzioni, ’'Eq.(5.1) diventa

A\(l} ?/) Uge + E (17» ?J) Ugy + 6 (17: y) Unn

+D (x,y) ue + E (z,y) uy + F (x,y)u =G (z,y) , (53)
dove
A = A2+ B, +08 (5.4)
B = 24&m, + B (&, +&,m,) +2CE,m, | (5.5)
C = AP+ Bn,n, + an , (5.6)
D = Ag,, + B¢, +C¢,, + DE, + EE, (5.7)
E = An, + Bn,, + Cn,, + Dn, + En, . (5.8)

Se B # 0, allora 'Eq.(5.1) puo essere trasformata nell’Eq.(5.3) con
B = 0 con una trasformazione di coordinate che coinvolge una rotazione
d’assi. Sia

x =E&cos —nsinb |

y==E&sinf +ncosb . (5.9)
Con questa trasformazione, 'Eq.(5.5) diventa
—Asin20 + Bcos20 4+ Csin20 =0
o
A-C
20 = ——— . 1
cot 20 5 (5.10)

EsemMpPio 42. Usare la rotazione d’assi per eliminare la derivata
mista in
Ugg + Ugy + Uyy +uy, =0 .

SOLUZIONE 42. Prima di tutto, osserviamo che l’equazione é di
tipo ellittico. Quindi, usando I’Eq.(5.10) si ha che cot20 = 0, cioé
0 = /4 m. Usando questo valore nell’Eq.(5.9) si ha

1 1
] |V VB¢
y RIS 7
V2 V2
Poiché questa matrice 2 X 2 é una matrice ortogonale, cioé una
matrice la cui inversa é uguale alla trasposta, si ha

14
§ V2 V2 T
[ ]: LY [y]. (5.11)

NG
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Possiamo usare I’Eq.(5.11) per calcolare 2, E, C e D cosi come dati
nell’Eq.(5.4)-(5.7). Si ottiene

3 1 V2
iyt = Ty

Nell’Esempio (42) la parte principale dell’equazione, cio¢

Ug - (512)

Uge + Uy + Uyy

puo essere confrontata ad una forma quadratica con matrice

A
M = \?1\@

V2 V2
Eliminare il termine u,, ¢ equivalente alla diagonalizzazione della ma-
trice M (vedi sotto). poiché M & una matrice simmetrica, pud essere
diagonalizzata con una matrice ortogonale. Gli elementi della diago-
nale, della risultante matrice diagonale, sono gli autovalori della ma-
trice M. Lasciamo per esercizio la dimostrazione che gli autovalori di
m sono 3/2 e 1/2.

OSSERVAZIONE 7. Ogni vettore non nullo x nel piano, che soddisfa
l’equazione Mx = Ax ¢ un autovettore di M, ed il corrispondente
scalare X é chiamato autovalore di x. Una matrice quadrata P con
la proprieta che la sua inversa P~ ¢ uguale alla sua trasposta PT
(si ottiene scambiando le righe con le colonne) é chiamata matrice
ortogonale. Una matrice simmetrica M (le righe sono uguali alle
corrispondenti colonne) puo essere diagonalizzata, il che significa che
si puo trovare una matrice ortogonale P tale che la matrice P'MP ¢
una matrice diagonale.

Vogliamo notare che nella trasformazione di coordinate (5.9) si as-
sume che le funzioni £ e 1 sono funzioni di classe C? e che il determi-

nante
e s
Nz Ty

chiamato Jacobiano® ¢ diverso da zero nella regione di interesse. Si
puo mostrare che, sotto queste condizioni, il segno del discriminante ¢
costante, poiché

B2 —4A C = J? (B? - 4AC) . (5.13)

se un’equazione ¢ di tipo iperbolico, puo essere trasformata in forma
particolarmente semplice, usando una trasformazione di coordinate che

8Carl G. Jacob (1804-1851), matematico tedesco.
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portaa A = C' = 0. Vogliamo notare che dalle Eq.(5.4) e (5.6) si ottiene
che entrambe le equazioni avranno la forma

Ad2 + Bo,p, +C =0 .

Assumendo che ¢, # 0, quest’ultima equazione puo essere scritta come

AN i _
A<¢y) +B(¢y>+6’ 0. (5.14)

Lungo ogni curva ¢ (z,y) =cost, si ha
do = ¢, dx + ¢,dy =0,
cioe
O _ _dy
9, dr
ne segue che 'Eq.(5.14) diventa

dy 2 dy 2
A=) = B[—= =
(dx) (dx) +C¢=0,

dy B+ VB?—4AC
dv 2A ’

chiamata equazione caratteristica dell’'Eq.(5.1). Le soluzioni di
questa equazione sono chiamate curve caratteristiche (o caratteris-
tiche) dell’Eq.(5.1). Lungo le caratteristiche le equazioni alle derivate
parziali prendono la forma piu semplice. Vogliamo studiare questa
forma chiamata forma canonica (o forma normale) in dettaglio.

da cui si ricava

(5.15)

Equazioni paraboliche
In questo caso, B? —4AC = 0, e 'Eq.(5.15) si riduce a
dy _ B
der 2A°
Ovviamente, A e C' non possono essere entrambe nulle. Assumiamo
A # 0. Ne segue che la soluzione dell’Eq.(5.16),

(5.16)

Y (z,y) = costante

implica che da £ = 9 (x,y) =cost definisce una sola famiglia di carat-
teristiche. Il valore di 7 ¢ arbitrario con 1'unico vincolo che che sia una
funzione di classe C? e che lo Jacobiano J non sia zero.

Esemr10 43. Trasformare ’equazione differenziale
22Uy + 2TYUygy + y2uyy = 422

in forma canonica, e risolvere l’equazione risultante.
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SOLUZIONE 43. L’equazione data é di tipo parabolico su tutto R? e
I’Eq.(5.16) diventa
dy _y
de =
Quest ultima equazione ha soluzioni date da y/x =costante; ne seque
che possiamo possiamo operare il sequente cambio di coordinate

Y
52_7

X
n=y.

ne seque che A=B=0eC = n?, cosi lequazione differenziale data
diventa

Wty = 4_772 0 Up = 2 :
& &
Integrando rispetto a n, si otliene
4n
Uy = —5 + f ()
3
e
21
u(én) = ol () +g(&) -

Ritornando nelle variabili originali si ottiene la soluzione generale
u(z,y) =22 +yf <£> +g (g) :
x x

Notiamo che 'Eq.(5.14) puo essere riscritta come
¢ ¢\
A+ B (—y +C 2] =0.
o s

dv _ B+vB>—-4AC (5.17)

dy 20 '
invece che all’Eq.(5.15). Se A = 0 e C # 0, allora si puo usare
I'equazione caratteristica (5.17). Ne segue che nel caso di equazioni

paraboliche la loro forma canonica é data da

uge = H (ug, uy,u, &) (5.18)

che porta a

Uy = H (’ng, Up, U, 57 77) ) (519)
dove H rappresenta una funzione lineare nelle variabili indicate.

Equazioni iperboliche
Nel caso delle equazioni iperboliche, le equazioni caratteristiche

dy B=+VB?—41AC
de 2C
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ha due radici reali e distinte se A # 0. Indichiamo queste soluzioni con

¢1 (x,y) € ¢2 ($7y) :

Quindi, la trasformazione di coordinate

§ = 1/J1 (.f, y)
n = ¢2 ('Ia y)
conducono al risultato A = 6 = ( ed alla forma canonica
ugy = H (ug, uy,u,&,m) (5.20)

Risultato analogo si ottiene se A =0, ma C # 0.
ESEMPIO 44. Trasformare l'equazione differenziale
Uz — (28IN2) Uyy — (cOS” ) Uy — (cOST) Uy =0
i forma canonica e risolvere poi l’equazione.

SOLUZIONE 44. Qui si ha che B?> — 4AC = 4, quindi 'equazione ¢
ovunque iperbolica. Le soluzioni dell’equazione caratteristica

dy
“2 = —sinzt1
o sinx
500

Uy (r,y)=cosc+x—y=c1 e Yy(r,y)=cosx—x—y==cy.
Operiamo quindi il sequente cambiamento di variabili
& = cosx+ax—y
N = CcoST—T—Y.

Ne seque che A=C=D=FE=0eB= —4, quindi la forma canonica
diventa ug, = 0. Se ne ricava che us = h (§) eu=g (&) + f(n) da cui

u(z,y) = f(cosz —x—y)+g(cosx+x—y) ,
dove [ e g sono due funzioni arbitrarie delle variabili indicate.

Il prossimo esempio illustra il caso di un’equazione iperbolica nella
quale B = 0.

EsEmP10 45. Trasformare ’equazione differenziale
2 2
T Ugy — Y Uy =0
in forma canonica e risolvere poi l’equazione.

SOLUZIONE 45. In questo caso si ha B* — 4AC = 422y? > 0 che
mostra che ’equazione ¢ iperbolica ovunque ma non lungo gli assi x e
y. Consideriamo allora, per esempio, il primo quadrante. L’equazione

caratteristica
dy _ Y

dx T
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ha come soluzioni y = c1x e y = cy/x. ne seque che la trasformazione
di coordinate é data da

88|

Yy .

Ne seque che A=C =E =0¢B=—4y>=—4¢n e D = 2y/x = 2€.
L’equazione differenziale diventa quindi

1
Ugny — %Ug =0 y (521)

che ¢ equivalente alla forma canonica data dalla nell’Eq.(5.20). Si puo
risolvere I'Eq.(5.21) osservando che essa é una equazione differenziale
del primo ordine in ug. Si ottiene quindi la soluzione

w(&n) =n"?f () +gn) ,
c10€

w(e,y) = Vs (2) +g () -

Le curve caratteristiche sono mostrate in Fig (77?)

y 27

057

t t t |
0 0.5 1 1.5 2

Curve caratteristiche
Equazioni ellittiche
Nel caso delle equazioni ellittiche, le equazioni caratteristiche hanno
soluzioni complesse coniugate. Quindi, per poter avere soluzioni reali
si devono compiere due trasformazioni di coordinate. Illustriamo il
procedimento con un esempio.
EsEMPIO 46. Nella regione nella quale [’equazione

2
TUgy + Uyy = T

é ellittica, trasformare [’equazione in forma canonica.
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SOLUZIONE 46. Poiché B?> —4AC = —4x, l'equazione ¢é ellittica nel
semapiano x > 0. In questa regione le equazioni caratteristiche sono
dy
= = iz 1/?
dx

che ammettono come soluzione le funzioni
y:2ixl/2—|—cl e y:—2ix1/2+02.
Operiamo, dapprima, la trasformazione di coordinate
o = y+2'%,
T = y— 221/2; ,

ma, poiché queste sono complesse, operiamo una seconda trasformazione
data da

£+,
T = £—in.
1l risultato complessivo di queste due trasformazioni da
E=y e n=2z"?.

Ne seque che siha A=C =1, B=D=0¢FE = —127Y2 cosi che la
forma canonica dell’equazione diventa

772

16
Osserviamo che, in generale, la forma canonica di una equazione
ellittica puo essere scritta nella forma

Uge + Upy = H (ug, uy,u, §,1m) (5.22)

L’esempio piu semplice di equazione ellittica ¢ I’equazione di Laplace.

Per riassumere, le equazioni paraboliche hanno una sola famiglia di
curve caratteristiche date da & = cost, le equazioni iperboliche hanno
due famiglie di curve caratteristiche date da & = cost e n = cost,
che formano un sistema di coordinate curvilinee, mentre le equazioni
ellittiche non hanno curve caratteristiche reali.

U& + Um] = Eun +

5.1. Esercizi.

(1) Usare la trasformazione di coordinate definita nell’Eq. (5.2)
per calcolare ognuna delle seguenti derivate parziali:

(a) uy € uy,

(b) Uy, Usy € Uy ( Sugg:ARicordare che & = g—g% + 2—2%})
(2) verificare che i coefficienti A, B, etc. sono dati dalle equazioni

(5.4)-(5.8).

(3) Risolvere:
(a) le Eq.(5.9) trovando &, n in termini di z,y.
(b) Usare il risultato trovato in a) per calcolare B (z,y) dell’Eq.(5.5).
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(¢) mostrare che ponendo B (z,y) = 0 in b), si ottiene (se

B #0)
A-C
t20 = —— .
co iz
(4) Mostrare che I’equazione differenziale dell’Esempio (42) & ovunque
ellittica.

(5) Fare i calcoli per arrivare all’Eq.(5.12).
(6) Usare la trasformazione di coordinate

Y
== ¢ n=y
x
per calcolare A, B,C, D e E, nell’Esempio (43).
(7) Calcolare A, B,C, D e F, nell’Esempio (44).
(8) Mostrare che le soluzioni di

SONO Y = 1T € Y = o/ .
(9) Ottenere I’'Eq.(5.21) dell’Esempio (45).
(10) Risolvere I’'Eq.(5.21). (Sugg: Operare la sostituzione us = v)
(11) Nell’Esempio (46) sviluppare i conti per arrivare a

E=y e n=2
(12) Calcolare A, B,C, D e E, nell’Esempio (46) per ottenere poi
la forma canonica indicata.

(13) Verificare, derivando, che le funzioni date risolvono le equazioni
date nei vari esempi.

(a) u(z,y) =222+ yf (%) +g (%) (Esempio (43).)

(b) u(x,y) = f(cosx —x —y)+ g(cosz +z —y) (Esempio
(1)),

(©) u(w,y) = Ef (2) +9g(xy) (Esempio (45)).
(14) per ognuna delle seguenti equazioni, determinare le regioni
dove le equazioni sono ellittiche, paraboliche o iperboliche:
(a) Uza + YUy + TUyy = 7Y
(b) YUy — Uy +u =0
(C) TUzg + gy + YUy + TUy + uy = 0
d) 1—= )um 20Yuzy — (1 — y*) uyy =0
(e) 16uyy + 2?uy, =0
(f) 4um Btugy + 4uy, =1
(8) *upe — yuy, = vy
(15) Calcolare lo Jacobiano

/)
L, Y

per ognuna delle seguenti trasformazioni.
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@) =p5@t+y . n=p-rt+y)
(b) E=ylz, n=y

(c) E=cosz+ax—y, nm=cosx—x—y
(d) E=ylz, n=uxy

e) =y, n=21'2

(
(16) Dimostrare che
B2 —4A C = J? (B* - 4AC) ,
dove J ¢ lo Jacobiano della trasformazione.
(17) Trovare gli autovalori della matrice

M:(l 1/2>'
1/2 1



CHAPTER 5

Serie di Fourier

1. Introduzione

Questo capitolo ed il prossimo possono essere considerati di tran-
sizione relativamente allo studio, che stiamo facendo, dei problemi al
bordo. Fino a questo punto abbiamo ripassato alcuni concetti fonda-
mentali delle equazioni differenziali ordinarie (Capitolo 1). Continuer-
emo a fare riferimento a queste nozioni e concetti, con i Paragrafi 1.3
e 1.5 che giocano un ruolo prominente in tutto il resto del capitolo.
Ci riferiremo anche ai problemi di Sturm-Liouville ed alla rappresen-
tazione delle funzioni come serie di funzioni ortonormali (Capitolo 2).
Considereremo problemi al bordo pit generali di quelli considerati nel
Capitolo 3. Nei prossimi capitoli, tratteremo poi, in dettaglio, sia i
problemi del potenziale che quelli del calore e delle onde in una e anche
piu dimensioni spaziali ed in diversi sistemi di coordinate.

Come preliminare a tutti questi problemi, presentiamo ora una
branca dell’analisi matematica che si & sviluppata nel diciottesimo se-
colo. Era il 1713 quando Taylor suggeri che la funzione

. T

sin +
potesse essere usata per spiegare il moto stazionario di una corda vi-
brante di lunghezza L avente gli estremi fissati. Nel 1749 e 1753
D’Alambert ed Eulero pubblicarono lavori nei quali si discuteva dello
sviluppo di una funzione in termini delle funzioni coseno. A quei
tempi, si stava studiando un problema di astronomia che coinvolgeva lo
sviluppo del reciproco della distanza tra due pianeti in serie di coseni
di multipli dell’angolo compreso tra i raggi vettori. Nel 1811" Fourier
sviluppo l'idea di sviluppare una funzione in serie di seni e coseni,
sviluppo che viene oggi generalmente usato.

2. Coefficienti di Fourier

Nel Paragrafo 2.4 abbiamo rappresentato una funzione continua a
tratti f (z) attraverso una serie di funzioni ortonormali.

1 lavoro fu presentato da Fourier nel 1807 ma respinto da Lagrange, uno degli
esaminatori, probabilmente perché egli non capi come il moto di una corda vibrante
potesse essere periodico rispetto alle coordinate spaziali.

141
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Sia dato l'insieme di funzioni

{¢; () , i=1,2,...}

ortonormale nell’intervallo [a, b] con funzione peso w (), cioé

[ w@owe @a=s,
Allora si ha .
Fla)~ D edi(a) 2.1)
e R
6= (100 = [ 0@ o) f ) da (2:2)

dove il simbolo ~ significa "¢é rappresentato da, nel senso della conver-
genza in media’.
Abbiamo gia dimostrato (vedi Par. 2.3) che gli insiemi

{sinnz, n=12,...} e {cosnz, n=0,12...}

sono ortogonali su [0, 7] con funzione peso w (x) = 1. Dividendo og-
nuna delle funzioni, degli insiemi sopra definiti, per la propria norma
si ottengono due famiglie di funzioni ortonormali

{\/Q/_man, n:1,2,...} (2.3)
{%,\/%cosnx, n:1,2,...}. (2.4)

lasciamo per esercizio di mostrare che 'insieme

1 1 1
——,—=cosnr ,—sinnr, n=12 ... 2.5
{\/ o2r’ /T NZ3 } (25)
¢ ortonormale nell'intervallo [—7, 7] con funzione peso uno (Esercizio
2).
usando 'insieme ortonormale (2.5) possiamo scrivere la serie di
Fourier associata alla funzione f () :
1 (o @]
f(z)~ 500 + Z a, cos nx + by, sinnx . (2.6)

n=1

In questa rappresentazione i coefficienti di Fourier sono dati da:

1 ™
an:—/ f(x)cosnx dr, n=0,1,2,... (2.7)
m —Tr

bn:l/ f(x)sinnx dr, n=12,,.... (2.8)
™ -7

Osserviamo subito che perché una funzione f (r) ammetta una se-
rie di Fourier, come quella data dalla (2.6) valida anche all’esterno
dell’intervallo [—, 7] bisogna che la funzione sia periodica di periodo
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2w, Questo e, ovviamente, dovuto al fatto che i termini della serie
sono tutti periodici di periodo 27. Ricordiamo qui, per completezza,
che una funzione & detta periodica, con periodo P, se si ha che

f(z)=f(z+P)

per tutti i valori di x.

E’ ovvio che questo fatto non rappresenta una restrizione quando
noi siano interessati solo a rappresentare la funzione nell’intervallo
[—7, 7).

Una seconda proprieta della funzione ¢ che questa deve essere liscia
a tratti. Ricordo che una funzione ¢ detta liscia a trattise f (z) e f'(x)
sono entrambe continue a tratti. Nella Fig. 4.2.1 qui sotto, la funzione
f (x) soddisfa a questa condizione, mentre la funzioneg (x) no.

f(x) £(x)

/() ,x /(@)
9(0) 7 (@)

(Fig. 4.2.1)

Condizioni sufficienti (ma non necessarie) per ottenere la rappre-

sentazione di Fourier di una funzione assegnata, sono date nel Teo-

rema (14). Queste condizioni sono chiamate condizioni di Dirichlet,

poiché furono date da Dirichlet in lavori pubblicati dapprima nel 1829
e poi nel 1837.

THEOREM 14. Se f (z) € un a funzione periodica di periodo 27 e
liscia a tratti nell’intervallo —m < x < m, allora la rappresentazione
(2.6) della funzione f (x) converge ad f () in tutti i punti in cui f (x)
é continua e converge alla media dei limiti destro e sinistro di f (x) nei
punti di discontinuita di f (z).
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Ad oggi il problema della convergenza delle serie di Fourier ¢ in-
soluto. Sappiamo che le condizioni di Dirichlet non sono necessarie e
conosciamo condizioni necessarie che non sono pero sufficienti. per i
nostri scopi ci basta dire che le condizioni del Teorema (14) sono soddis-
fatte da una ampia classe di funzioni che si incontrano in matematica
applicata, quindi, a questo livello, non entreremo pit in profondita nello
studio della teoria. Illustreremo, con i seguenti esempi, come si ottiene
la rappresentazione di Fourier delle funzioni.

ESEMPIO 47. Trovare la serie di Fourier della funzione periodica,
di periodo 2w, definita da
, per —w<m<O0,
, per0<ax<m,
f (@)= P

0
x
s
— =4 .
5 per x s

SOLUZIONE 47. La funzione é rappresentata nel sequente grafico.

f(x)

T
/ / /
27 -7 0 T 27

Notiamo subito che la funzione soddisfa le condizioni di Dirichlet del
Teorema (14). Usando ’Eq.(2.7) si ha:

1 [" 1 (7
a, = — f (z) cosnxdx = —/ x cos nxdz
-7 0

™ ™
s

1 /xz . 1
= - —31nna:+—2(zosnx
T™A\n n

= — (cosmn —1)
™m

0

1 0, sen e pari ,

S
mn? —— , sen ¢ dispari .
™m

L’integrazione é stata fatta per parti.
Lo schema precedente non va bene per la ricerca del coefficiente ag per
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il quale si ha

Il termine costante della serie di Fourier ag/2 é quindi il valore medio
della funzione nell’intervallo. Si cercano adesso i coefficienti b,, per
i quali, usando la (2.8) si ha:

1 1 ["
b, = — / f (z)sinnxdr = — / x sinnxdx
7r 7 Jo
1 ( T 1 )ﬂ
= — — cosnx + — sinnx

T n? 0

1 (—1)"*!

——cosnm = —.
n n

La rappresentazione di Fourier della funzione data é quindi:

+i 2 cos ( 2n—1) N (—172”rl , (2.9)

5 sin nx
™ 1)

n=1

Abbiamo wusato il simbolo di = sapendo, dal Teorema (14) che la se-
rie converge puntualmente al valore di f (x) nei punti in cui f(x) é
continua ed al valore medio del salto nei punti di discontinuita.

Possiamo disegnare approssimazioni della serie (2.9) considerando
la somma dei primi N termini della serie stessa

N n+1
2cos(2n =Dz (=1) :
+ + sin nx 2.10
Z ™ (2n—1)° n (2.10)

n=1
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2.5

il

057

-4 LT 2

-1

g

1 2

]
=]
ra

: %
11 grafico dell’Eq.(2.10) per N=>5,10,20

Come si puo notare dai grafici, nel punto x = 7~ il grafico sale
sopra il valore massimo della funzione, cosi come nel punto z = 7+ ne

scende sotto.
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Questo fenomeno, caratteristico della rappresentazione in serie di
Fourier (ed anche altre) nei punti di discontinuita della funzione é noto
come fenomeno di Gibbs?. Questo aumento e diminuzione ammon-
tano, nel loro insieme, a circa il 18% della distanza dei valori nella dis-
continuita. Questo evento persiste anche considerando somme parziali
con molti termini.

ESEMPIO 48. Rappresentare in serie di Fourier la sequente funzione

r+2, per—2<x<0,
flz) = 1, per 0 <x <2,

flz+4)=f(2).

SOLUZIONE 48. Il grafico della funzione é rappresentato in figura.

f(x)

Grafico della funzione dell’esempio

La funzione soddisfa le ipotesi del Teorema (14) eccetto il fatto che il
periodo € 4 invece di 2m. Questo puo essere facilmente ovviato con un
cambio di variabile
™
—t .
2
T . .
Ne seque che dx = Edt e quindi le Eq. (2.7) e (2.8) diventano

Tr =

1 2
an:—/ f(x)cosﬁxdx, n=20,1,2,...,
2/, 2

1 2
bn:—/ f(x)sinﬁxdx , n=1,2...,
2 /), 2
rispettivamente. Da queste due st ricava:
ag = 2

2Josiah W. Gibbs (1839-1903) fisico matematico americano.
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1 1 [?
a, = = (x + 2) cos —a:dx + — cos ﬂ:L"alx
2 2 Jo 2
4
= 3 sen €& dispari, zero altrimenti;
n
I 1 /2
by, = 5/2 (:L‘+2)sin%:rd:r+§/0 Sinn—;xdx
2 . . .
= —— sen é pari, zero altrimenti.
nm
Quindi
4 & 1 (Qn—i—l 1 & smmr
r)=14+— cos - — (2.11

Possiamo ottenere una informazione utile dalla serie (2.11) ponendo
z = 0. In tal caso si ha

4 1

D’altra parte, sappiamo dal Teorema (14) che f(0) = 3/2, da cui

discende
2

Z2n+1 8

n=1

2.1. Esercizi.
(1) Mostrare che la funzione
{ Vi—22, 0<z<1

€Tr) =
9(@) T, l<z<?2

¢ continua a tratti ma non liscia a tratti su (0, 2).
(2) Mostrare che i coefficienti di Fourier di una funzione f (z) che
¢ liscia a tratti su [—L, L] e periodica di periodo 2L sono:

1 /L
:E/Lf(x)cosn—;xdm, n=0,1,2,..., (2.12)

1 L
:z/_Lf(x)sin%xdx, n=12,..., (2.13)

(3) Scrivere le serie di Fourier delle seguenti funzioni

r, —nm<zx<0

f(I)Z{ , [ (@ +2m) = f(x)

0, O<z<m
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_ 1, —-2<x<0 4 —
F@ =3y geaiy o JEE=1@
(c)

B 2, —-1l<xz<0 o) —
f@ =1 gLl T =@
(d)

B 0, —1<x<0 o) —

J )= sintr, O<z<l1 SRACREARAC)

0, —§<m<0
f (x) = R ACERVEFIC)

ﬁ,0<x<§

(f)
fx)=cosmx, —-l<z<l, f(z+2)=Ff(x)

rz, 0<zx<m
f(x)z{ , fle+2m) = f(x)

0, 7m<ax<2m

f@)=2*, —-nm<z<n, f(r+2m)=Ff(z)

3, 0<x<b

0, -5<2<0
f(:v)={ , [le+10) = [ (2)

(4) Supponendo di aver ottenuto la serie di Fourier per la funzione

2, —-1l<z<0,
1, O<z<1,
flz) = , fle+3=[(2)
3, r=1
22—2), l<z<2



150 5. SERIE DI FOURIER

dire a quali valori converge la serie nei punti (a) x = —1, (b)
3
sz,(C)le,(d)x:2,(e)x:§,()x—3 g) x
(5) Usare I’Eq.(2.10) per calcolare f(7/2) per N = 5,10,20 e
confrontare questi valori con il valore vero.
(6) Usare I’Eq.(2.11) per calcolare f (1) per N = 5,10,20 e con-

frontare questi valori con il valore vero.
(7) Mostrare che I'insieme

{ 1 1 nt 1 . mmw L9 }
—,—cos—zx,—=sin—zx, n,m=12,...
V2c Ve e e c
¢ ortonormale nell’intervallo [a, a + 2¢| con funzione peso uno,
qualunque sia il valore di a.
(8) Con riferimento all’Esercizio 7, mostrare che i coefficienti della

serie di Fourier dello sviluppo di una funzione liscia a tratti
nell’intervallo [a, a + 2¢] sono dati da

1 a+2c
an:—/ f(x)cosﬂx de, n=0,1,2,..., (2.14)
cJa c
1 a+2c
bn:—/ f(x)sin@xdx, n=12..., (2.15)
¢ Ja c

(9) Verificare che lo sviluppo

(arcsinz)® = = E

¢ vera nell’intervallo (—1, 1)
(10) Porre & = 1/2 nello sviluppo dell’Esercizio 9 ed ottenere

o0
1 2

n2
—n 6
(11) Usare il risultato dell’Esercizio 10 per mostrare che

0 2

Z#_W_
~(2n—1)° 8

(12) Generalizzare il Teorema (14) per una funzione f (x) periodica
di periodo 2L e liscia a tratti nell’intervallo a < x < a + 2L
(13) Calcolare la serie di Fourier per le seguenti funzioni
(@) fx)=e",0<z<2m, f(z+427)=f(x)
(b) f(x)=cosax, —-nw<z<m, f(zx+21)=Ff(x)
(14) Usare i risultati dell’Esercizio 13 (a) per trovare la somma della

serie
o0

1
nz_zll—krﬂ'
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3. Serie in seni, coseni ed in forma esponenziale

In molte applicazioni della serie di Fourier, una funzione f(x) &
definita in un intervallo 0 < z < L. Questa puod essere estesa a tutto
I'intervallo —L < x < L per parita o disparita, per poi essere estesa a
tutto R.

Ricordo che una funzione & detta pari se

fx)=f(=x),

mentre € detta dispari se

f@)=—=f(-2) .

Tanto per ricordare alcuni esempi banali, le funzioni 22" sono pari
mentre quelle del tipo 22" *! sono dispari, cosi come, cos x ¢ pari, mentre
sinx & dispari.

Ricordiamo infine che, come abbiamo visto nell’Es.1 del paragrafo
precedente, se f () & liscia a tratti e definita nell’intervallo (—L, L) il
suo sviluppo di Fourier ¢ dato

f(z)= %ao + ian cos %x + by, sin n_zx , (3.1)
dove
/ f(z cos—x de, n=0,1,2,..., (3.2)
e
/ f(x sm—x dr, n=1,2,.... (3.3)

3.1. Serie dei coseni. Se f (z) definita nell'intervallo (0, L) viene
estesa per parita all’intervallo (—L, L) e poi estesa ad R per period-
icita, la funzione risultante & definita come

f(x), O<zx<lL
-}

flea), —L<z<o, B ll@r=r@).

Questa ¢ una funzione pari e quindi, tutti i coefficienti di Fourier b,
sono nulli. Infatti, come ben noto, il prodotto di una funzione pari
con una dispari ¢ dispari. Ne consegue che i termini f () sin — & sono

dispari e l'integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico
vale zero. Inoltre, i termini a,, possono essere scritti nella forma

2 L
:Z/ f(x)cos%xdx, n=01,2,.... (3.4)
0

EsEMPIO 49. Scrivere la serie dei coseni di Fourier della funzione
f(x)y=2z,0<z<m.
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SOLUZIONE 49. L’estensione periodica della funzione data é mostrata
n figura

FEstensione pari di f (x) =z, 0<zx <
Usando I’Eq.(5.4) si ha

2 ¥
a, = —/ xcosnx dx
0

s
0, sen e pari ,
an = 4

—— , sen e dispari,
™

2 ™
aoz—/ rdr=m.
T Jo

ne seque che la rappresentazione in serie della funzione é data da

T 4 Zcos(2n+ 1w
fla)=5 w;—@n P (3.5)

3.2. Serie dei seni. Se f(x) definita nell'intervallo (0, L) viene
estesa per disparita all’intervallo (—L, L) e poi estesa ad R per pe-
riodicita, la funzione risultante ¢ definita come

()_{f(a:), 0<z<L

f(z)= f(ew) . —Le<z<p. fx+2L)=f(z) .

Questa é una funzione dispari e quindi, tutti i coefficienti di Fourier a,,

sono nulli. Infatti, come ben noto, il prodotto di una funzione dispari
oo 1e . . .. nm
con una pari ¢ dispari. Ne consegue che i termini f (z) cos @ sono

dispari e I'integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico
vale zero. Inoltre, i termini b,, possono essere scritti nella forma

2 L
bn:Z/o f(x)sin%acd:v, n=0,1,2,.... (3.6)

EsemP1o 50. Scrivere la serie dei seni di Fourier della funzione
fl@)=2,0<z<m, f(r)=0
SOLUZIONE 50. L’estensione dispari della funzione é data da
fl@)y=2, —w<z<m, f(r+2m)=f(x).

In figura ¢é mostrata il grafico (un pezzo) dell’estensione,
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FEstensione dispari di f(x) =2, 0<z <7
Usando I’Eq.(3.6) si ottiene

2 [T 2
b, = —/ rsinnz dr = (—=1)"" =
0 n

0
La serie puo allora essere scritta nella forma
(_1 7’L+1

o0 ) ‘
=2 —— : 3.7
f(z) nz_; S —sinng (3.7)

Da notare che sebbene le tre espressioni (2.9), (3.5) e (3.7) siano
differenti, tutte e tre rappresentano la funzione f () = x nell’intervallo
0<z<m.

3.3. Serie esponenziale. Un’altra utile forma della serie di Fourier
¢ la forma esponenziale o forma complessa. Essa ¢ ottenuta dalla forma
trigonometrica standard

oo
1 .
f(z) = 540 + E a, cosnx + b, sinnx ,
n=1
usando la formula di Eulero
e =cosnx +isinnx, e e " =cosnx—isinnw.

Infatti, dalla formula di Eulero si ricava che

COS T = . (eM* +e ™) e sinnz = 21 (em* —e™m) |

2 7
da cui possiamo scrivere che
f (CL‘) — lao + 1 ian (einx 4 efinz) - an (ein:r - efinz)
2 2

1 1 > . inT . —inx
5ao+§;(an—zbn)e + (an +1ib,) e )

Se definiamo adesso i coefficienti complessi di Fourier nella forma

1 1
CO:§a0a Cn:§<an_ibn) ) C*":§(a”+ibn) , n=12,...,

si ha che

f@)=Y ce™ (3.9)

n=—oo
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che ¢ la forma esponenziale (o forma complessa) della serie di Fourier.
Essa viene comunemente usata in fisica ed in ingegneria per la semplic-
ita della sua notazione.

Nel ragionamento sopra abbiamo assunto che la funzione f (x) avesse
periodo 27, ma solo per semplicita di notazione. Nel caso di periodo
2L avremmo scritto

00
f(ZC): Z Cneinmr/L

con la corrispondente modifica dei coefficienti ¢,. lasciamo per esercizio
scrivere i dettagli di cio, cosi come il calcolo della formula

e -
o = 2_/ f@)e™dy , n=0,+1,42 ...  (3.10)
T J—x

a partire da a, e b,. Sarebbe utile, a questo proposito, ricordare la
ortogonalita hermitiana vista nel Paragrafo 2.6.

3.4. Esercizi.

(1) Scrivere la formula per i ¢, quando il periodo ¢ 2L.
Nei seguenti esercizi 2 - 7 scrivere la rappresentazione di
Fourier (a) del seno e (b) del coseno delle funzioni date

(2) f(z)=2—2, O0<zx<2

3) f(z)=a, 0<z<3, a>0

(4) f(z)=2*, 0<z<1

(B5) f(z)=¢€¢", O<z<2

(6) f(x)=sinmz, 0<zx<l1

(7) f(z)=cosz, O0<x<m/2

(8) Trovare la serie di Fourier dei seni della funzione z—1 nell’intervallo

aperto 1 < z < 2 (la soluzione non ¢ unica)
(9) Trovare la serie di Fourier dei coseni della funzione = — 1
nell’intervallo aperto 1 < x < 2 (la soluzione non ¢ unica)
(10) Data la funzione

Sl +2)=f(x)

(a) Trovare la serie di Fourier della funzione
(b) usare il risultato della parte (a) per mostrare che

o1
—(2n+1)° 8

(11) Trovare la rappresentazione in serie di seni di Fourier della
funzione f (z) =1, 0<z <7, f(0)=f(mr)=0
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(12) Data la funzione

B 2—x, l<zr<2, 5) —
F@ =0 T oy fErD=r@),

scriverne la serie di Fourier.
(13) Data la funzione

1, O<z<2,
f(ﬂ?)z{ , fle+d)=f(x) ,f(0)=F(2)=0,

-1, -2<x<0

scriverne la serie di Fourier.

(14) Mostrare che ogni funzione, definita su un intervallo simmet-
rico, puod essere scritta come somma di una funzione pari ed
una dispari.

(15) Data la funzione f(z) = z — 2? sull’intervallo 0 < z < 1,
periodica di periodo 1, mostrare che essa ¢ pari.

(16) Data la funzione

f@)y=(=D"h, n=0,£1,42,..., n<z<n+1,

scriverne la serie di Fourier.

(17) Provare che se f (x) e f'(x) sono entrambe pari, allora f (x) &
costante.

(18) Scrivere i primi 5 termini dello sviluppo in seni di Fourier della

funzione
F o) 0, O0<zx<m/2,
:[‘:
1, n/2<zx<m

(19) Scrivere la serie di Fourier della seguente funzione

f@%={1+x’0<xgl’,.ﬂx+®=f@)-

33—z, 1<x<?2

4. Applicazioni

In questo paragrafo vogliamo illustrare come si possono usare le
serie di Fourier per risolvere i problemi al bordo. Tutte le volte che
& possibile cercheremo di evidenziare l'interpretazione fisica del prob-
lema. Discuteremo, inoltre, le ipotesi che devono essere fatte, in special
modo per quanto concerne le condizioni al bordo.

Esemprio 51. Trovare la temperatura stazionaria all’interno di un
piatto rettangolare 0 < x < m, 0 < y < b, se il bordo y = 0 ha una
distribuzione di temperatura data dalla funzione f(x) = 64x (7 — x),
0 <z <m, e glialtri tre lati sono tenuti a temperatura nulla.
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SOLUZIONE 51. Assumiamo che le facce del piatto rettangolare siano
perfettamente isolate cosi che il problema é quello della conduzione
di calore (o diffusione) nel piano xy. L’equazione di diffusione bi-
dimensionale é data da

up =k (Ugy + uyy)

ma poiché stiamo cercando la distribuzione stazionaria, cioé una dis-
tribuzione di temperatura indipendente dal tempo, [’equazione che ci
interessa é:

Upy + Uyy = 0 .
Il problema che dobbiamo affrontare é quindi il sequente
E.D.P. Ugpy +uy, =0, O<z<m, O<y<b,
CB.  u(0,y)=u(my) =0, 0<y<b,
u(x,b) =0, u(z,0)=64z(r—x), O0<z<m.
Risolviamo il problema col metodo di separazione delle variabili, come
nel Paragrafo 4.2 per ottenere, per ogni n la soluzione

~ sinhnb

Un (x,y) sinnx sinhn(b—y) , n=12,..., (4.1)
dove le b, sono costanti arbitrarie. Ognuna delle funzioni dell’Eq.(4.1)
soddisfa ’equazione e le condizioni al bordo omogenee. Come soluzione
completa del nostro problema prendiamo la serie di tutte le soluziont,
cioe

— by :
u(x,y) = Z Snh g S sinhn (b—1y) .
n=1

Applicando alla soluzione la condizione al bordo non-omogenea, si ha:
u(x,0) = by sinnx = 64z (7 — x) .

Questa mon ¢é altro che la rappresentazione come serie dei seni di
Fourier della funzione 64x (m — x) nell’intervallo 0 < x < w. Possi-
amo allora usare I’Eq.(3.6) per trovare i coefficienti b,. Ne seque che:

5 7 0, sen e pari
bn:—/ 64x (m — x)sinnz de =< 512
0

g sen ¢ dispart.

3’

la soluzione completa é

u<x7y)zgzsin(2n+l)x sinh (2n + 1) (b —y) | (4.2)

(2n 4 1)*sinh (2n 4+ 1) b

n=0

dove abbiamo usato [’espressione 2n + 1 per rappresentare i numeri
dispari.
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Vogliamo richiamare ’attenzione sul fatto che la soluzione analitica
nell’Eq.(4.2) puo essere usata per calcolare u (x,y) in vari punti, in
particolare, per esempio, le isoterme del problema (u (z,y) =cost )

Linee equipotenziali
ESEMPIO 52. Risolvere il problema

ED.P. tyy+1uyy =0, D<z<l, 0<y<?2,
CB.  u(0,y)=u(l,y) =0, 0<y<2,
u(z,0)=u(z,2) =64z (r—2x) , O0<z<l1.

SOLUZIONE b52. Questo problema ¢é simile a quello dell’esempio
precedente, quindi possiamo usare i risultati gia ottenuti. Poiché la-
voriamo su intervalli diversi, bisogna operare un cambio di scala.
Vogliamo wusare il principio di sovrapposizione degli effetti, visto che
l’equazione é lineare. Cominciamo col risolvere il problema

E.D.P. gy +uy, =0, 0<z<l, O<y<2,

C.B. u(0,y) =u(my) =0, O<y<2,
u(x,2) =0, u(xz,0)=64x(r—2z), O<z<l1.

La soluzione é

512 <= sin7 (2n + 1)z sinh7 (2n 4+ 1) (2 —y)

ul,y) = S e (2n + 1) sinh 27 (2n 4 1) » (@43)
Risolviamo adesso il problema
E.D.P. Uy +uy, =0, O<zx<l, O<y<?2,
C.B. uw(0,y) =u(my) =0, 0<y<2,
u(x,0)=0, u(z,2)=64x(r—z), O<z<l1.
La sua soluzione é
u(z,y) = %isinw(?n—l—l)x sinh7 (2n+ 1)y ' (4.4)

(2n + 1)’ sinh 27 (2n + 1)

n=0
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Possiamo adesso sommare la due soluzioni ottenute (4.3) ed (4.4) per
ottenere la soluzione del problema originario

u(x,y) = plz 3 sin§(2n—|—1)x [sinh7 (2n+ 1)y
T £= (2n 4 1)”sinh 27 (2n + 1)
+sinh7 (2n +1) (2 — y)] (4.5)

Il seguente problema, come vedremo, presenta delle discontinuita.

EsSEMPIO 53. Risolvere il sequente problema

E.D.P. Ugpy+tuy, =0, O<zrx<l, O<y<1,

CB.  u(0,y)=u(l,y) =0, 0<y<1,
u(x,1)=0, wu(z,00=10, 0<z<1.

SOLUZIONE 53. La soluzione di questo problema di Dirichlet é sem-
plice da ottenersi. Fssa é

40 i sin (2n 4+ 1)x sinh7w (2n+1) (1 —y) . (4.6)

u(z,y) =—
(@9) =7 (2n + 1)sinh7 (20 1 1)

n=0
In questo caso i punti (0,0) e (1,0) sono punti di discontinuita per la
temperatura al bordo. Tuttavia, in accordo al Teorema (14) si ha che
la serie soluzione converge in questi punti al valore 5, la media dei
due wvalori nella discontinuita. la Figura () che disegna alcune delle
isoterme mostra che questa media non é un valore realistico. Infatti, il
problema, cosi come € posto, non é fisicamente realizzabile nell’intorno
dei due vertici (0,0) e (1,0).

Concludiamo questo paragrafo ricordando una applicazione di tipo
medico dell’analisi di Fourier. L’uso di strumentazione ad ultrasuoni
di alta frequenza & diventata comune nella diagnosi medica. le onde
sonore non sembrano causare effetti indesiderati e, al contrario dei
raggi X possono essere usati, per esempio, per esaminare la posizione
e la crescita del feto, cosi come il cuore umano pud essere esami-
nato inviando brevi impulsi sonori attraverso il petto e registrandone
I’eco. Poiché la diverse parti del cuore presentano una diversa im-
pedenza acustica, ’ecocardiogramma ¢ utile (come ben noto) nella
diagnosi. Se f () denota l’ampiezza nel tempo della forma d’onda
dell’ecocardiogramma, allora una sua rappresentazione approssimata
con una serie finita di Fourier & data da

f) = Z VC, sin (nwot + 6,,) + e (t) .

In questa rappresentazione wy, la frequenza fondamentale della serie, &
27 volte il reciproco del battito cardiaco. Il termine e (¢) rappresenta
Ierrore risultante dall’uso di una somma finita. I termini C,, e 6,, rap-
presentano rispettivamente, ’ampiezza e 1’angolo di fase delle singole
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armoniche. E’ stato mostrato che la conoscenza diCy e ' sono suffici-
enti a distinguere i pazienti che hanno un cuore normale da coloro che
hanno disfunzioni cardiache.

4.1. Esercizi.

(1) Verificare che le funzioni u, (x,y) dell’Eq.(4.1) soddisfano la
EDP data e le tre condizioni omogenee al bordo.

(2) Calcolare i coefficienti di Fourier b,, dell’Esempio (51).

(3) Verificare che la soluzione u (x, y) dell’Eq.(4.3) del primo prob-
lema semplificato nell’Esempio (52) soddisfano le condizioni al
bordo date.

(4) Verificare che la soluzione u (z, y) dell’Eq.(4.4) del primo prob-
lema semplificato nell’Esempio (52) soddisfano le condizioni al
bordo date.

(5) Ottenere la soluzione u (z, y) dell’Eq.(4.6) per il problema dell’E-
sempio (53).

(6) Mostrare che la serie di Fourier per la funzione f (¢) dell’esempio
di applicazione medica puo essere scritta nella forma mostrata
nel testo. (Sugg: usare I'identita trigonometrica per sin (A + B)

)

(7) Risolvere il seguente problema
EDP Vyu+V,, =0, O<zx<l, O<y<l1,
C.B. V(0y) =V(1y =0, 0<y<1,
Vi(z,1)=0, V(z,0)=sinmz, 0<zx<l.

(8) Dare una interpretazione fisica del problema nell’Esercizio 7.

(9) Una corda di lunghezza unitaria ¢ fissata agli estremi. Alla
corda viene data una posizione iniziale ella forma f (z) = 0.01x
e rilasciata da una posizione da una posizione di riposo.
(a) Scrivere 'EDP che soddisfa la corda insieme alle con-

dizioni iniziali ed al bordo.
(b) Risolvere il problema della parte (a).
(10) Considerare il seguente problema

E.D.P. yy = a*uy, , O<x<l, t>0,
C.B. y(0,t)=y(1,t)=0, t>0,
y(z,00=0, 4 (z,00=00lx, O<z<1.

(a) Interpretare fisicamente il problema
(b) Risolvere il problema
(c) Verificare che la soluzione soddisfa le condizioni iniziali ed
al bordo.
(d) Calcolare con tre decimali y (1/2,t) per T'=0,0.1,0.2,...,1.0
(e) Riportare graficamente i risultati in (d) per mostrare la
storia temporale del punto mediano della corda.
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(11) Dato il seguente problema

E.D.P. y,; = a*uy, , O<az<m, t>0,
C.B. y(0,t) =0, y,(mt)=0, t>0,
y(z,0)=f(z), u(x,00=0, 0<z<l.

(a) Spiegare perché la seconda condizione al bordo puo essere
interpretata affermando che il secondo estremo della corda
é libero.

(b) Mostrare come il problema di bordo libero puo essere gen-
eralizzato al caso yx (m,t) =g (t) ¢>0.

(c) Quale restrizione va messa sulla funzione ¢ (¢) nella parte

(b)?

5. Convergenza della serie di Fourier

In questo paragrafo discuteremo della convergenza della serie di
Fourier e delle condizioni che ne permettono la derivazione e I'integrazione
termine a termine. Di questi problemi, che sono di tipo teorico, par-
leremo senza entrare in elementi di sofisticazione matematica.

Per convenienza, pensiamo ad una funzione f (z) definita nell’intervallo
[0,27]. Questa, come sappiamo, non & una restrizione perché con un
opportuno cambio di scala possiamo trasformarlo in qualsiasi altro in-
tervallo. Abbiamo quindi a che fare con una serie del tipo

1 o0
§ao —|—;an cosnx + b, sinnz , (5.1)
dove
1 2
an:—/ f(x)cosnx dr, n=0,1,2,... (5.2)
™ Jo
e
1 2
bn:—/ f(x)sinnx dr, n=12... (5.3)
™ Jo
Faremo, inoltre uso della somma finita
1 N
Sy (x) = 200 + ;an cosnz + b, sinnzx .

Consideriamo dapprima un esempio in cui la serie di Fourier si com-
porta nel migliore dei modi.

EseMP10 54. Trovare la serie di Fourier della funzione
fa)=sin3, 0<z<om, fla+2m)=f(a),

ed analizzare la convergenza della serie.
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SOLUZIONE 54.

0.75T

057

|
t t t {
-10 -5 0 5 10

z

2
La funzione é pari, quindi ne seque che tutti i b, =0 e

1 [ 4
aoz—/ singdx:—,
0 2

La funzione periodica sin

7r 7r
) 0, n dispari
1 / T nx
ap = — sing cos 7d£ = 4 ‘
™ Jo m , M part .
Quindi,
i r 2 4 i cosnw (5.4)
n—=——— s .
2 T mig (An?-1)

¢ la rappresentazione di Fourier della funzione data. Adesso, notiamo
che si ha

coSNIT 1 - 1
(An? —1)| — (4n2—1) n?
e poiché e noto che
=1 B 2
2 >
n01 n 6

ne seque che la serie nell’Eq.(5.4) é assolutamente e uniformemente
converge per tutti gli x. Questo significa che, per ogni ¢ > 0 esiste un
valore di N, che dipende solo da €, tale che

sin% — Sy (x)) <e

come mostrato in Fig.(?7)

y 157

+ + i
2 4 6

=}

Convergenza uniforme
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[’esempio precedente ¢ una illustrazione del seguente teorema, che
diamo senza dimostrazione.

THEOREM 15. Se la funzione f (x), periodica di periodo 27 é con-
tinua ed ammette derivata continua a tratti nell’intervallo [0,27],, al-
lora la sua serie di Fourier converge uniformemente ed assolutamente

ad f (x).

Se la funzione f (z) non soddisfa le ipotesi del Teorema (15) allora
si puo usare il Teorema (14)

La convergenza della serie di Fourier puo essere ulteriormente studi-
ata esaminando la Sy (x) data dall’Eq.(5.1). Sostituendo le espressioni
di a,, e b, nell’equazione, si ha

1 27 1 N 2
Sn(z) = /. f(s)ds+ — Zcosnx i f(s)cosns ds
n=1
2w
+sinnz (s)sinns ds
0
1 &
— ;/0 §—|—;cosn(x—s)]f(s) ds . (5.5)

per semplificare 'integrale, consideriamo il fatto che

1sin [(N+13)(z—s)]

N
1
§+;Cosn(x—s)—2 sl (z— )

sempre che

1
s@—s)#kr, k=0%L£2 ...

La funzione
sin (N + %) t
— 2
-DN (ZE’) _ Sin §t

1
N+g. t=kr, k=0+L%2..

Lt kT, k=0,£1,+2, ..

¢ chiamata nucleo di Dirichlet. Questo nucleo puo essere usato per
esprimere la somma dei primi /N termini della serie di Fourier in forma
chiusa. Dall’ Eq.(5.5) si ottiene

5N<a;):%/0ﬂf<s)DN (x—s) ds . (5.6)
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y

75T

25T

To /\yfs AVAR vy \/\ 625
V V.

Nucleo di Dirichlet Dg (x)

La funzione & comunque oscillante, ¢ quindi difficile usare 1'Eq.(5.6)
per stimare l'errore tra f (z) e la sua serie di Fourier. Operando la
sostituzione x — s =t si ottiene

Sy (z) = %/Oﬂf(s)DN(x—s) ds:%/oﬂf(x—t)DN(t) it
1 27

— 2 [ra-opy@ des [ -0y a
_ l/ow[f(ll‘-f-t)-l—f(il‘_t)]DN(t) dt . (5.7)

™

Possiamo ora enunciare il seguente teorema.

THEOREM 16. Sia f (z) periodica di periodo 27 ed integrabile su
[0,27]. Condizione necessaria e sufficiente perché per un dato xq la
successione delle somme parziali {Sy (xo)} converga al limite S (o) é
che

lim l/oﬂ[f(x+t)+f(x—t)—2S(x0)]DN(t) it =0.

N—oo T

ProoF. Il risultato segue dell’Eq.(5.7) e dalla relazione (provare a
dimostrarla)

l/%DN(t) dt:g/ﬂDN(t) dt =1
T Jo T Jo
e dal fatto ovvio che
%/0 S (20) D (£) dt = S (o) .
]

Vogliamo affrontare adesso il problema della derivazione della serie
di Fourier, cioé: se f (z) ha una rappresentazione in serie di Fourier,
sotto quali condizioni la funzione f’(z) ha come rappresentazione la
corrispondente serie derivata?
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5.1. Derivazione della serie di Fourier. Nell’Esempio (49) ab-
biamo ottenuto la rappresentazione

F@ =52 5:5)

per la funzione f (z) = 2, 0 < x < 7. Se deriviamo entrambi i membri,
si ottiene
4 S sin(2n — 1)z
"r)==) ————. 5.9
Si puo mostrare (provare a farlo) che la serie trovata derivando termine
a termine ¢ la rappresentazione di f'(x) = 1 per 0 < x < 7 e che
f'(0) = f"(m) = 0 come era lecito aspettarsi.. D’altra parte, se adesso

consideriamo la rappresentazione dell’estensione dispari, vedi formula
(3.7), la derivazione da come risultato

f(x) = Qi (=)™ cosnz |
n=1

la quale non converge in nessun punti poiché é violata la condizione
necessaria per la convergenza di una serie, e cioé che il termine generale
a, — 0 quando n — oc.

Una condizione sufficiente che garantisce la derivabilita della serie
di Fourier ¢ data dal seguente teorema.

THEOREM 17. Supponiamo che f (x) abbia una rappresentazione di
Fourier per 0 < x < 27 data da

1 = :
f(x)= 50+ Z (an cosnx + by sinnx) .

n=1

La serie di Fourier é derivabile termine a termine in ogni punto in cui
esiste f" (x) se f (z) é continua e f' () continua a tratti su0 < xz <27
ed inoltre f (0) = f (2m). In questo caso é

f(x) = Zn(—ansinnx+bncosnx) , O<zxz<2m.

n=1

5.2. Integrazione della serie di Fourier. L’integrazione della
serie di Fourier ¢ un problema molto piu semplice. Questo fatto é
ovvio pensando al fatto che 'integrazione ¢ un processo che regolarizza
le funzioni, tendendo ad eliminando le discontinuita.

THEOREM 18. Sia f (x) continua a tratti su 0 < x < 2w ed abbia
rappresentazione

1 = :
f(x)= 540 + Z (an cosnx + b, sinnz) .

n=1
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St ha che

v 1 =1
/0f(s)dSZ5@@90—1—25[ansinnx—bn(cosnx—1)], 0<z<2r.

ESEMPIO 55. Scrivere la serie di Fourier di x* su [—m,7].

SOLUZIONE 55. Dalla (3.7) si ha che

> (—1)" M sinnx
fl) =2y L
n=1

che é una rappresentazione valida su —m < x < w. Usando il teorema
precedente si ha

2 [ee} _1 n+1
% = —2;% (cosnzx — 1)
= () = ()
= —2;T(cosnx)+2; pra
11 secondo termine vale 72 /6 e quindi si ha
2 o8] —1 n+1
= % - Z % COSNT . (5.10)

n=1
Lasciamo per esercizio dimostrare che il risultato ottenuto é valido per
tutti gli x.

5.3. Esercizi.
(1) Mostrare che

2sin —
st

R 1
B + ;cosnt] = sin <N+ §t>

usando l'identita trigonometrica

t 1 1
ZSin§cosnt:sin (n+§>t—sin (n—§)t.

1
(2) Dimostrare che Dy (t) = N + 5 e t=2km, k=0,£1,%2, ...

(3) Mostrare che Sy (z) puo essere scritta nella forma data dalla
(5.7).

(4) Mostrare che la (5.9) rappresenta la serie di Fourier di un’onda
quadra di ampiezza le periodo 2.

(5) verificare che la (5.10) & valida per tutti i valori di .

(6) Dire perché la (5.8 soddisfa le ipotesi del teorema di differen-
zlazione.
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(7) Spiegare perché la serie

flay =2y Y

non soddisfa le ipotesi del teorema i derivazione.

(8) ottenere la serie di Fourier per f (z) = z, 0 < 2 < 27 derivando
una appropriata rappresentazione di #2. Per quali valori di
il risultato e valido?
(a) Ottenere il risultato

2 4N cos2nx
sinx 7r+7r E 1—4n2)’ T <T

1 .
"einnz

n

n=1 (

(b) Mostrare che il risultato della parte (a) soddisfa le ipotesi
del teorema di derivazione.

(c) Ottenere la serie di Fourier di cosz, 0 < x < 7 , dal
risultato in (a).

(a) Scrivere la serie di Fourier della funzione

/(@) -1, —m<x<0,

€Tr) =
1, O<z<m,

(b) Mostrare che la serie ottenuta in (a) soddisfa il teorema
di derivazione.

(c) Scrivere la serie della funzione g () = |z|, per 0 < z < ,
f(x+2m) = f(2).

(d) Discutere la convergenza delle rappresentazioni in (a) e
().

(a) Scrivere la serie di Fourier della funzione
1
f(x)zi(ﬂ—x) O<z<2r, f(z+42m)=f(x).

(b) Mostrare che la serie trovata in (a) soddisfa le ipotesi del
teorema di integrazione.
(c) Scrivere la rappresentazione della funzione
oz
T4
(d) Discutere la convergenza delle serie in (a) ed in (c).
(9) Usando il risultato dell’Esercizio 11(d) mostrare che
2T o0
1 x(2m —x) dr = %

n=1

g (z) 2r—x), 0<x<2m.

87 Jo

e trovare la somma della serie.
(10) Mostrare che

2 sin(2n+ 1)t s
i G N L T
/O sint 2



5. CONVERGENZA DELLA SERIE DI FOURIER 167

(11) Ottenere la formula

Sy () =5 [ £ explin(e 1) dr.

dove f é periodica di periodo 27.
(a) Mostrare che Dy (t) ¢ una funzione pari.
(b) Mostrare che Dy (t) & periodica di periodo 2.






CHAPTER 6

Integrali e trasformate di Fourier

1. L’integrale di Fourier

L’estensione dalla serie di Fourier all’integrale di Fourier, cosi come
viene presentata, ¢ intesa come estensione plausibile piuttosto che come
sviluppo matematico che avrebbe bisogno di una giustificazione e di-
mostrazione teorica approfondita che uscirebbe dagli scopi del corso.

Abbiamo visto che una funzione periodica f (x) che soddisfa le con-
dizioni di Dirichlet (Teorema 4.1) puo essere rappresentata sotto forma
di serie di Fourier. Le condizioni di Dirichlet sono sufficienti ma non
necessarie. Per esempio, la funzione

fx)=ell —L<z<L, f(r4+2L)=f() (1.1)
ha come rappresentazione di Fourier
1 ° nw . nnx
f(x)= 5ao+;ancos fx+b”SIHT ; (1.2)
dove .
1
anzz/_Lf(x)cosn%xdx, n=0,1,2..., (1.3)
€ L
1
bn:z/_Lf(x)sin%xdx, n=12,..., (1.4)

dove abbiamo rappresentato anche i coefficienti b,, anche se essi sono
tutti nulli essendo la funzione pari.

Indichiamo la funzione data nell’Eq.(1.1) con il simbolo f, (z) per
sottolineare il fatto che la funzione ha periodo 2L. La rappresentazione
in serie di Fourier (1.2) della funzione non varia qualunque sia il valore
di L purché finito.

Questo ci porta a considerare cosa accade se consideriamo la fun-
zione f (z) definita da

f(x):LlElgo fo(z) =el zeR.

la funzione f () non & pin una funzione periodica, ma & ancora liscia
a tratti. Notiamo che la funzione f (x) cosi definita ¢ assolutamente
integrabile sulla retta reale, cioé che 'integrale improprio

[ e
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¢ finito. Infatti,

400 +o0 +L
‘e—\xw dr = / el dy = 2/ e “dr=2 lim e Pdr=2.
- 0

0o L—co 0

Torniamo alla funzione fy, (x). Sia a,, = nw/L e sostituiamo i valori di
a, € b, nella (1.2), si ha

R = 55 [ w6 d+%i costann) [ i s)eos(an) s

L
+ sin (anx)/ fr (s)sin () ds] : (1.5)
-
Sia,
Agr — o _n+t 17T n__7
Q= Qpq1 Qp = I Lﬂ-_La

e riscriviamo la (1.5) come

R = 55 [ 86 d”%nz cos(ane) aa [ (5 cos a0 ds

oo
=1

+ sin (anz) Aa /_ LL £ (5) sin (cuns) ds} | (1.6)

del tutto equivalente alla precedente per ogni valore finito di L.

Adesso facciamo tendere L all’infinito. Ne segue che il primo inte-
grale della (1.6) tende a zero poiché la funzione ¢ assolutamente inte-
grabile. Inoltre, é ragionevole supporre che la serie diventi un integrale
da 0 a 400 . Si ottiene quindi

rw - 2 [ [cosmx) | i )cos(as) as

+ sin (az) / Z £ (s)sin (as) ds] do . (L7)

che ¢ la rappresentazione integrale di Fourier della funzione data.
L’Eq.(1.7) viene spesso scritta nella forma

f(z)= / [A () cosax + B (a)sinaz| da, —oo <z <oo, (1.8)
0
dove i coefficienti integrali di Fourier A (a) e B («) sono dati da
l oo
A(a) == [". f(s)cos(as) ds
m
e (1.9)
B(a) = 1 [ f(s)sin(as) ds
m

La parte plausibile discende dal fatto che I’elemento A« diventa infin-
itesimo quando L tende all’infinito e quindi la somma si "trasforma"
in integrale.
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Condizioni sufficienti perché I’Eq.(1.7) sia valida sono date dal teo-
rema seguente.

THEOREM 19. Se f(x) & una funzione liscia a tratti ed assoluta-
mente integrabile sulla retta reale, allora f (x) puo essere rappresentato
dall’integrale di Fourier. Nei punti di discontinuita di f () la rappre-
sentazione da il valore medio tra il limite sinistro e quello destro della
funzione nel punto.

L’integrale di Fourier pud essere scritto in forma pitt compatta.
Infatti, poiché i termini cos ax e sin ax non dipendono dalla variabile
s, la (1.7) puo essere scritta nella forma

f(x) = 1 /00 /OO 1 (s) [cos ax cos aus + sin ax sin as] ds dd.10)
= / / f(s)cosa(s—z) ds da . (1.11)

Se la funzione f (x) ¢ pari, allora il coefficiente B («) ¢ zero e I'Eq.(1.10)
si riduce a

2 o0 o0
= —/ / f(s) cosax cosas ds da (1.12)
T™Jo Jo

mentre, se f (x) & dispari, in modo analogo si ha

2 o0 o0
= —/ / f(s)sinazsinas ds do . (1.13)
™ Jo Jo

Le (1.12) e (1.13) sono chiamate integrale del coseno di Fourier e
integrale del seno di Fourier, rispettivamente.

Nel caso in cui la funzione f () fosse definita solo su (0, +00) se ne
puo fare sia I’estensione pari che I'estensione dispari ed usare la (1.12)
ola (1.13).

Dalla (1.11) si nota che l'integrale interno ¢ una funzione pari di «
e si puo quindi scrivere come

%/Z/Zf(s)cosa(s—x) ds dov (1.14)

D’altra parte ¢

poiché integrale interno ¢ una funzione dispari di av. Sommando tra di
loro le (1.14) e (1.15) si ottiene quella che ¢ chiamata forma complessa
dell’integrale di Fourier

1 o0 o0 .
=5 /_OO /_Oof(s) =) ds dov (1.16)
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che puo essere scritta nella forma equivalente

f<x>:%/°°0<a>em da |
dove
C(a) =/ () =/ £ (s) e ds |

é chiamato coefficiente complesso dell’integrale di Fourier.

Osserviamo ancora che nel passaggio dalla serie all’integrale di Fouri-
er, la condizione di periodicita della funzione viene sostituita dalla richi-
esta di assoluta integrabilita.

ESEMPIO 56. Scrivere lintegrale di Fourier per la funzione
f(x) =exp(—|z|), —00 <z < o0.

SOLUZIONE 56. La funzione, come gid visto, é assolutamente inte-
grabile ed é pari. ne seque che B (o) = 0. Quindi,

Ala) = l/ e~ "l cos as ds

m 00

2/°° Ly 2
= — e Tcosas ds = ——— .
T Jo (14 a?)

Il risultato si ottiene integrando due volte per parti. Usando la (1.8) si

ha
2 [ cosax
S ] — " d 1.17
© 7r/0 T (1+a?) “H ( )

che é la rappresentazione di Fourier richiesta.

Vogliamo ricordare che la rappresentazione (1.17) é valida per tutti i
valori di z. Osserviamo che, comunque, non siamo in grado di calcolare
I'integrale in forma chiusa se non per particolari valori di .

EsEMPIO 57. Trovare la rappresentazione integrale seno di Fourier
della funzione

o) cosr, 0<z<m/2
e 0, r>7/2.

SOLUZIONE 57. Per ottenere tale rappresentazione dobbiamo esten-
dere in modo dispari la funzione data, ottenendo

0, r>7/2.

cosx, O<zx<m/2
f(x) =

—cosz, —m/2<x<0

0, r<—m/2.
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Si ha quindi, usando la (1.9) che

) w/2
B(a) = —/ cos s ssinas ds

T Jo

_ 2 [a—sin(ar/2)

oo a?—1

St ha percio
f(x)_z/oo [a — sin (arr/2)] sin ax o (1.18)
A a?—1 '

Da notare che sebbene sembri che ['integrando sia discontinuo per o =
1, si puo mostrare (provare a farlo) che non é cosi.

Dall’Eq.(1.18) si ottengono i seguenti risultati:
o — si 2)|si 2
/ [a — sin (ar/2)] sin (am/2) dov — 0 (1.19)
0

a?—1

a2 1 dOz = T . (120)

nel prossimo esempio mostriamo 'integrale di Fourier in forma com-
plessa.

/°° [a — sin (arr/2)] sin (o /4) /2

ESEMPIO 58. Usare I’Eq.(1.16) per scrivere la rappresentazione di
Fourier complessa della funzione

( simr, —nwm<zr<T
€Tr) =
0, altrimenti .

SOLUZIONE 58. Dalla (1.16) si ha che

1 [e.o] ™ .
fx) = 2—/ / sins ¢ ds da
TJ-ood—m

1 oo s
= 2—/ / sins [cosa (s —x)+isina (s —x)]ds da
TJ-od—m

1 o0 ™
= —/ / sins cosa (s —x)ds do
™ Jo —m

2 o0 ™

= —/ / sins sinas sinaxr ds da
™ Jo -7
1 (o @]

. sinam  slnom
— sin o + da
0

s 11—« 1+«
2/°° . sin ar

— sinoax ——do .

T Jo 1—a?

Osserviamo che il risultato é la rappresentazione dell’integrale seno di
Fourier, il che é ragionevole poiché f (x) é una funzione dispari.
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Nel prossimo paragrafo esamineremo in dettaglio il coefficiente com-
plesso C' («). Esso viene chiamato trasformata di Fourier della fun-

zione ed é anch’esso uno strumento utile per la soluzione dei problemi
al bordo.

1.1. Esercizi.
(1) Mostrare che

lim [a — sin (am/2)]
a—1 a2 —1

é finito.

(2) Determinare quali delle seguenti funzioni ¢ assolutamente in-

tegrabile sulla retta reale:

(@) fe)=1—2, —-l<z<l

(b) f(z) =sinnx

(c) f(z)=a'?

(3) Mostrare che la funzione

1, |z|<1
f(CC)— 0, |I’>1
1

s lel=

soddisfa le condizioni del Teorema (19) ed ha quindi una rap-

presentazione integrale di Fourier data da
2 [ sinacosax
f(x):—/ —da, —0<zr<400.
0

«

(4) Usare il risultato dell’esercizio precedente per mostrare che

/ sinZe T
0 @ 2
(5) Mostrare che

oo -
sin ax 0

/ dr=—, sea>0.

0 2

T

(6) Data la funzione

e?, x>0
f(l’): 0, z <0
Lo
2 T

mostrare che essa soddisfa le condizioni del Teorema (19) ed
ha quindi una rappresentazione integrale di Fourier data da

1 /°° cos ax + o sin ax
0

f(x):; 14+ a?

dao, —o0o<zx<+00.
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(7) Usando il risultato dell’Es.6, mostrare che

>~ 1 T
da = = .
A 11a2 772

(8) Provare che la funzione

0, <0,
fx)y={ sinz, 0<z<m,
0, rT>m,

soddisfa le condizioni del Teorema (19) ed ha quindi una rap-
presentazione integrale di Fourier data da

1 [*®cosazx+cosa(m—=zx
f(l‘):—/ 1 2( )
0 —a

™

(9) Usando il risultato dell’Es.8, mostrare che

/°° cos (mar/2) do T

dao, —o0o<z<+00.

1—a? 2
(10) Scrivere la rappresentazione seno di Fourier per ognuna delle
seguenti funzioni

(a) f(x)=e™, x>0,

h, 0<z<L
OV =g 0 LT o
r—1, O<zx<1
(c)f(a:):{m o

sintr, 0<z<l1
0, z>1
22, 0<z<l1

(e)f(:v)z{m o

(11) Scrivere la rappresentazione coseno di Fourier per ognuna delle
seguenti funzioni

22, 0<ax<m
(a)

T >T

0

h, 0<z<L
, h>0,

0, z>1L

l—2, O0<z<1
0, x>1

2 O<z<l

/()
(b) f(z)
(c) f(z)
(d) fa)=4 1, 1<z<?2
0, z>2
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22, 0<a<l1

(e)f(a:)={0’ o

(12) Scrivere la rappresentazione complessa di Fourier per ognuna
delle seguenti funzioni

cosr, O<z<m
(a)f(w)z{

0, altrimenti

b) f(2) h, 0<z<L B> 0
x) = , >

0, x>1L

©f@=4° "7
¢ x) =
0, z <0
(13) Scrivere la rappresentazione complessa di Fourier per la fun-
zione
fle)=
x) = .
1+ a2

Sugg:osservare che sin az;/ (1 4+ 22) & una funzione dispari della
variabile z, quindi usare il risultato dell’Eq.(1.17) scambiando
aed x.
(14) Scrivere la rappresentazione integrale di Fourier della funzione
_ sinx

f(z) =

T

(15) Mostrare che la funzione dell’Es.14 non ¢ assolutamente inte-
grabile ma la sua rappresentazione di Fourier esiste. Dire se
questo viola il Teorema (19).

(16) Scrivere la rappresentazione integrale di Fourier della funzione

flx)y=e*" .
(17) Mostrare che in entrambi i casi gli integrandi sono definiti per
a=1
(a) Esercizio 8 ,
(b) Esercizio 9 .

2. Trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier si ottiene dall’Eq.(1.16) nel seguente modo.
Riscriviamo la formula come integrali reiterati

Fa) =g [ sewds [eeda

la variabile di integrazione s puo essere, ovviamente, sostituita da qual-
siasi altra variabile, per esempio x. Otteniamo allora il seguente paio
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di equazioni
F{f(x)}=f(a)= f f(z)e dx

_ _ , (2.1)
F1 {f(a)} = % ffooof(a) e ' doy .
La funzione f () & la trasformata di Fourier della funzione f (z),
la seconda ¢ la trasformata inversa di Fourier che definisce f (z) a
partire dalla sua trasformata.
Prima di dare alcuni esempi di trasformata, notiamo che alcuni
autori definiscono trasformata ed antitrasformata nel seguente modo

F{f(@)}=7F(a \/%f f(z)e dx
T @) = o= [T @)

per mantenere la simmetria delle due espressioni. Altri scambiano il
segno negativo nei due esponenti

F{f(z) = [T f(z)e™ dx
T <a>} L ff;m o da

altri ancora una combinazione delle due. E’ del tutto ovvio che a causa
del segno meno in una delle due equazioni non € possibile stabilire una
vera simmetria. Cio che ¢ importante ¢ che ogni coppia trasformata,
antitrasformata puo essere ricondotta alla (2.1) od ad una equivalente.

Volendo, si puo eliminare il fattore 1/27 e scrivere la coppia di
funzioni come

j:{f( f f 2m’as dx
FHr a}:f_oof @) 6’2’”‘” da .

Questa forma ha il vantaggio che il fattore 2ma puo essere sostituito
da w, la frequenza angolare, rendendo piti compatta ’espressione.

La trasformata di Fourier, cosi come quella di Laplace é utile per
trasformare certe equazioni alle derivate parziali in equazioni ordinarie.

Vediamo subito cosa diventa la trasformata di Fourier di du/dz e
di d?u/dz?* assumendo che u, du/dz tendano a zero quando x — oo,
che u sia liscia a tratti ed assolutamente integrabile sulla retta reale.
Integrando per parti si ha

e du (l’) iour iax | TO0 e iox
/ € dx = we |_oo/ u(z) e*drx

o0 o0

(2.2)

= —iotu(a) . (2.3)
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per la derivata seconda, integrando per parti due volte ed usando le

ipotesi, si ha che
400 d2u (l‘) )
e dr = —a*u (a)
| 55 (0)

che possiamo scrivere in modo compatto, nella forma

F{d?;(f)} — _a%u(a) . (2.4)

ESEMPIO 59. Risolvere la sequente equazione di diffusione unidi-
mensionale

—00

Uy (1) = Upy (2,8) , —c0<z<+4+00, 0<t,
avendo assegnato il dato u(x,0) = f(x) e |u(t,x)| < cc.

SOLUZIONE 59. Assumiamo che sia u(x,t) che u, (z,t) tendano a
zero quando x — F00 e che f9z sia liscia a tratti ed assolutamente in-
tegrabile sulla retta reale, cosi che f (x) ammetta trasformata di Fourier
f(a).

La trasformata di Fourier di us (z,t) é

e au (I,t) ox . a oo Qx
/ — ¢ dx—a/_oou(x,t)e dx

Jgu(a,t)  du(o,t)
o dt
dove abbiamo assunto che derivazione ed integrazione possano essere
scambiate (vedi teorema Cap 1.5) e dove a appare come parametro.
Usando, quindi la trasformata di Fourier l’equazione di diffusione di-

venta:

—00

Cfi—?vLa?ﬂ:O, u(a,0) = f(a) .

La soluzione di questa equazione é

(o, t) = (a)e ™"

Usando la formula per Uinversione della trasformata, si ha

1 [t , too 2
u(x,t) = o u(a,t) e " da = f(a)e > e ™ da

T J- —00
1 +oo +o0 ) 9 )

= o / f(s)e*e e " da ds
TJ-x J-x
1 +oo  p+o0 ) 9

= 5 f(s) ety ds
TJoo J-oo

Ora, ¢

el — o=t o050y (5 — x) + isina (s — )]
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il primo termine é una funzione pari di o, mentre il secondo é dispari.
Quindi

1 [T [too 2
u(x,t) = —/ f(s)cosa(s—z)e *'da ds

_ ~ 22/ g
) \/_ / £ (s d (2.5)

dove il risultato seque dal fatto che

+oo
s 2 2
/ cosbx e dxzie*(b/‘m) , sea>0.
0

2a

Dal punto di vista pratico il calcolo di u (x,t) a partire dalla (2.11) puo
essere fatto, nella maggior parte dei casi, numericamente.

2.1. Trasformata seno di Fourier. Se f (z) ¢ una funzione dis-
pari, possiamo definire la trasformata seno di Fourier nella seguente
forma

Fo{f(x)} = fs fo )sin ax dx
(2.6)
=— fo fs(a)sinaz dao .

La trasformata seno di Fourler della funzione d?u/dz? & data da

* d2u du o * du
— simar dr = —sinoaxr| — o — cos ax dx
o dx dx 0 o dz

/ du
= —q — cosax dx
o dx

0. ]
= —oau cosaz|y — a2/ usin ax dx |

da cui

i {@} = a u(0) — a2, (a) . (2.7)

dx?

Nel calcolo che abbiamo effettuato abbiamo assunto, come gia fatto
sopra, che sia u che du/dz tendano a zero quando z — oo e che

/OOO ()] da

2.2. Trasformata coseno di Fourier. Se f(x) ¢ una funzione
pari, possiamo definire la trasformata coseno di Fourier come

Fedf(x)} = fc fo ) cos ax dx

= — fo fe (@) cos ax dov .

sia finito.

(2.8)
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Se, nelle stesse ipotesi precedenti, calcoliamo la trasformata coseno di
d?u/dx? il risultato &

7 {%} = a—1 (0) — T (a) . (2.9)

ESEMPIO 60. Risolvere il sequente problema al bordo

U =k Ugy O<zrx<oo, 0<t,

uz (0,¢) =0, 0<t,
u(z,0)=f(zx) 0<z<oo.

SOLUZIONE 60. Poiché 0 < x < oo potremmo sia fare un’estensione
pari che una dispari della funzione data f (x). Notiamo, tuttavia, che
nel problema al bordo viene dato il valore di u, (x,t) nel punto x = 0.
Osservando le espressiont delle trasformate seno e coseno, si vede che
e conveniente usare quella coseno.

Osserviamo che, fisicamente, la condizione u, (0,t) = 0 indica che non
vt € flusso di calore nel punto, cioé non vi é alcuno scambio di calore
ax =0, Uestremita é quindi termicamente isolata.
Assumiamo, come al solito che u e du/dt tendano a zero per x — oo e
che sia u (x,t) che f () siano assolutamente integrabili su 0 < x < 00.
St ha quindi

2

[ee)
u(z,t) = ;/o U (o, t) cosax da

ed usando la (2.9), lequazione alle derivate parziali e le condizioni
wniziali vengono trasformate in

du,
dt

da cui (vedi Esempio precedente)

U (a,t) = fo(a)e ™™

da cui, usando ’antitrasformata coseno, si ha

=c*ku, U (0) = f.(a) .

/ fola bcosax do

e poiché

/ f(x)cosax dx = f, (a / f(s)cosas ds ,

possmmo scrivere

2 o0 o0
= —/ f(s)cosas ds / e M cosax da .
T Jo 0
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EsEMPIO 61. Risolvere il problema al bordo
Uy = % Ugy —o<zr<oo, 0<t,
u(x,0)=f(zr) , —c0o<x<o00,
u (2,0)=g(x) O0<zx<o00.

SOLUZIONE 61. Assumendo le ipotesi perché u, f(x),

181

e g () am-

mettano trasformate di Fourier, l'equazione alle derivate parziali é

trasformata nell’equazione
a5,
a‘au =0
"t
con condizioni iniziali
a(0)=f(a) e T(0)=7(a) .

ne risulta che

u(a,t) = ¢1 () cos aat + o () sin aat .
La prima condizione iniziale ci dice che

cr(a) = f(a) .

Deriwando la soluzione rispetto al tempo, si ha

7 (a,t) = —aaf (a) sin aat + aacy (@) ccos aat |

e la seconda condizione tniziale tmplica che

c2 (@) =g (a) /aa .

Si ricava, quindi, che

(o, t) = f () cos aat + gla) sin aat .
aa
&
1 [T [= g :
u(x,t) = —/ lf (a) cos aat + gla) sinaat| e da .
2r J_o aa

Ricordando che

1

sine = —1 (em
2

— e_“’) = —jsinhiz

1, — .
cosx = 3 (e” —e ”E) = coshix ,

lequazione per u (x,t) puo essere riscritta nella forma

+oo 7za(mfat) —ia(z+at)
ul(z, - / te do
2
—ia(x—at) __ ,—ia(z+at)
§ (a) < < do .

27T 2aat
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Notiamo adesso che
+oo

1 ‘
fle—at) = N f(a)e Mo,

cosi il primo integrale nella soluzione non é altro che

1
§[f(x—at)+f(:c—|—at)]
Inoltre, da
1 oo ,
- — —iax g
90) =57 [ G,
assumendo di poter scambiare 'ordine di integrazione, si ottiene che

d 1 +oo d )
/ g(z)de = Py 7 () da/ e " dx
(& ™ —0o0 C
1 +oo e~ tax d
= — g(a)d
2r J_o g(a)da (—wz) .
1 +oo _ e—iac . e—iad
T or g() 1o’ da
Quindi
1 +o0 e—ioz(x—at) _ e—ioz(x—l—at) 1 z+at
— a do = — d
o ). 9@ 2aai =5, ) . 9ls)ds,

e la soluzione del problema prende la forma

u@j%z%ﬁ@—aﬂ+f@+am+JL/zGMQd&

QCL —at

che altro non ¢ che la classica soluzione di D’Alambert per il problema

dell’onda.

Vogliamo dare adesso una importante applicazione della trasfor-
mata di Fourier. Supponiamo che sia dato un impulso rettangolare di
durata 2c¢, definito da

1, |tl<c,
fO)=4 0, [t[>c,
1/2 |t|=c.

Poiché la funzione f (t) ¢ liscia a tratti e assolutamente integrabile sulla
retta reale, possiamo calcolare la sua trasformata di Fourier (chiamata
anche spettro della funzione):

ﬂ@z/&@ﬁﬁiKWﬁ

eiat ¢ _ % (eiac o e—iac)

2sin ac

16 o

—C
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Il grafico dello spettro & disegnato nella figura sotto
2o

i ee)

\/\ /\\/ i
VAEY

Lo spettro dell’impulso rettangolare

f(0) = 2c ed al crescere di c il valore tende all'infinito, mentre il
picco centrale si comprime verso lo zero. La maggior parte dell’energia
dell’impulso giace all’interno del picco centrale di ampiezza 27 /c. Quindi,
pit lungo ¢ I'impulso, piu stretta ¢ la banda centrale nella quale &
concentrata l’energia. Se pensiamo ad « come frequenza angolare
(v = 27 f) e indichiamo con A« la frequenza angolare che separa mas-
simo 2¢ ad o = 0 dal primo zero della funzione per o« = /¢, & ovvi-
amente Aa = 7/c. Tuttavia, ¢ rappresenta la durata dell’impulso nel
tempo e se lo indichiamo con At si ha che Aa/At =7 0 2rAfAt =7
che da AfAt = 1/2. C’¢ quindi una relazione costante tra la du-
rata dell’impulso e la larghezza della banda. ne risulta che la forma
dell’impulso nel dominio del tempo e la forma dell’ampiezza dello spet-
tro nel domino delle frequenze non sono indipendenti. Una relazione
di questo tipo & alla basa del principio di indeterminatezza di
Heisemberg in meccanica quantistica che manifesta I'incertezza nella
possibilita della misura della posizione e della velocita, contemporanea-
mente.

Vogliamo, infine ricordare un ultimo importante risultato che si
trova esaminando I'impulso. Se supponiamo che ¢ divenga infinito,
allora I’energia della banda ¢ confinato in una banda di ampiezza zero.
Sotto queste condizioni limiti f (o) diventa la cosiddetta funzione di
Dirac § () che ha la inusuale proprieta che

d(a)=0 se t#0

/;005(@):1.
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la funzione di Dirac (che in realta NON & una funzione) gioca un
ruolo importante nelle equazioni differenziali quando il termine forzante
dell’equazione & un impulso. Come detto sopra, la funzione di Dirac
NON ¢ una funzione in termini matematici, essa fa parte di una piu
ampia gamma di enti matematici chiamati distribuzioni. Una delle
proprieta piu importanti della ¢ di Dirac ¢ la proprieta di traslazione.
Se f (t) ¢ continua per t > 0, si ha che

Amf@5@)ﬁ=f®)

Amfwéﬁ—m)ﬁzf@w-

2.3. Esercizi.
(1) Risolvere 'Esempio (59) se f (x) ¢ definita come segue

1+2, —-1<2<0,
fx)y=X 1—-2z, 0<z<1,
0, altrimenti .

(2) Risolvere I'Esempio (60) se f (x) ¢ definita come segue

/(@) b, 0<x<e¢ b>0
= 0, z>c.

(3) Fare tuttiiconti in dettaglio per ottenere la@ («v, t) nell’Esempio
(61).

(4) Qual’e la soluzione dell’Esempio (59) se f (x) = exp (— |z]) ?

(5) Risolvere I’Esempio (60) se la condizione al bordo u, (0,¢) = 0
¢ sostituita dalla condizione u (0,t) = 0.

(6) Risolvere I'Esempio (60) se f (x) = exp (—z).

(7) Scrivere lo spettro della funzione

cost , —m/2<t<m/2,
f ()= 0, altrimenti .
e disegnarne il grafico.

(8) Trovare la trasformata di Fourier di ciascuna delle seguenti
funzioni definite su (—oo, +00)

sintr, 0<z<1,
(a)f(fv)z{

0, altrimenti .
) £ (0 lcosmt] , 0<t<1,
10 , altrimenti .
exp(—z), 0<z<1,
C =
(©) /(=) { 0, altrimenti .
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2, —-1<t<1,
0, altrimenti .
—h, —c<2x<0, h>0,
(e) f(z)=<¢ h, O<z<c,

0, altrimenti .
(9) Trovare la trasformata di Fourier di ciascuna delle seguenti
funzioni definite su (0, 400).

(d) f(t)Z{

<a>f<x>={h’ se=ih,

0, z>1/h.

(b)f(t):{sinmt, 0<t<1,
0, t>1.

(c)f(t)—{l_x’ P
0, z>1.

@) f(t) expt, 0<t<2,
0, t>2.

(10) Trovare la trasformata di Fourier di ciascuna delle seguenti
funzioni definite su (0, +00).

= sint, 0<t<m,
(a) f (1) = 0. t>r.
b) f(2) = h, 0<x<1/h,
10, z>1/h.
o lcosmt] , 0<t<1,
(c) f(t) = 0. P
0, O<z<m7/2,
(d) f(x)=< cosx, w/2<x<3m/2,
0, x>3m/2.

(11) Supponiamo che la funzione f () sia assolutamente integrabile
su (—o0, +00) ed abbia trasformata di Fourier f («): Mostrare
che se a > 0 si ha

(a) éf (z/a) ha trasformata f (a «).

(b) f (ax) ha trasformata é? (a/a).

(¢) f () ha trasformata 27 f (—a) .

(12) Supponiamo che la funzione f (z) sia assolutamente integrabile
su (—00, +00) ed abbia trasformata di Fourier f (a): Mostrare
che per ogni b € R si ha

(a) f(z — b) ha trasformata ¢ f ().
(b) 3 [f (x —b) + f (z + b)] ha trasformata f (c) cos ab.
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(13) Mostrare che la trasformata di Fourier ¢ un’operazione lineare.
(14) Usare la definizione di trasformata di Fourier

+o0
\/%_W /_ f(z) e*“dx

per mostrare che f (z) = exp (—x?/2) ¢ la trasformata di se
stesso.
(15) Provare le seguenti proprieta delle trasformate di Fourier di
funzioni reali
(a) Se f (z) & pari, allora f () & reale e pari.
(b) Se f (x) & dispari, allora f (o) ¢ immaginaria e dispari.
(c) Se f(z) non & né pari né dispari, allora f (a) ha parte
reale e parte immaginaria.
(16) Trovare la trasformata di Fourier del treno d’onda finito

sint , |t| <67,
o]

0, altrimenti .

3. Applicazioni

Abbiamo visto negli Esempi (59)-(61) come usare la trasformata di
Fourier per risolvere problemi al bordo sia per 1’equazione di diffusione
che per I'equazione d’onda.

In questo paragrafo vogliamo dare esempi di applicazione della
trasformata sia all’equazione del potenziale che ad alcune equazioni
differenziali ordinarie.

ESEMPIO 62. Trovare la funzione potenziale u (z,y) nella porzione
di piano x —y limitata da y > 0 e per la quale

lim u(a,y) = f (2)

SOLUZIONE 62. Risolviamo l’equazione di Laplace, detta anche equazione
del potenziale,

Ugg + Uyy = 0

con il metodo di separazione delle variabili, u(x,y) = X (z)Y (y).
Questo porta alle due equazioni differenziali

X"+a’X =0,

Y-’y =0,
che hanno rispettivamente soluzioni:

X, (2) = 1 () cosax + 2 (o) sin ax

Yo (y) =cs (@) e™ 4+ ¢4 () e
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dove le soluzioni e le costanti dipendono dalla scelta del valore di c.
Scegliamo c3 (o) =0 e a > 0 poiché la soluzione deve restare limitata
per y > 0. La soluzione ha quindi la forma

u(x,y) = /oo e YA (a)cosaxr + B (a)sinazx] do,
0
e st ha che
f(x)= /OO [A(a) cosax + B (a)sinaz]| do .
0

Ricordando la (1.11) ne segue che

1 [t
A(a)cosax + B (a)sinar = — f(s)cosa(s—x) ds,
facendo uso della rappresentazione integrale di f ().
Ne seque quindi che

1 00 +o0 ]
u(x,y) = ;/0 l (s)cosa (s —x) ds| e ¥ da .

—00

Assumendo di poter scambiare l'ordine di integrazione, si ha

u(x,y)zl/oo Uome—ay cosa (s —x) da| f(s) ds .

T J-

St puo calcolare integrale interno, ottenendo
1 o
u(x,y) = —/ LS)Q ds . (3.1)
T Jooo y? + (s — )

Vediamo anche un altro metodo di soluzione.
Poiché nell’esempio si ha che —o0 < x < +00 possiamo trasformare
l’equazione relativamente alla variabile x, ottenendo

d2ﬂ (Oé, y) 2= _
d—y2_a u(a,y) =0 (3.2)
u (047 O) = 7 (CY) )

supponendo che f (z) sia assolutamente integrabile sulla retta reale. La
soluzione limitata di questo problema puo essere scritta nella forma

B fl@)ew, sea<0,
fla)ee® | sea >0,
0 piu compattamente

(o, y) = f () elely (3.4)
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La trasformata inversa di Fourier é

1 *° _ 5
u(%y) — %/ f(a)e"awe*wxda

1 0o 0o . .
= 2—/ / f (s) el velasemiaz g e
T J-oJ-o0

_ %/Zf(s) U e"ay[cosa(s—x)—l—%sina(s—x)]da}ds

1
%/_Oof(s) [/Oooelaly[cosa(s—x)]dal ds
_ 1/°°L<'8>d87

@ —ooy2+(5_$)2

in accordo al risultato precedente. Vogliamo notare che i due metod:
usati sono del tutto equivalenti, poiché si é fatto uso, in ogni caso, della
rappresentazione integrale di Fourier della funzione f (x).

Si pone ovviamente una domanda. Avremmo potuto trasformare rispetto
alla variabile y invece che rispetto alla x ¢ La risposta € positiva,
nel senso che poiché 0 < x < +o0o avremmo potuto usare le trasfor-
mate seno o coseno estendendo f(z) per disparita o parita. Ricor-
diamo, tuttavia che la trasformata seno, come mostra l’equazione (2.7)
richiede che sia noto u (x,0), mentre la trasformazione coseno, vedi la
(2.9), richiede che sia noto u, (x,0). In questo caso va, quindi usata
la trasformazione seno.

Trasformando y con la trasformazione seno, l’equazione del potenziale
viene trasformata nell’equazione ordinaria del secondo ordine, non omo-
genea

T, (x, )

2= _
e s (x,a) = —af (x) (3.5)
Ricordo che la soluzione generale dell’equazione é la somma della soluzione
generale dell’equazione omogenea associate con la soluzione particolare
dell’equazione non omogenea. Ma, la soluzione generale dell’equazione
omogenea associata € data da

Cleaz + 626—0451:
Poiché entrambe le funzioni sono illimitate sulla retta reale, ne seque
che entrambi i coefficienti della soluzione vanno presi uguali a zero.

Il prossimo esempio & una applicazione della trasformata di Fourier
alle equazioni ordinarie.

ESEMPIO 63. Trovare una soluzione dell’equazione di Bessel di

ordine zero
y dy
—_— 4+ = — =0.
gEala:2 + dx vy
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SOLUZIONE 63. Per ottenere la trasformata dei tre termini dell’equazione,
dobbiamo osservare che dalla definizione,

+o0 R
7(a) = / y(z) e*“dx
integrando per parti, si ha

oo dy (.f) o .
/ T dr =0y ().

—00

Mentre, derivando sotto il segno di integrale rispetto al parametro o si

ottiene
gyl _ . [ \
— Zal‘d
T /_ N zy(x) e*dx

quindi, la trasformata di xy é data da

+o00 57
o Y (Oé)
ry(x) e%de = —i—— .
/;oo do
Integrando per parti quest’ultima due volte, supponendo che sia y che
dy/dz tendano a zero per x — oo e che entrambe siano assolutamente

integrabili, tenendo presente i risultati precedenti, si ottiene

“+oo 2 —
/ xdgx(f) e dr = 207 (o) + a%yéj)'

oo

e seque che l’equazione differenziale data diventa

y(a)

2 —
1) —= =0
(0 +1) o=+ ay () ,
che st risolve per separazione delle variabili. Ne risulta che
_ C
a) = —,
gla) =—= =

dove C' ¢ la costante di integrazione.
Usando la trasformazione inversa si ha che

C [t eriow C [T cosax
Iy e R el R
y<) 277—/;00 042+1 T J_0o Oé2+]_ O()

dove la funzione Ky (x) é la funzione di Bessel di secondo tipo di
ordine zero. essa € una delle due soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione data, Ualtra essendo Iy (x) che é la funzione di Bessel di
primo tipo di ordine zero.

Ulteriori esempi sull’uso della trasformata di Fourier, per la risoluzione
di problemi al bordo, verranno dati nel Paragrafo 7.4.
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3.1. Esercizi.
(1) Calcolare

o0
/ e Yeosa (s —z)do
0

e verificare il risultato ottenuto con quello dato nell’Es.(62).
(2) Usando l'integrazione per parti, mostrare che:

(a)

+oo d? +o0
Y (Z’) ax = s dy (CL‘) oz
/_OO T e dr =0y () za/ ¢ dx .

(b)

—00

+o0 d I
Y (I) ox = . Y (Oé)
/ r— e dr =7 («) a——.

—00

(3) Determinare la temperatura u (z,t) in una barra semi-infinita,
tenuta inizialmente a temperatura zero, quando un estremo
¢ tenuto a temperatura costante ug. Scrivere esplicitamente
quale sono le ipotesi per poter usare la trasformata seno di
Fourier, per risolvere il problema.

(4) Un barra semi-infinita ¢ isolata termicamente ad un estremo,
mentre la sua distribuzione iniziale di temperatura ¢ data da
e~ qa > 0. Trovare la distribuzione di temperatura u (z,t):

(a) usando la separazione delle variabili.
(b) Usando la trasformata coseno di Fourier.
(c) Verificare che i risultati di (a) e (b) sono identici.

(5) Determinare la temperatura u (z,t) in una barra semi-infinita
che ha un estremo a temperatura zero e distribuzione iniziale
di temperatura f (z), dove

Uo , 0<$<L,
-]

0, altrimenti .

(6) Risolvere il seguente problema

ED.P. u =k ug, , x>0, t>0,
C.B. ug (0,t) = =0 t>0, >0
C.I. u(x,00=0, x>0.
(7) Usare la trasformata coseno di Fourier per mostrare che la
temperatura stazionaria del semipiano y > 0, quando la tem-

peratura al bordo y = 0 ¢& tenuta costante uguale ad uno
nell’intervallo |z| < ¢ e zero fuori, ¢ data da

1 ct+zx c—x
u(x,y) = — |arctan | —— | + arctan
m Y )
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Sugg: risulta utile il risultato

o b
/ e “sinbr dr = arctan—, a>o0, b>0.
0 a

(8) Usare il metodo dell’Es.(63) per trovare una particolare soluzione
dell’equazione

Py dy
T2 + Ir +ay=0.
(9) Trovare la soluzione dell’Es.(62)
(a) Se f (=) ¢ data da

1, O0<z<e,
-

0, altrimenti .

(b) Dal risultato di (a) calcolare i valori di w (0, 1), u (¢/2,1)
e u(c,1). Dire se i risultati sono ragionevoli.
(10) Mostrare che la soluzione dell’Es.(62)
(a) E’ data da

1 /(7 x
u(x,y) = i + arctan —

Y
se f (z) & data da

0, x <0,
f(x)y=< 1/2, =0,
1, xz>0.

(b) Dimostrare che la soluzione (a) ¢ limitata per y > 0.
(c) Verificare che la soluzione soddisfa ’equazione di Laplace
sey > 0.
(d) Verificare che
T u(o.9) = f (2)
(e) f(z) ¢ assolutamente integrabile? Soddisfa le condizioni
dei teoremi dati nel paragrafo 6.17
(11) Trovare una soluzione particolare per ognuna delle seguenti
equazioni, usando la trasformata di Fourier

Y Y .
@) ot + G 0=
Y Y
— — =0
()§%2+de+
Y Y
()@4‘@4—1@:0
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(12) Mostrare che la trasformata di Fourier di

\/i% exp (—2”/4a)

¢ exp (—aa?) se a > 0.
(13) mostrare che le soluzioni limitate dell’equazione

d2ﬂ(&,y> 2— — m —f
Tﬂ_a u(o,y) =0, u(e,0)=f(x)

sono date da

a(a,y) = f(a)e ™.
(14) Usare la trasformata di Fourier per trovare la soluzione dell’
equazione
3y +2y +x2y=0.



CHAPTER 7

Problemi al bordo in coordinate cartesiane

1. L’equazione di Laplace

Abbiamo gia visto come una delle pit comuni equazioni alle derivate
parziali del secondo ordine fosse

Ugg + Uyy + Uz, =0 (1.1)

Fino ad ora abbiamo trattato ’equazione in una ed in due dimen-
sioni. Vogliamo illustrare adesso un esempio tridimensionale per illus-
trare le serie doppie di Fourier.

ESEMPIO 64. Risolvere il sequente problema al bordo

E.D.P. Upy + Uyy +u,, =0, 0<zx<a, O0<b<y, 0<z<c,
C.B. u(0,y,2) =u(a,y,z) =0, 0<b<y, O0<z<ec,
u(x,0,2) =u(x,b,2) =0, 0<z<a, 0<z<ec,

u(z,y,0) = f(z,y) , u(r,yc)=0 0<zr<a, 0<b<y.

SOLUZIONE 64. Questo problema sorge nella ricerca del potenziale
in un parallelepipedo rettangolare, nel quale le quattro facce laterali e
quella superiore sono a potenziale zero ed il potenziale della base é una
funzione assegnata di (x,y). Specificheremo pit avanti le proprieta che
deve possedere la funzione f (x,y).
Risolviamo il problema col metodo di separazione delle variabili. Sia

u(r,y,z) =X (2)Y (y) Z(2) ,
derivando e sostituendo nell’equazione, si ottiene
X'YZ+XY"Z+XYZ" =0,

dove gli apici intendono le derivate ordinarie delle funzioni rispetto
alle proprie variabili. Come al solito, siamo interessati a trovare una
soluzione non nulla del problema, X ()Y (y) Z (z) # 0, quindi si ot-
t/llene Y// Zl/ Xl/

e | 1.2

dove A € una costante, la cui natura verra determinata dalle condizioni
al bordo. Notiamo che nel primo membro dell’equazione non compare
la variabile x, mentre nel secondo compare solo x. Ne conseque che
deve essere

X" +AX =0, X(0)=0, X(a)=0. (1.3)
193
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Come ormai sappiamo la scelta di N = 0 e di A < 0 ha come con-
sequenza l’esistenza della sola soluzione nulla. Ne conseque che \ >

Ome
X (x) = ¢; cos (\/Xx) + sin (\/Xx> :

La condizione X (0) = 0 implica che ¢, = 0, mentre X (a) = 0 implica
che V) = nr/a, n = 1,2,... Quindi, gli autovalori del problema di
Sturm-Liowville(1.8) sono

A=n*7?/a®, n=12...,

mentre le corrispondenti autofunzioni sono
. /nm
X, (z) =sin (—= n=12....
n a ) ) Y

Abbiamo soppresso la costante arbitraria poiché ogni multiplo delle aut-
ofunzioni date é anch’essa soluzione del problema al bordo (1.3).
Una seconda separazione delle variabili implica che

Z/l ’fl27T2 Yl/

y A
1l problema al bordo perY é identico a quello per X, ne seque che

22
mem
= Pz m=1,2, )
e le corrispondenti autofunzioni sono
Ym(y):sin<% > , o m=1,2,....

Da notare che, sebbene entrambe le costanti di separazione siano fun-
ziont di interi positivi, queste sono indipendenti ["una dall’altra.
1l problema per Z puo essere scritto nella forma

2 2

Z”—H(” +%)Z:O, Z(e)=0,

) , (n? . m2
w, =1 —+ —=
mn a2 p2 )

7" —w? 7 =0, Z()=0.

o, ponendo

POSSIAMO SCTivere

La soluzione di questo problema € per ogni m,n fissati
Zmn (2) = By sinh wyy,y, (¢ — 2)

dove B,,, € una costante che dipende da m,n. Calcoleremo il valore
di questa costante applicando ['ultima condizione al bordo. Poiché m
e n sono indipendenti, per scrivere la soluzione del problema, bisogna
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prendere tutte le possibili combinazioni lineari delle singole soluzioni.
St ha cosi la serie doppia che descrive la soluzione

(x,y, 2 Z Z By sinhwyy,, (¢ — 2) sin <%y> sin (%x) )

n=1 m=1

Applicando la condizione al bordo si ha

i i B, sinh ¢ wyy,, sin (%y) sin <n7:x> = f(z,y) (1.5)

n=1m=1

Ne seque che, per ogni m si ha

Zan sinh ¢ Wy, sin <m7r / f(s,y)ssin (—s) ds . (1.6)

in altre parole, per ogni valore fissato diy (0 <y < b) L’Eq.(1.5) mostra
che f (x,y) deve essere rappresentata Come un serie seno di Fourier.
D’altra parte, per ogni valore di n, la parte destra di (1.6) é una fun-
zione della sola variabile y che possiamo indicare con F, (y), e

mm

Z B,,,,, sinh ¢ w,,,, sin (Ty> =F,(y) .
m=1

Ne seque che F, (y) puo essere rappresentata in serie seno di Fourier
e possiamo dire che

) b
B,y sinh ¢ wp, = —/ F, (t)sin (Et> dt .
b Jo b

Quindi
2 b nm
Bpn = ——— F, (t)si <—t> dt
b sinh ¢ w,,y, /0 (t)sin b

4 b . nm . nm
N M/O /0 f(s,t)sin (78) sin (Tt) ds (.7)

Quindi, la soluzione formale dell’Eq.(1.1) ¢é data dall’Eq.(1.4) con i
coefficienti By, dati dall’Eq.(1.7) € wpy, € definita da
n? m?

Winn = T\ — + " (1.8)
Osserviamo che la funzione f (:U,y) deve soddisfare la condizioni di
Dirichlet rispetto ad entrambe le variabili, cioé, per ogni valore fissato
diy=1yo (0<yo<b) f(x,y0) deve essere una funzione liscia a tratti
della variabile x (0 < x < a). In modo analogo, per ogni valore fissato
x =9 (0<z<a), f(xoy) deve essere una funzione liscia a tratti
della variabile y (0 <y <b).

Nel prossimo esempio risolviamo un problema di Laplace in un do-
minio semi-infinito.



196 7. PROBLEMI AL BORDO IN COORDINATE CARTESIANE

ESEMPIO 65. Trovare il potenziale V' (x,y) in ogni punto dell’insieme
limitato da x =0, y =0, ey = b, con le condizioni al bordo V (0,y) =
V(z,b)=0eV (z,0) = f(z).

SOLUZIONE 65. Il problema, espresso in termini matematici €

EDP Vyu+V,=0, O<r<+4o0, 0<y<b,

C.B. V(0,y) =0, 0<y<b,
V(x,b) =0, 0<z<+4o0,
Vi(z,0)=f(z) , 0<zx<+o0.

per risolvere il problema usiamo la trasformata seno di Fourier per
trasformare x poiché V (0,y) =0 e 0 < x < +00. Quindi

V(a,y) :/ V(x,y)sinax dz ,
0

e, ricordando i risultati del Capitolo precedente, si ha

— d?V (a,y)
2 Y _
—a V(a,y)+d—y2 =0.
La trasformata di' V (x,b) = 0 ¢ zero e la trasformata di V (z,0) = f (z)
e V(a,0) = f(a). Per poter operare queste trasformate dobbiamo

assumere che

lim V(z,y) =0, e lim V,(z,y)=0,

r——+00 T—-+00

e che f (x) sia assolutamente integrabile su 0 < x < 400 .

la soluzione dell’equazione del secondo ordine in V (a,y) é:
V (a,y) = Cy () cosh (ay) + Cy (a) sinh (ay) .

La, condizione V (a,b) = 0 implica che

B sinh (ab)

Gr=-0, cosh (ab) ’

quindi la soluzione si scrive come

Viaw) = ~Ca() 2

sinh « (y — b)
cosh ab '

cosh (ay) + Cy («) sinh (ay)

= Ca(a)

Dalla condizione V (a,0) = f () si ottiene

£ () cosh (ab)
Co (o) = = sinh (ab)

da cui .
— _ f(a)sinha(b—1y)
Viewy) = sinh (ab)
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usando le trasformate inverse si ha

)sinha (b—vy) .
Vi(z,y) = / fla smh Ozl()) v) sin ax do
sinha (b —y)
/ / f (s)sinas—————— sinb () sinax ds da(1.9)

Una funzione che soddisfa ’equazione di Laplace ¢ detta funzione
armonica. Le funzioni armoniche hanno particolari proprieta che
elenchiamo nei seguenti teoremi.

THEOREM 20. Se una funzione f é armonica in una regione limi-
tata ed é nulla sul bordo della regione stessa, allora é nulla in tutta la
regione.

THEOREM 21. Se una funzione f é armonica in una regione lim-

itata e la sua derivata normale = ¢ identicamente nulla su tutto il

n
bordo della regione, allora f é costante in tutta la regione.

Un problema di Dirichlet ¢ definito come un problema di ricerca
di una funzione che sia armonica in una regione, avendo assegnato i
valori della stessa sul bordo della regione.

THEOREM 22. Se un problema di Dirichlet per una regione limitata
ha soluzione, allora questa soluzione é unica.

Un problema di Neumann ¢ definito come un problema di ricerca
di una funzione che sia armonica in una regione, avendo assegnato i

)
valori della derivata normale I sul bordo della regione.

THEOREM 23. Se un problema di Neumann per una regione limitata
ha soluzione, allora questa soluzione é unica a meno di una costante
additiva.

I problemi di Dirichlet e Neumann nascono in modo naturale dall’e-
quazione di diffusione (o del calore) quando si ¢ interessati alla ricerca
di una soluzione stazionaria. In due dimensioni il problema del calore
e

w =k (Ugy + uyy)
dove u rappresenta la temperatura e k£ ¢ una costante detta diffusivita
termica. Se cerchiamo una temperatura stazionaria del sistema (detta
anche temperatura di equilibrio del sistema), allora u ¢ indipendente
dalla variabile temporale ¢ per cui u; = 0 e ’equazione si trasforma
in una equazione di Laplace bidimensionale. Situazione simile, ovvia-
mente, in tre dimensioni.

ESEMPIO 66. Trovare la temperatura stazionaria in un piatto ret-
tangolare di lati a e b se i bordi v+ = 0 e x = a sono perfettamente
1solati, il bordo y = b é tenuto a temperatura zero e il bordo y = 0 ha
una distribuzione di temperatura data da sin (rz/a).
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SOLUZIONE 66. Ricordiamo che bordo perfettamente isolato sig-
nifica che non vi é scambio di calore con [’esterno attraverso quel
bordo, non wvi é cioé flusso di calore. Consequentemente la variazione di
temperatura nella direzione della normale esterna al bordo deve essere
nulla. Assumiamo, ovviante anche che la facce siano perfettamente
1solate cosi che non ci sia scambio di calore in direzione z. Il problema
diventa

E.D.P. gy +uy, =0, O<z<a, O<y<b,
Uy (0,) =0,
PB. (0,9) O<y<b,
Uy (a,y) =0,
u(x,b) =0,
T O<zr<a.

0) = sin —

u(z,0) = sin -

la separazione delle variabili porta al sequente problema di Sturm-Liouville
X'"+XX=0, X (0)=0, X' (a)=0.

Le autofunzioni sono
nm

Xn(x)zcos(—x> , n=0,1,2,... .
a

Si ha, inoltre per ogni n,

2,2
Y/ -2V, =0, Y,(b)=0,
a
le cui soluzioni sono
Cn . nim -
Yo(y) = Wsmhj(y—b), n=12...,
cosh | —
a

Yo(y) = coly—10) .
Avendo usato tutte le condizioni omogenee al bordo, si ha
sinh -~ (y —b)

= nw
u(z,y)=co(y—0)+ Z Cp, COS (733) a —
n=1 cosh < >

a

Applicando l'ultima condizione al bordo, si ha
nmb
o —ginh—
_ _ a nr > —sin X
cob—l-ch — cos(ax —smax,

n=1 cosh —
a

o, che ¢ lo stesso

—Cp b+Zancos (%x) = .

n=1
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Questo mostra che dobbiamo scegliere una estensione pari per la fun-
zione sin —x per poterla rappresentare in serie di coseni. Si ha quindi
a

2 4
ag = — sin —x dr = —
a Jo a T

quindi —bcy = 1/2a¢g = 2/m da cui co = —2/7h. Si ha inoltre,

2 [ nm .
a, = -— cos | —z ) sin —z dx
0

a a a
0, sen é dispari ,
= 4 \ »
_ sen € pari .
7(l—n2)’ P
la soluzione puo quindi essere scritta nella forma
2 2
9 o cos L sinh (b—vy)
2 = a a
u(x,y) = — (b—y)+ - Z 5D . (1.10)

n=1 (1 —4n2?)sinh
a
Vogliamo sottolineare come, sebbene tre dei quattro condiziont al bordo
fossero nulle, le operazioni che abbiamo dovuto compiere per arrivare
alla soluzione stano state mon banali. Per questo motivo viene usato
(si raccomanda di usare) il principio di sovrapposizione quando siano
presenti pit condizioni al bordo non-omogenee.

Non abbiamo verificato che la u (z,y) data dalla (1.10) sia una fun-
zione armonica. Considereremo questo problema pit avanti nel para-
grafo 7.5

Una condizione al bordo che sia combinazione lineare di condizioni
di Dirichlet ¢ Neumann ¢ nota come condizione di Robin'! o con-
dizioni al bordo di tipo misto. Per loro vale il seguente teorema

THEOREM 24. Sia u(x,y) armonica in una regione limitata R e
soddisfi la condizioni di Robin
ou
ha——l—k:u:f(x,y), h>0, k>0, (1.11)
n
su OR, bordo di R. Allora u (z,y) é l'unica soluzione (eccetto eventual-
mente una costante additiva) del problema V*u = 0 in R che soddisfi
le condizioni (1.11). Se h = 0 su tutto OR, allora la costante additiva
¢ zero, ma h e k non possono essere entrambi nulli.

Ovviamente, il teorema con le condizioni di Robin riassume in se
sia il teorema per il problema di Dirichlet che quello di Neumann.

Wictor Robin (1855-1897), matematico francese.
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1.1. Esercizi.

(1) Trovare B,,, dell’Esempio (64) se f (z,y) = xy .

(2) Trovare la soluzione dell’Esempio (65) se f (z) = e *.Questa
funzione soddisfa le condizioni per I'esistenza della soluzione?

(3) Trovare la soluzione dell’Esempio (65) se

sinx, 0<z<m,
fla) =

0, altrimenti .

(4) Trovare la soluzione dell’Esempio (65) se b = 1 e la condizione
V (0,y) = 0 ¢ sostituita dalla condizione V,, (0,y) = 0.
(5) Mostrare che il problema

X" XNX=0, X'(0)=X(a)=0,

ammette solo la soluzione nulla.
(6) Ottenere le autofunzioni

Xn(x):cosnlx, n=0,1,2,...,
a

dell’Esempio (66).
(7) Ottenere le autofunzioni

&
cosh (n_7rb)
a
dell’Esempio (66).
(8) Mostrare che

Y, (y) = sinh%(y—b), n=12...,

Yo (y) = coy—b)

¢ 'autofunzione corrispondente all’autovalore n = 0.
(9) Mostrare che nell’Esempio (66)

4
Aoy, = ————+ .
T (1—4n?)

(10) Risolvere il problema dell’Esempio (66) sea = b = meu(x,0) =
sinx .

(11) Verificare che 'Eq.(1.10) soddisfa le condizioni al bordo dell’E-
sempio (66).

(12) Usando I’Eq.(1.10), mostrare che

u(a,0) =u(0,0)=0.

(Sugg.:Scrivere Sy usando la decomposizione in frazioni di
1/ (1 — 4n?) e trovare poi il limite di Sy).
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(13) Risolvere il problema al bordo

E.D.P. g +uy,, =0, 0<z<l, y>0,

C.B. u(l,y) =0, y>0,
u(0,y)=e %, a>0 y>0
uy (2,0) =0, O<zx<l.

(14) Risolvere il problema del potenziale nella striscia —oco < zoo+
00, 0 < y < b, sapendo che il potenziale € zero per y = b e vale
f (x) quando y = 0. Scrivere, inoltre, quali condizioni devono
essere soddisfatte per l'esistenza del problema. (Sugg.: usare
le trasformate di Fourier.)

(15) Risolvere i problemi di Dirichlet:

(a)
E.D.P. Uy +uy, =0, O<xrx<l, O<y<1,
C.B. u(0,y)=u(ly)=0, 0<y<1,
u(z,0)=0, wu(z,l)=z, O<z<l1.

(b)

E.D.P. Uyy +uy, =0, O<zx<l, O<y<1,
CB.  u(z,0)=u(z,1)=0, 0<z<1,
uw(0,9)=0, u(l,y)=vy, O<y<l1.

(c) Usare il principio di sovrapposizione per trovare la soluzio-
ne del problema di Dirichlet

E.D.P. Uy +uyy, =0, O<xrx<l, O<y<1,
C.B. u(z,0)=0, wu(r,l)=z, 0<zx<1,
u(0,9)=0, u(ly) =y, O<y<l.

(16) Un piatto rettangolare hai bordi per y = 0 e y = b perfetta-
mente isolati. mentre i bordi per x = 0 e x = a sono tenuti
a temperatura zero. Usare la separazione delle variabili per
trovare la temperatura stazionaria del piatto. Il risultato & in
accordo a quanto ci si aspetterebbe alla luce dei Teoremi (20)
e (21)7

(17) Risolvere il problema dell’Es.(64) supponendo che la condizione
nella faccia z = 0 sia u (0,y, z) = sin (7y/b) ssin (7z/c), men-
tre sulle altre facce ¢ u = 0.

(18) Dimostrare il Teorema (22). (Sugg.: supporre che sia f che
g siano soluzioni. Considerare la differenza f — g ed usare il
Teorema (20).
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(19) Risolvere il problema dell’Esempio (66) date le condizioni al
bordo

10
u(z,0)=—(a—z), 0<z<a,
a

mentre le altre condizioni rimangono inalterate.
(20) Risolvere il problema dell’Es.(64) supponendo che u (z,y, c) =
f (x,y) mentre le altre facce sono tenute a zero.

2. L’equazione d’onda

2.1. Onde trasversali. Nel Paragrafo 4.3 abbiamo trovato I’equa-
zione della corda vibrante, dopo aver fatto una serie di ipotesi di sem-
plificazione. L’equazione trovata € stata poi estesa, in modo natu-
rale, a quella di una membrana vibrante (tipo il tamburo) per ottenere
I’equazione d’onda bi-dimensionale

Ut = C2 (U:px + uyy) . (21)

La costante ¢ & definita come T,g/w dove Ty & la tensione (supposta
costante in ogni direzione) per unita di lunghezza, w ¢ il peso per unita
di area e g € l'accelerazione di gravitd. Un problema al bordo per
questa equazione in una regione rettangolare ha bisogno, in generale,
per essere risolto di quattro condizioni al bordo e due condizioni iniziali.
Vediamo un esempio.

ESEMPIO 67. Risolvere il sequente problema

Uy = & (Ugy + Uyy) O<z<a, 0<y<b, t>0
u(0,y,t) =u(a,y,t) =0, O<y<b, t>0
u(x,0,t) =u(z,bt)=0, 0<z<a, t>0
u(x,y,0)=f(r,y) , w(zr,y,00=0 0<z<a, <y<b.

SOLUZIONE 67. Usiamo il metodo di separazione delle variabili in-
1ziando col separare le variabili spaziali da quella temporale:

u(z,y,t) =@ (2,y) T ()
e sostitutamola dentro la E.D.P. . Si ha

T = AT (Byy + Dyy) -
Dividendo per 2®T si ha

T O, + 9,

T 9
L’interpretazione fisica del problema é chiara: una membrana rettan-
golare ¢ fissata al bordo e sono assegnati, in ogni punto, posizione in-
iziale e velocita iniziale (nulla in questo caso) perpendicolari al piano
xy. Poiché non si é supposto attrito o altre forze esterne, ci si as-
petta che la membrana vibri indefinitamente. Per questo si é scelta
una costante negativa —\* in modo che la soluzione sia periodica nel

= -\ (2.2)
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tempo. Dall’Eq.(2.2) si ha, infatti, usando la condizione omogenea
sulla velocita
T+NET =0, T=0.
la soluzione di questo problema é
T (t) = cos (Act)

dove la forma della costante \ é ancora da determinarsi. Se nell’Eq.(2.2)
supponiamo adesso ® (z,y) = X (z)Y (y), si ha
Xl/ Y/l

S
X"y

ma questo € il problema che abbiamo risolto nell’Esempio (64) del
precedente paragrafo. Quindi le soluziont del presente problema sono
X, (z) = sin %x ,
Vo) =i %y
T, (t) = cos (wmnct)

dove m ed n sono indipendenti e

) , (n? . m2
Won =T | = + —

la soluzione generale del problema é allora data dalla serie doppia

u(x,y,t) = Z Z B, sin %x sin ?y oS (Wmnct)

n=1 m=1
dove

4 b a
=— i sin%y l/o f(z,y) sin%x dx} dy .

Osserviamo che f (x,y), f. (z,y), e f, (x,y) devono essere continue nel
quadrato aperto (0,a) % (0,b) ed annullarsi sul bordo del rettangolo. Da
notare che la frequenza angolare della membrana vibrante w,,,,c dipende
sia da m che dan e non cambia per multipli interi di alcune frequenze
base fissate. Ne conseque che la membrana vibrante non produce note
musicali come invece fa la corda vibrante.

Bnm

2.2. Onde longitudinali. Le onde prodotte in una corda vibrante
sono onde trasversali, cioe¢ la direzione del moto dei singoli elementi
della corda, o della membrana, sono perpendicolari alla direzione di
propagazione delle onde stesse. In una barra solida, tuttavia, si possono
avere onde elastiche che sono onde longitudinali, onde cio¢ in cui la
direzione del moto di ogni elemento della barra ¢ la stessa direzione
di propagazione delle onde stesse. Questo ¢ dovuto alla rarefazione e
condensazione della densita della barra stessa.
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Consideriamo una barra di sezione e densita uniforme di lunghezza
L. Assumiamo che la barra sia perfettamente elastica, intendendo con
questo che se vendono applicate agli estremi della barra delle forze
esterne, in modo che si creino delle elongazioni, allora ne risultano
delle forze tensili nella direzione dell’asse x. Se adesso le forze esterne
vengono eliminate, la barra continuera a vibrare in accordo alle leggi
di elasticita. Indichiamo con p la densita della barra (massa per unita
di volume), con A l'area della sezione trasversale e con E il modulo di
elasticita di Young. Supponiamo che nel punto x la sezione trasversa
venga spostata di una quantita u. Assumiamo inoltre che A sia piccolo
rispetto ad L. dalla definizione di modulo di Young F, la forza sulla
sezione trasversa nel punto = ¢ data da

ou
EA—
ox’
poiché Ju/Ox rappresenta l’elongazione per unita di lunghezza. D’altra
parte, la forza sulla sezione di lunghezza Az (Az = u) & data anche da
0u
AAr—
p at2 Y
dove 0%u/0t? viene valutata in un punto intermedio tra z e x + A,
per esempio nel centro di massa dell’elemento. La forza risultante per
unita di lunghezza ¢ allora

EA [Ou(z+ Az,t)  OJu(z,i)
Ax Ox Ox

Uguagliando le due forze e prendendo il limite per Az — 0, si ha
Pu  Edu  ,0%

= — =c )
otz p Ox? Ox?

Quindi, le piccole vibrazioni longitudinali di una barra elastica soddis-

fano I'equazione d’onda unidimensionale.

ESEMPIO 68. Vogliamo risolvere il sequente problema al bordo

E.D.P. uy = ug, , c=E/p O<x<L, t>0,
C.B.  u(L,t)=0, £>0,
Eu, (0,t) = Fy, O<x<L,

C.I. u(z,0)=0, wu(z,0)=0 O<z<L,

SOLUZIONE 68. Il problema ci dice che all’istante iniziale la corda
é ferma, lestremo x = L ¢ tenuto fisso, mentre all’estremo x = 0 ¢
applicata una forza costante Fy. Infatti, come abbiamo detto sopra, la
forza in una qualunque sezione trasversale ¢ data da

ou
EA—
or '
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ed all’estremo x = 0 questa forza é data da AFy. Da questo seque che
EUI (O,t) = FO .

Se provassimo a risolvere il problema con la separazione delle variabili
avremmo come unico risultato u(x,t) = 0, che non é una soluzione.
La difficolta nasce dal fatto che in questo caso le condizioni al bordo
non sono omogenee (é presente una forza esterna per x = 0) men-
tre sono omogenee le condizioni iniziali. Ne seque che il problema di
Sturm-Liouville per T (t) ha soluzione nulla essendo T (0) =T" (0) = 0.
Questo problema puo essere superato se siamo in grado di trasformare
la condizione al bordo non omogenea in una omogenea, trasferendo la
non omogeneita in una condizione iniziale. Per fare questo, visto che
la forza esterna non dipende dal tempo, cerchiamo la soluzione come
somma di due parti, una stazionaria e l’altra che chiameremo di tipo
transitorio in quanto dipende dal tempo. Cerchiamo quindi la soluzione
nella forma

u(z,t) =U(z,t) — ¥ (x) ,

con V¥ (x) da determinare. Il problema diventa il sequente

ED.P. Uy=[Up — 0" (z)] , O<z<L, t>0,
C.B. U(Lt)—¥(L)=0, t>0,
EU, (0,1) — BV (0) = R, O<z<L,

C.I. U(xz,0) =¥ (z)=0, U(z,00=0 0<z<L.

E.D.

C.B.

C.I.

Se adesso poniamo
U'(z)=0, V(L)=0, v (0)=-F/F,

ne seque che
U (z) = (Fo/E)(L—z) .
Quindi, il problema per U (z,t) diventa

P. Uy =AU, , O<z<L, t>0,
U(L,t)=0, t>0,
Eu, (0,t) =0, O<z<L,

F
U(I,O):EO(L—Q:), Uy (2,00=0 0<z<L.

Questo problema puo essere risolto con il metodo di separazione delle
variabili. Se U (x,t) = X (z) T (t) si ha:

XT =AX"T |
da cui, supponendo che la soluzione non sia nulla e dividendo quindi
per XT', si ottiene

T X

3T = —\? (2.3)
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poiché ormai sappiamo che la costante deve essere negativa. Il problema
n x diventa allora

X'+X=0, X(L)=0, X (0)=0 (2.4)
che ha come soluzione

Xn(x):cos(2n—1)%x, n=12....

Da notare che gli autovalori sono

om—1 1\
A2:<n2L 7r> L on=1,2,...,

e che n = 0 non é un autovalore. L’equazione in T puo essere scritta
come

3y om—1 2 .
Tn+<n2L 7rc> T,=0, T,(0)=0. (2.5)

La soluzione di quest’ultima é

2n—1
Tn(t):cos( n2L WCt) , o n=12....

la soluzione generale del problema é allora

T (2.6)

> s
= 2n—1) — 2n —1
U (z,t) Zancos(n ) —x cos(2n )QL ,

2L

n=1

che soddisfa tutte le condizioni omogenee. Imponendo, infine la con-
dizione iniziale non omogenea, st ha

> ™ F()
U(z,0) = Lcos(2n —1) —z = —2 (L —z) , 2.7
0.0 =P aeos(n=Dgpo=F(L-a) . (D

che é la rappresentazione in serie coseno di Fourier della funzione
(Fo/E) (L — ).

Abbiamo ancora un problema. Se, semplicemente estendessimo per par-
ita la funzione (Fy/E) (L — x) nell’intervallo (—L,0) introdurremmo il
termine costante %ao % 0 poiché il valor medio dell’estensione pari
in (—=L,L) non é zero. Ma abbiamo notato come n = 0 non sia
un autovalore e quindi dobbiamo operare un estensione pari tale che
ag = 0. Ne seque che dobbiamo prima pensare di estendere la funzione
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nell’intervallo (0,2L) e poi estenderla per parita all’intervallo (—2L,0).

Questo corrisponde anche al fatto che la soluzione U (z,t) va scritta
come
1
Ul(x,t) = 3 (@ (z+ cy) + P (z — ct)] (2.8)
dove la funzione ® (x) é quella mostrata in figura
E
EO(L—x) , 0<z<2L,
¢ (z) = (2.9)

F
Eo(x—L) , —2L<z<0.
Alternativamente, cercando il coefficiente a,, nell’Eq.(2.7) si ha
FO 2L ™
= L L— M —1) —
an FL . (L —z)cos(2n )2Lxd1‘
8FyL
= —2 — a=12... . (2.10)
En?(2n—1)

Per vedere che le due rappresentazioni (2.8) e (2.10) sono equivalenti,
basta usare, nell’Eq.(2.6) Uidentita trigonometrica

1
cosa cosb = 5 [cos (a + b) 4 cos (a — b)] .

Si ottiene
Uz, t)= % ; an [coswy, (x + ct) + coswy, (z —ct)]
dove ) X
n—1)m
W, = @Gn=lm 5T ) :

La funzione ® (x) ha come rappresentazione in serie coseno di Fourier

[e.9]

() = Zan COS Wy T

n=1
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e quindsi
oo

S (z+ct) = Zancoswn (x +ct) ,
n=1
con una espressione simile per ® (x — ct), e Uequivalenza tra le due
rappresentazioni (2.8) e (2.10) é quindi stabilita.
Ne seque che la soluzione del problema originale é

E
u(z,t) = Eo(x—L)JrU(x,t) : (2.11)
dove la U (x,t) & espressa da una delle due espressioni equivalenti.

Consideriamo, adesso, un altro problema nel quale si puo applicare
I’equazione d’onda unidimensionale. Indichiamo con 6 la rotazione an-
golare di una barra uniforme rispetto alla posizione di equilibrio. Se 6
é piccolo e si puo usare la teoria della elasticita, 6 soddisfa 1’equazione
alle derivate parziali

Oy = 0, (2.12)

dove ¢* = Gg/p dove G ¢ il modulo di elasticita, p la densita e g
I’accelerazione di gravita.

EsSEMPIO 69. Supponiamo che una barra di sezione circolare e lunghezza
L sia fissata ad un estremo mentre viene ruotata all’altro e poi liberata.
Quando la barra comincia ad oscillare, ’estremita libera viene fissata
pert =ty. A questo istante la velocita angolare é wox/L e l’angolo 0 é
zero. Scrivere l’equazione con le condizioni al bordo.

SOLUZIONE 69. Prendiamo un sistema di coordinate in modo che
la barra giaccia lungo l'asse x con l’estremo libero ad v = L. Si ha
quinda:

E.D.P. «9tt2629m, 0<l'<[/7 t>0,
C.B. 6(0,t)=0, t>0,
0(L,t)=0 t>to
0 (CL‘, to) =0 y
C.I. O<z<L.
0y (z,t9) = wox/L |
Vogliamo osservare che essendo [’equazione autonoma (la variabile t
non compare esplicitamente) possiamo assumere to = 0. Ponendo
0(z,t) =X ()T (t) e separando le variabili si ha:
i = X_" = —)\2
AT X '

con la costante, negativa come al solito, visto che abbiamo a che fare
con delle oscillazioni. Per la variabile spaziale abbiamo, quindi il prob-
lema

X'+XX=0, X(0)=0, X(L)=0,
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la cui soluzione é

Xn(x):sinn—;x, n=12...,

mentre il problema iniziale é

n2m2c?

T, + 2

T.=0, T,(0)=0,
che ha come soluzione
Tn(t):sin?t, n=12....

ne seque che

0 (x,t) = ;bn sin — sin nzct ,
dove
mch = E/L%smn—wm dx
L™ LJ, L L ’
da cut,
- (—1)"" 2woL
"2 cm?

2.3. Esercizi.

(1) Trovare la soluzione del seguente problema
T+NT=0, T(0)=0.

(2) Le frequenza w,, dell’Esempio (67) sono chiamate frequenze
caratteristiche. Trovare le prime sei frequenze caratteristiche
della membrana vibrante, e cioé w1, wis, Wa1, Waa, W13, W31,
nel caso in cui a = b = 7.

(3) Trovare la soluzione dell’Esempio (67) supponendo che

. T, TY
u(x,y,0) = ksin — sin — |
(z,y,0) —sin—
dove k > 0 & una costante. Notare che sotto queste condizioni
la membrana produce un suono musicale. Qual’é la frequenza
del tono?
(4) Trovare la soluzione dell’Esempio (67) supponendo che

fe,y) =wyla—2)(b-y) .
Mostrare che questa funzione soddisfa le condizioni dell’esempio.
(5) Se nell’Esempio (67) le condizioni iniziali sono sostituite da

Ut($,y,0):g($,y> 9 U,(I‘,y,O):O,

qual’é la soluzione u (x,y,t)?
(6) Usare il principio di sovrapposizione per risolvere il problema
dell’Esempio (67), se le condizioni iniziali sono

u(z,y,0) = f(z,y) , w(z,y0) =gy .
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(7) Mostrare che E/p ha le dimensioni di una velocita al quadrato.
(8) Risolvere il problema la bordo

V' (2)=0, W(L)=0, U(0)=—F/E.
(9) Mostrare che il problema
X" XNX=0, X(L)=0, X'(0)=0,

ha solo la soluzione nulla (A > 0).
(10) Risolvere il problema

X'+ XM¥X=0, X(L)=0, X'(0)=0.
(11) Risolvere il problema
T, + )T, =0, T,(0)=0,

2n —1
d A=
ove 5T

(12) fare i conti per trovare il valore di a,, nell’Eq.(2.10).
(13) Scrivere esplicitamente

mn=12 ...

U(x,t):%[Q)(x—kct)—i—@(x—ct)]

partendo dall’espressione (2.9) e mostrare che U (z,t) soddisfa
la E.D.P. e tutte le condizioni del problema per U (z,1).

(14) Verificare che la u (z,t) data dalla (2.11) | con U (z,t) come
nell’Esercizio 13, soddisfa tutte le condizioni del Esempio (68).

(15) Risolvere I’Esempio (69) supponendo che 0; (z,ty) = k, dove k
¢ costante e le altre condizioni sono inalterate.

(16) Risolvere I'equazione della corda vibrante di lunghezza L, fis-
sata agli estremi, e condizioni iniziali

u(z,0)=z(L—2), wu(z,00=0, 0<zx<L.

(17) Calcolare w (1/4,2), e u(1/2,3/2) dell’Esercizio precedente,
supponendo che L =1ec=1.
(18) dedurre dalle Equazioni (2.6) e (2.10) che

I
oo—— = — .
T (2n-1)% 8
(19) L’equazione d’onda non omogenea porta al seguente problema
U = Uy + F (x,1) —o<r<+oo, t>0,

u(xz,0)=f(z) , w(z,0)=g(z), —oc0o<z<-+00.

(a) Dare una interpretazione fisica del problema.
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(b) Verificare che la soluzione & data da:
r+at

w(a,t) = %[f(x+at)+f(:r—at)]—l—2—1a/ g(s) ds

r—at

1 t  prta(t—T7)
+— / / F (&) d¢ dr .
2a 0 Jz—a(t—T) ( )

(c) Risolvere il problema se F' (z,t) = kg dove k & una costante
positiva e g 'accelerazione di gravita.

(d) Risolvere il problema se F (x,t) = ka? dove k ¢ una
costante positiva.

(20) Mostrare che 'equazione d’onda non cambia se x & sostituita
da —z. e quindi se u(x,t) & soluzione lo & anche u (—x,1).
Mostrare che come conseguenza di cid, se le condizioni in-
iziali sono entrambe pari (o entrambe dispari), lo ¢ anche la

soluzione.
(21) Risolvere il problema
PD.E. uy=uz +u, O<z<m, t>0,
C.B. u(0,t)=u(mt)=0, t>0,

u(x,0)=f(z) , w(x,0=0, 0<z<m.

(22) Risolvere i seguenti problemi non omogenei:

(a)

PDE. uy=cu,+1, —oco<zx<+4oo, t>0,
C.I. u(x,0) =sinbr , —oo <z < +00,
u (2,0) =0, —00 < < 400 .

(b)

PD.E. uy=cuy +4r+t, —oco<z<-+oo, t>0,
C.I. u(z,0)=0, —o0 < < 400,
u (z,0) = coshbr , —oco<x<+400.
3. L’equazione di diffusione

Un esempio classico si equazione differenziale alle derivate parziali
del secondo ordine di tipo parabolico, & ’equazione di diffusione

w = kVu, k>0, (3.1)
dove V? ¢ 'operatore Laplaciano, nello spazio tridimensionale & definito
come:

0? 0? 0?
927 "oy T 02

In questo paragrafo consideriamo vari problemi al bordo per ’equazione
di diffusione. Li considereremo come problemi di conduzione di
calore. In alcuni casi specificheremo la temperatura al bordo, in altri
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specificheremo il flusso di calore attraverso il bordo o il trasferimento
di calore per convezione dal mezzo all’ambiente che penseremo man-
tenuto a temperatura costante. Questo ultimo caso coinvolge la legge
di raffreddamento di Newton nella forma

—d—u:h(u—uo), h>0, u>ug, (3.2)
dn
dove du/dn ¢ la derivata normale della temperatura al bordo (diretta
verso l'esterno), h il coefficiente di scambio termico tra mezzo ed
ambiente, ed ug la temperatura dell’ambiente.

In un punto sulla superficie .S del corso, definiamo il flusso di calore
® come la la quantita di calore per unita di area ed unita di tempo
che traversa la superficie S nel punto considerato. Il flusso ® ¢ pro-
porzionale alla derivata direzionale della temperatura u nella direzione
normale alla superficie S, cioé

du

d=-K o (3.3)
dove la costante di proporzionalita K > 0 & la conduttivita ter-
mica e du/dn la variazione di temperatura, nell'unita di tempo, nella
direzione della normale esterna. L’unitda di misura del flusso ¢ calo-
rie/cm?/sec Negli Esempi (70)-(71)-(72) illustreremo come trattare le
varie condizioni al bordo. In questi esempi considereremo un lunga
barra sottile di sezione costante completamente isolata nella superficie
laterale in modo tale che lo scambio di calore con I’esterno avvenga solo
attraverso gli estremi. Considereremo, quindi I'equazione del calore

unidimensionale in coordinate cartesiane.

EsempP1o 70. Risolvere il sequente problema

P.DE. u =uy,, O<zx<L, t>0,
uz (0,8) =0,

C.B. t>0,
u(L,t) =0,

C.I. u(z,0)=f(x), O0<zx<L.

SOLUZIONE 70. Questo é un problema di conduzione in una barra
in cui l'estremo sinistro é perfettamente isolato, mentre quello destro é
tenuto a temperatura zero e la cui distribuzione di temperatura iniziale
¢ f (x). Per risolvere il problema usiamo, come al solito, la separazione
delle variabili. Sia u(z,t) = X (x) T (t), sostituendo nell’equazione si
ha

X (@)T(t)=X"()T(1)
da cui, supponendo come al solito che la soluzione non sia nulla,
T X

-\,
T X
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11, problema di Sturm-Liouville per X ¢
X"+ X¥X=0, X ((0)=0, X(L)=0,
che ha come soluzione

2n —1
X, (z) = cos no I

i 595, n=12,....

Ne seque che l’equazione del primo ordine in T, , che assume la forma
(2n —1)* 72
417

T, (t) + T, () =0,

ha come soluzione

T, (t) = exp [—

(2n —1)* 72
iz

da cui si ricava che la temperatura u (x,t) ha la forma

2n — 1 2n —1
Za2n 1exp[ (n ) t] cos n zx, n=12....

412 L 2
(3.4)
Applicando la condizione iniziale si ha
> 2n—1m
;agnl COS i3 El’ = f (l’) .

Se f(x) soddisfa le dovute condizioni, puo essere espressa in serie
coseno di Fourier e si ha quindi

2 [k 2n — 1
a2n1:Z/0 f(x)y, | cos nL gac de, n=1,2,.... (3.5)

La soluzione completa del problema si ottiene dall’Eq.(3.4) con i coef-
ficienti ag,—1 definiti dall’Eq.(8.5).

Il prossimo esempio illustra come si deve operare nel caso si abbiano
condiziont al bordo non-omogenee.

EsemMP1O 71. Risolvere il sequente problema.

P.D.E. u = Uy , O<ax<L, t>0,
u(0,t) =0,

C.B. t>0,
u(L,t) =wuy, costante

C.I. u(x,0)=0, O<z<L.

SOLUZIONE 71. Il metodo di separazione delle variabili non fun-
ziona perché la condizione al bordo non é omogenea e considerare dap-
prima l’equazione temporale porterebbe solo ad avere la soluzione nulla.
Come abbiamo gia visto, poiché la condizione al bordo non-omogenea
non dipende dal tempo (in particolare é costante), consideriamo la
soluzione generale come la somma di una soluzione stazionaria (non
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dipendente dal tempo, su cui scaricheremo la condizione al bordo non
omogenea) con una soluzione dipendente dal tempo (che chiameremo
transitoria). Scriviamo percio

u(x,t)=U(z,t) +V (z) ,
cosi il problema diventa

PD.E. U =U,+V"(x), O<az<L, t>0,

U0,t)+V(0)=0,
C.B. t>0,
u(L,t) +V (L) =up ,
C.I. U(x,0)+V (z)=0, O<zxz<L.
Se la soluzione stazionaria soddisfa I’equazione
V'(x)=0 V(0)=0, V(L)=up, (3.6)
allora la parte transitoria dell’equazione soddisfa il problema
PDE. U, =U.+, O<z<L, t>0,
U(0,t)=0,
C.B. t>0,
u(L,t) =0,

C.I. U(z,0)==V(z), O0<az<L.
che puo essere risolta con il metodo di separazione delle variabili.

Esempio 72. Una barra cilindrica di lunghezza L ha inizialmente
temperatura f (z). L’estremita sinistra é tenuta a temperatura zero,
mentre il calore é trasferito dal mezzo all’ambiente, tenuto a temper-
atura zero, attraverso l’estremo destro. Trovare u (z,t)

SOLUZIONE 72. Il problema puo essere espresso nella sequente forma

P.D.E. u; = Uy, , O<zx<L, t>0,
u(0,t) =0,
C.B. t>0,
—u, (L,t)=hu(L,t) , h>0,
C.I. u(z,0)=f(x) O<z<L.
Usando la separazione delle variabili si ha
T X
= = _)?
T X ’
da cui

X (z) = ¢1 cos A\x + casin Az .

La prima condizione al bordo implica che ¢ = 0, mentre la seconda
implica che —X' (L) = h X (L) che implica

tan \L = —\/h (3.7)
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La soluzione puo allora essere scritta come
u(x,t) = ch exp (—A2 t) sinA, . (3.8)
n=1
Applicando la condizione al contorno si ha che
o0
u(x,0) = ch sin \,z = f (z)
n=1

dove i X\, sono le le soluzioni dell’Eq.(3.7).
Poiché il problema

X"+ XX =0, X(0)=0, hX(L)+X'(L)=0, (3.9)

é un problema di Sturm-Liouville regolare, sappiamo che ad ogni au-
tovalore A\, corrisponde una unica autofunzione sin \,x . Inoltre, le
autofunzioni formano un insieme ortonormale sull’intervallo [0, L] con
funzione peso unitaria. Infine, questo insieme ortonormale é completo
rispetto alla classe delle funzioni lisce a tratti su [0, L]. In questo caso
la funzione f(x) puo essere rappresentata in serie di funzioni sin \,x
ed i coefficienti ¢, nell’Eq.(3.8) sono dati da

fOL f (z)sin \,x dx
fOL sin® A,z dz
2 (A2 + h?)

L (X4 h?)+h

Nel concludere il paragrafo, vogliamo ricordare ’equazione dell’eta

di Fermi? per la diffusione dei neutroni in un mezzo quale, ad esempio
la grafite.

Ch, —

/L f(x)sin A,z dx . (3.10)
0

q(x,7) _ 0q(z,7)
ox2  Or

Nell’equazione ¢ rappresenta il numero di neutroni che rallentano (che

scendono, ciog, al di sotto di una certa soglia di energia) per secondo

per unita di volume. L’eta di Fermi 7 ¢ una misura della perdita di

energia.

3.1. Esercizi.

(1) Mostrare che il cambiamento di coordinate 7 = kt trasforma
I’'Eq.(3.1) nell’equazione u; = V*u .
(2) Nell’Esempio (3.1) mostrare che
(a) scegliendo A = 0 si ha solo la soluzione nulla per X ().
(b) Scegliendo +A* nell’equazione di separazione delle vari-
abili si ha solo la soluzione nulla per X ().

2Enrico Fermi (1901-1954) fisico italiano che coordind la costruzione del primo
reattore nucleare.
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(3) Trovare gli autovalori del problema di Sturm-Liouville
X'"+XX=0, X'(0)=0, X(L)=0.

(4) Spiegare perché non c’¢ un termine ag nella soluzione dell’Esem-
pio (3.1).

(5) nell’Esempio (72) mostrare che:
(a) A =0 da la soluzione nulla per X (z).
(b) Scegliendo +A* nell’equazione di separazione delle vari-

abili si ha solo la soluzione nulla per X ().

(6) Verificare che il problema in (3.9) ¢ un problema di Sturm-
Liouville regolare.

(7) Calcolare i coefficienti ¢,, nell’Eq.(3.10). (Sugg.: Dopo aver
integrato, usare 'Eq.(3.7) per trovare sin \,,L e cos A\, L )

(8) Risolvere il problema

P.DE. u =u,,, O<zxz<L, t>0,
u(0,t) =0,

C.B. t>0,
uz (L,t) =0,

C.I. u(xz,0)=f(z), O<z<lL.

(9) Risolvere il problema dell’Esercizio 8 se

L
< _
0, O_x<2,

f(x) =

L
L—x, §<x§L.

(10) Una barra sottile cilindrica, di lunghezza L ha le estremita
perfettamente isolate ed una distribuzione iniziale di temper-
atura data da f (x). Trovare la temperatura in ogni punto per
ogni tempo.

(11) Risolvere il seguente problema al bordo

P.D.E. u =ug,, O<zx<?2, t>0,
u(2,t)=0,

C.B. t>0,
u; (0,8) =0,

C.I. u(z,0)=ar, a>0 0<zx<2.

(12) Risolvere il seguente problema al bordo

P.D.E. u; =uy,, O<z<l, t>0,
u(0,t) =0,

C.B. t>0,
uz (1,6) =0,

C.I. u(r,0)=wupxr, a>0 0<z<l.
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(13) Le facce v = 0, z = a, y = 0, y = b di un parallelepipedo
rettangolo semi-infinito, sono tenute a temperatura zero, e la
faccia z = 0 ¢ tenuta ad una temperatura f (x,y). Trovare la
temperatura nell'interno al tempo ¢t. (Sugg.: Confronta con
I'Esempio (64) ).

(14) Risolvere il seguente problema e verificare completamente la

soluzione.

P.DE. v = kug, , O<z<m, t>0,
u, (0,) =0,

C.B. t>0,
Uy (m,t) =0,

C.I. u(r,0) =sin*z, a>0 0<ax<T.

(15) Una barra lunga 7 ¢ completamente isolata, eccetto che per
i due estremi che sono tenuti a temperatura zero. Trovare la
temperatura della barra se la distribuzione iniziale di temper-
atura é rsinx .

(16) Trovare la soluzione dell’Esempio (70) se f () & definito come:

L
0, 0§l’<§,
fa)= ;

(17) Una barra lunga L ¢ isolata solamente ad entrambi gli es-
tremi e la distribuzione iniziale di temperatura ¢ f (z). Se c¢’¢
un trasferimento di calore superficiale lineare tra la barra e
I’ambiente tenuto a temperatura nulla, ’equazione di trasferi-
mento di calore ¢ data da

v (2, ) = kv (z,t) — ho (z,t)
dove h € una costante positiva. Usando la sostituzione
v (x,t) =u(z,t)exp (—ht) ,

trasformare questo problema in uno gia risolto.

(18) Risolvere I'Esercizio 17 supponendo che gli estremi, invece di
essere isolati, siano tenuti a temperatura zero.

(19) Risolvere il seguente problema,

P.D.E. u; = kug, , O<xz<L, t>0,
w(0,t) =17,

C.B. 0.9 =" t>0,
U(L,t):TQ,

C.I. u(z,0)=f(z), O<z<L.

dove T} e T5 sono costanti.
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4. Metodo delle trasformate di Fourier e Laplace

Quando abbiamo da risolvere un problema su un dominio infinito o
semi-infinito, il metodo delle trasformate fornisce un buon approccio.
Abbiamo gia visto nei Paragrafi 6.2, 6.3 e 7.1 alcuni esempi di uso delle
trasformate di Fourier. Vogliamo qui fornire ulteriori esempi usando
sia la trasformata di Fourier che quello di Laplace.

EsEmPIO 73. Trovare la funzione armonica, limitata v (x,y) nella

striscia semi-infinita 0 < © < ¢, y > 0, che soddisfa le condizioni al
bordo

(@) v(0,y) =0, (b) vy (x,0)=0, () valc,y)=/(y) -
dare una interpretazione fisica del problema.
SOLUZIONE 73. Bisogna risolvere [’equazione di Laplace
Vpg +0yy =0, O0<z<c, y>0.

ustamo la trasformata coseno di Fourier e trasformiamo la variabile y
vista la condizione al bordo (b). Si ha allora

d?v (z, @) o

— @ U(z,a) =0,
con le condizioni al bordo

A / dv G -
@) 70.0)=0, (&) TV T,
T
dove -
:/ f(y)cosay dy .
0

La soluzione generale dell’equazione ordinaria del secondo ordine é
U (z, ) = ¢1 (@) cosh (o) + ¢ () sinh (ax) .
Le condizioni (a') e (¢') implicano rispettivamente che ¢1 (o) =0 e

(o)

2 ) = acosh (ac)

la trasformata inversa del coseno da:

v(z,y) = 2 /000 A sinh (ax) cos (ay) da

s a cosh (ac)

2 / sinh (ax) cos ay
T Jo « cosh (ac)

/ f(s)cos(as) ds da(4.1)

Possiamo interpretare, per esempio, il problema come quello della ricerca
della temperatura stazionaria in un rettangolo semi-infinito di spessore
¢, la cui estremita sinistra é tenuta a temperatura nulla, [’estremita in-

feriore é perfettamente isolata ed il flusso di calore traverso I’estremita
destra ¢é data da f (y).
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Nel prossimo esempio faremo uso della trasformata seno di Fourier.

ESEMPIO T4. Risolvere il problema

PD.E. u; = kug, , x>0, t>0,

C.B. u(0,t) =1, t>0,

C.I. u(x,00=0, x>0,
dove ug > 0.

SOLUZIONE T74. La trasformata pit appropriata é quella seno di
Fourier poiché 0 < x < oo ed é noto u (0,t). Si ha quindi

du (o, t) 9

p” = auy — a“u (a,t) .

Questa equazione differenziale ordinaria del primo ordine, non-omogenea,
facendo uso della condizione iniziale T (c,0) = 0, ha come soluzione

_ Uo 2
t)=—|1— —a’t)| .
u(a,t) ” [1—exp (—a’t)]
La trasformata seno inversa di Fourier di u(a,t) é

u(x,t) = %/0 é [1 —exp (—a’t)] sinaz da .

Sappiamo gia che

o
sin ax T

/ do=—= sex>0.

) 2

Ne seque che

2 * si
u(x,t) =up — o exp (—a2t) 1 o ,
™ Jo
ed usando il fatto che
sin ax ¥
:/ cosas ds
o 0
st ha
2U0 o) ) T
u(z,t) = ug—— exp (—a’t) | cosas ds do
T Jo 0
2 x oo
= ug— ﬂ/ / exp (—a2t) cosas da ds .
™ Jo Jo

Usando le tavole degli integrali, st ha che

x _24
W) = g — o [T ERET/AD o

VT Jo Vit
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Adesso, la sostituzione v? = s%/4t trasforma quest ultimo risultato in

/2t

2o exp (—v?) dv (4.2)

v Jo
= wuy — ugerf (x/2\/z_€>

= o [L—exf (2/2v7) | = wperfe <2i\/£> ,

avendo usato la definizione di erfe, la funzione errore complementare.

2 oo
erfcle—erfx:ﬁ/x e ds |

dove la funzione erf x ¢é definita da

2 r 2
erf x = —/ e % ds.
VT Jo

Una osservazione interessante puo essere tratta dalla forma della soluzione
(4.2). Un cambiamento nella temperatura al bordo uy é istantanea-
mente trasmesso ad ogni altro punto dell’asse x. Questo implica che il
calore si trasmette a velocita infinita, che é ovviamente poco credibile.
Vogliamo pero ricordare che nel ricavare ’equazione di diffusione abbi-
amo usato un concetto di equilibrio. Ne seque che u (x,t) ha significato
solo se il sistema é essenzialmente in equilibrio per tutti v t. D’altra
parte, la conduzione del calore ¢é il risultato del movimento casuale
di molecole che trasferiscono la loro energia cinetica come risultato di
una collisione. Poiché la scala temporale di quest’ultimo fenomeno é
totalmente differente da quello necessario per raggiungere un equilibrio
macroscopico di temperatura, possiamo supporre che le variazioni di
temperatura si propaghino a velocita infinita.

u(z,t) = wug—

Vogliamo adesso risolvere il problema precedente facendo uso della
trasformata di Laplace.

ESEMPIO 75. Risolvere il problema dell’Esempio (74) facendo uso
della trasformata di Laplace.

SOLUZIONE 75. Indicando con
U (s) :/ e Mu(t) dt, s>0.
0
Quindi, facendo uso del fatto che u (z,0) =0 si ha

/ e—stw dt = ety (x,t)|8°+s/ e *tu (x,t) dt = sU (z,5) .
0 0

Ne risulta che lequazione u; = u,, diventa
d*U (z, s)

00 —sU (z,5) =0,
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con condizione
Uo

U (0, s) :/ e tuy dt = — .
0 s

La soluzione dell’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine,
e

U(x,s) =cp(s) eV 4+ ¢y (s) eV .
Prendiamo ¢, (s) = 0 cosi che la soluzione rimanga limitata per x > 0,
ed applicando la condizione U (0, s) = ug/s, si ha

Uz, s) = %6*@ . (4.3)

Usando le tavole delle antitrasformate di Laplace, si trova che
x
u(x,t) =ugerfc| — | ,
(0.0) = werte (57

Il prossimo esempio illustra come la trasformata di Laplace possa
essere utilmente usata in alcuni problemi al bordo non-omogenei.

come prima.

ESEMPIO 76. Risolvere il sequente problema al bordo, usando la
trasformata di Laplace.

P.DE. u; = kug, , O<zx<d, t>0,
u(0,t) =a

C.B. t>0,
u(d,t) =a,

C.I. u(x,O):cH—bsingx, O<z<d,
dove a e b sono costanti.

SOLUZIONE 76. Trasformando l’equazione e le condizioni al bordo

st ottiene
d*U (z, s)

dx?
a

U(O,s):%, Ud,s) == .

L’ equazione differenziale ordinaria ha come soluzione:

—sU (x,8) = —a—bsin—z :

d

bd?
Ul(x,s)=ci(s)eV™ +cy(s)e V™ + % + P sin gac ,
ed usando le condizioni al bordo, si ottiene:
a bd? .
Ulx,s)= g+m81n3x :

St puo adesso usare la tabella delle antitrasformate per ottenere:

—t
u(x,t):a+bsin%x exp( z )

d2
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ESEMPIO 77. Risolvere il sequente problema usando le trasformate
di Laplace.

P.D.E. uy = kug, , O<z<c, t>0,
u(0,t) =0
C.B. t>0,
u(e,t) =0,
u(x,0) = bsin —z :
C.I. ¢ - O<zr<ec.
ut (x,0) = —bsin —x
c

SOLUZIONE 77. Trasformando [’equazione e le condizioni al bordi
si ottiene:

2
&°U (z,5) = U (x,5) = —bssin—z + bsin —x ;
dx? ¢ ¢

U,s)=0, Uf(cs)=0,

che ha come soluzione

Ne seque che
LT T, ¢ . T
u(x,t) =bsin —zx [cos —t — —sin —t] :
c c T c
Nel prossimo esempio semplificheremo la condizioni dell’Esempio
(76) e mostreremo che nonostante cio il problema sembra non trattabile
con le trasformate di Laplace.

ESEMPIO 78. Risolvere il sequente problema facendo uso delle trasfor-
mate di Laplace

PD.E. w = ki, , O<az<l, t>0,
u(0,t) =1
C.B. t>0,
u(l,t)=1,
C.I. u(z,0)=0, O<z<1,
SOLUZIONE 78. Il problema trasformato é
d*U
% = sU (z,s) ,

U0.8)=1, Ulds)=-,

che appare semplice da risolvere.. La soluzione é, tuttavia
(1 — cosh /s) sinh y/sx
ssinh \/sz
sinh y/sz + sinh /s (1 — x)
ssinh y/sx '

1
Ul(z,s) = gcosh\/ga:—l—
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Anche con una tabella di trasformate ed antitrasformate piuttosto es-
tesa mon possiamo aspettarci di trovare l’antitrasformata di questa par-
ticolare funzione. Cio che é qui necessario é un metodo generale per
trovare le trasformate inverse di Laplace. Questo metodo implica la
conoscenza della teoria delle funzioni complesse di variabile complessa
ed in particolare il teorema dei residusi.

Vogliamo chiudere questo paragrafo con un ulteriore esempio che
tratta un problema al bordo non omogeneo. Consideriamo un barra
semi-infinita inizialmente a temperatura nulla. Se all’estremita x = 0
viene fornito calore in accordo alla funzione h (t) si ha il problema
dell’esempio successivo.

EsSEMPIO 79. Risolvere il sequente problema
PDE. u =ug,, x>0, t>0,
C.B. uz (0,t) = h(t) t>0,
C.I. u(x,00=0, x>0.

SOLUZIONE 79. Possiamo far uso della trasformata coseno di Fourier
per trasformare x poiché 0 < x < 400 ed é assegnato u, (0,t). Si ha
quindi

u(a,t) = / u(x,t)cosax dx |
0
e Uzy € trasformato in —h (t) — o®u (o, t) . Quindi l'equazione trasfor-
mata diventa P
% + % (a,t) = ~h(t) |

che é una equazione differenziale lineare del primo ordine. La soluzione

7 (1) — — exp (—at) [ /0 “exp (a25) i (s) ds+C| .

e la condizione u(a,0) = 0 implica che C' =0, da cui
¢
T(o,t) = —exp(—a’t) / exp (a’s) h(s) ds
0
¢
= —/ exp [o® (s — t)] h(s) ds,
0

da cui
9 00 t
u(x,t) = ——/ cos v / exp [0 (s — )] h(s) ds do
T Jo 0
2

= ——/th(s)/ooexp[ (s —t)] cosax do ds

_ ol
-~ o=,

avendo assunto di poter scambiare ’ordine degli integrali.
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Fino a questo momento, la maggior parte dei problemi che abbiamo
trattato ammettono una soluzione formale, nel senso che sono state
ottenute facendo i conti. Poiché la maggior parte di loro sono formu-
late in termini di serie o di integrali impropri, rimane da verificarne la
validita. Cosa che faremo nel prossimo paragrafo.

4.1. Esercizi.

(1) Risolvere il seguente sistema al bordo

2_
dv(z,a) Ud(;’a) — v (z,0) =0,
— o dv (Ca Oé) _ 7
U(0,0J)—O, dr _f(Oé) :
(2) Risolvere il seguente problema
dﬂfg’t)—l-oﬂﬂ(a,t):auo, u(a,0)=0.
(3) Verificare che I’'Eq.(4.3) ¢ la corretta soluzione del problema
dato.
(4) Risolvere il seguente problema al bordo
U (z,s) LT
—Qg2 U(z,s)=b(1 —s)smzx :

U(0,s)=U(c,s)=0.

e confrontare la soluzione con quella dell’Esempio (77).

(5) Ottenere la trasformata inversa di Laplace della funzione U (z, )
dell’Esempio (77).

(6) Nel problema dell’Esempio (78) fare la sostituzione

u(x,t)=U(z,t) + P () ,

quindi risolvere il problema col metodo di separazione delle
variabili.
(7) Risolvere I'Esempio (73) se f(y) =e V.
(8) Risolvere il seguente problema usando la trasformata di Fourier
P.D.E. u; = uy, , x>0, t>0,
C.B.  u,(0,t) = ug t>0,
C.I. u(x,00=0, =z>0.
(9) Risolvere l'esercizio 8 usando la trasformata di Laplace.
(10) Calcolare la funzione armonica limitata v (z,y) nella striscia

semi-infinita 0 < x < ¢, y > 0 che soddisfa le seguenti con-
dizioni:

(Z) v (Ovy) =0, (”) Uy (l‘,O) =0, (”2) Vg (67 y) =f (y) .
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(11) Calcolare la funzione armonica limitata v (z,y) nella striscia
semi-infinita 0 < y < b, * > 0 che soddisfa le seguenti con-
dizioni:
(1) vy (,0) =0, (i) v, (0,y) =0, (41) v(z,b) = f(x) .
(12) Risolvere il seguente problema
PDE. u=u,,, x>0, t>0,
C.B. u(0,t)=h(t) t>0,
C.I. u(x,00=0, x>0.

(13) Mostrare che

> exp (—ax)
—————dr =/m/a, a>0.
0 VT
(14) Risolvere il seguente problema usando le trasformate di Laplace.

. T .
P.D.E. uy = uy, + sin —x sinwt, O<z<c, t>0,
c

C.B. u(0,t)=0,u(c,t)=0 t>0,
C.I. u(xz,0)=0, wu(x,0=0 0<z<c.

5. Verifica delle soluzioni

Nella maggior parte dei problemi che abbiamo risolto in questo
capitolo, abbiamo impiegato il metodo di separazione delle variabili o
il metodo delle trasformate. I passi per arrivare alle soluzioni spesso
numerosi e a volte complicati. Come risultato di cio ci siamo accon-
tentati che le soluzioni trovate soddisfacessero le condizioni al bordo
e che fossero ragionevoli da un punto di vista fisico. In questo para-
grafo, discuteremo come verificare, dal punto di vista matematico, le
soluzioni trovate. Per fare cid dobbiamo mostrare che la soluzione
trovata soddisfa identicamente I’equazione differenziale e questo non &
banale quando la soluzione & espressa in forma di serie o di integrale
improprio. La derivazione di una serie termine a termine o lo scambio
tra derivazione ed integrazione richiedono che certe condizioni siano
soddisfatte.

Diamo adesso un esempio di verifica della soluzione.

Esempio 80. dato il problema

P.D.E. u; = kug, , O<z<L, t>0,
C.B. u(0,t)=u(L,t)=0 t>0,
C.I. u(z,0)=f(x) O<zx<L,
dove la funzione f (x) é liscia a tratti in (0, L), verificare la soluzione
= . nr kn?m?
u(x,t) = an sin =2 exp (— 72 t) , (5.1)

n=1
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L
:%/ f(s)sinn—gs ds .
0

SOLUZIONE 80. E’ facile verificare che le condizioni al bordo sono
soddisfatte. Basta osservare che le b, sono limitate (vedi Teorema
2.5.1) cosi come lo ¢ la funzione exp (—kn’n?t/L?). La condizione
iniziale é soddisfatta poiché abbiamo assunto che f(x) fosse liscia a
tratti in (0, L) e quindi ammette una rappresentazione seno di Fourier.
Consideriamo adesso la derivata parziale

k 2 k 2,2
w (,t) = —% Zn%n sin n_grx exp (— 7”2: t)
n=1

ricordando che

Si ha:

o0 2,2
g (z,1)] < MEY " n*exp (- k”Lf t) .
n=1

dove M ¢ il massimo valore di w*b,/L*. Il criterio del rapporto ci
dice che questa serie é uniformemente convergente e lo é quindi an-
che u; (x,t). In modo del tutto simile si dimostra che u, e Uz, Sono
definite da serie uniformemente convergenti per tutti i valori delle vari-
abili. Ne seque che la si puo derivare termine a termine e che

/{7 2,2
Uz (T, 1) Zn% Sln—x exp( TZ; t> ,

e quindi uy = kug, € verificato. [ |

Nel prossimo esempio consideriamo una soluzione che & espressa in
forma di integrale improprio.

Esempio 81. Dato il problema considerato nell’Esempio 6.2.1, e
ctoé
EDP u=uUp, —-oco<zr<+oo, t>0,
C.I. u(xz,0)=f(x), —oco<x<+4o00,

verificare che la soluzione
1 [e.e]
N /Oof(s) exp [— (s — z)? /At] ds . (5.2)

SOLUZIONE 81. Chiaramente la forma dell’Eq.(5.2) non é delle
magliori per verificare la condizione iniziale. Con riferimento al Para-
grafo 6.2 ricordiamo che la soluzione puo essere scritta, in forma equiv-
alente, come

— %/_(: /Ooo f(s) cosa(s—ux) exp(—a’t) dads. (5.3)

u(x,t) =
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Questa versione della soluzione ci permette di vedere che u(x,0) =
lim; o+ u (z,t) e, assumendo per ora che si possano scambiare limite
ed integrale, si ottiene

u(x,O):%/::/OOOf(S) cosa (s —x) da ds . (5.4)

che non ¢ altro che la rappresentazione integrale di Fourier della fun-
zione f(x) se questa é liscia a tratti e assolutamente integrabile su
(—00, +00) .Nei punti di discontinuita, come noto, la rappresentazione
da 1l valor medio del salto nel punto.

Poiché f () ¢ assolutamente integrabile, esiste M > 0 tale che

lf(x)] <M, —oco<z<400.
Allora, pert >0 ed usando la (5.2) si ha

2?/47T_t /oo exp [— (s — ) /At] ds

M oo
- 7 L ewlel de=a
dove abbiamo operato la sostituzione

&=

lu(z,t)] <

S—X
2/t

Abbiamo cost mostrato che l'integrale improprio nella (5.2) é limitato.
Prima di continuare vogliamo enunciare un teorema simile a quello che
descrive il test di Weierstrass per le serie.

(5.5)

THEOREM 25. Sia f (x,s) continua nella regione
R: —o<r< 400, —00<s§<400.
Se una funzione M (s) ha la proprieta che
|f(z,s)| < M(s) inR

e
+oo
M (s)ds < +oo
allora ["integrale
+o00
F(z) = f(z,s) ds

—00
converge assolutamente e uniformemente nell’intervallo —oo < x <
+0o0 .

PROOF. Per le ipotesi
+oo

f(z,s) ds

+oo

+oo
§/ |f (z,s)] ds < M(s) ds<e,
b b

b
qualunque sia x,basta scegliere b sufficientemente grande. O
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Ne segue che 'integrale improprio nell’Eq.(5.2) converge assoluta-
mente ed uniformemente per ¢t > 0 e per tutti gli x, —0o < < +00. Ne
segue che gli integrali che si ottengono dall’Eq.(5.2) derivando parzial-
mente sotto il segno di integrale per t ed x sono uniformemente conver-
genti. Ne segue che u (z,t) soddisfa I'equazione di diffusione per ¢ > 0
e —00 <1 < +00.

C’¢ un altro punto che richiede di essere considerato. Ci aspet-
teremmo che una buona soluzione del problema sarebbe stabile rispetto
alle condizioni iniziali, nel senso che una piccola variazione delle con-
dizioni iniziali dovrebbe produrre una piccola variazione nella soluzione.
E’ come dice che u (z,t) dovrebbe esser continuo per ¢ > 0. Abbiamo
gia visto che lo & per t > 0, dobbiamo allora solo verificare cosa accade

in un punto u (xg,0), con —o0o < zy < +00. Operando il cambiamento
di variabile (5.5) si ha

w(z,t) = % /:f (x+ 25\/?&) exp (=€) de |

da cui
L 1 > 2
i utan ) = Jip oz [ (oo 26E) s (<€)

= \/_/ hm f aco—i-%\f)exp( f) d¢

= (20 \/_/ exp (—&%) d€ = f(xo) ,

dove abbiamo scambiato le operazioni di limite e integrazione per I'uni-
forme convergenza dell’integrale. |
L’analisi dell’'ultimo esempio porta alla seguente definizione.

DEFINIZIONE 9. Un problema al bordo é detto ben posto se le
sequenti tre condizioni sono soddisfatte:
(1) Esiste una soluzione del problema.
(2) La soluzione é unica.
(8) la soluzione dipende continuamente dai dati (iniziali e dalle con-
dizioni al bordo).

Una discussione sulle condizioni sotto le quali un problema al bordo
& ben posto, ci porterebbe molto al di la degli scopi del corso. Vogliamo
solo commentare brevemente le tre condizioni della Definizione (9).

Abbiamo gia visto che una soluzione del problema di Neumann
puo essere trovato solo a meno di una costante additiva. Quindi tale
problema non é ben posto perché non ammette unicita di soluzione.
Hadamard?® ha dato numerosi esempi di problemi nei quali la soluzione
non dipende con continuitd dai dati. Per assicurare lesistenza di
soluzioni dei problemi, ricordiamo la seguente definizione.

3Jaques hadamard (1865 - 1963), matematico francese.
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DeFINIZIONE 10. Il problema di Cauchy per un’equazione dif-
ferenziale alle derivate parziali lineari del secondo ordine

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu=G (5.6)

dove i coefficienti A, B, . .., G sono funzioni di x ed y, puo essere enun-
ctato come segue.

Sia R una regione del piano xy nel quale A, B, ...,G sono continue.
Sia Cy un arco liscio in R definito dalle equazioni parametriche

r=ux(s), y=y(s), a<s<b.

Determinare una soluzione w = f (z,y) dell’Eq.(5.6)che soddisfi le con-
dizions
Au(x(s),y(s))

u(@(s),y(s)) =o(s), e . =1 (s)

in qualche intorno della curva Cy. Le funzioni x(s), y(s), ¢(s) e
¥ (s) sono chiamate dati iniziali o dati di Cauchy e Cy é detta curva
tnaziale.

Detto piu succintamente, un problema di Cauchy ¢ il seguente:
Data una curva liscia Cy nello spazio dove (z,y,u) sono coordinate
cartesiane, esiste una unica soluzione dell’Eq.(5.6) per la quale u, ed
u,, soddisfano valori prescritti su Cy? la prima risposta a questo prob-
lema fu data da Cauchy e poi, in modo piti completo da Kovalevski®.
Il teorema seguente ¢ un caso particolare del piti generale teorema di
Cauchy-Kovalevski.

THEOREM 26. Supponiamo che i coefficienti A, B, ..., G dell’Eq.(5.6)
siano funzioni analitiche in una regione R del piano xy contenente
Vorigine ed essendo C'(x,y) # 0. Siano, inoltre ¢ (s) e ¥ (s) fun-
zioni analitiche arbitrarie su di un segmento dell’asse x.Allora, esiste
un intorno Ry dell’origine ed un’unica funzione analitica u = f (x,y)
soluzione dell’Eq.(5.6) in Ry tale che

of (z,0)

f@0)=¢z) e ——==v()

sul segmento dell’asse x contenuto in Ry.

Osserviamo che il Teorema (26) ¢ un teorema locale, cioé I'esistenza
ed unicita sono garantiti solo nell’intorno di un punto 8in questo caso
l'origine). La richiesta che il coefficiente C' non sia su R implica che
la curva iniziale (in questo caso un tratto di asse x) non sia una curva
caratteristica . Se L’Eq. (5.6) ¢ ellittica in R, questo non & un problema,
poiché le equazioni ellittiche non hanno caratteristiche reali. Nel caso
di equazioni iperboliche o ellittiche, I'unicita della soluzione ¢ garantita

4Sonya Kovalevsky (1850 - 1891), nata in Russia , studio in Germnia ed insegno
in Svezia.
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solo in un intorno dei punti della curva iniziale per i quali la tangente
non coincide con la direzione di una caratteristica.

Il nostro esempio finale ha a che vedere con la verifica della soluzione
di una equazione di Laplace.

ESEMPIO 82. Dato il problema dell’Esercizio (66), e cioé

E.D.P. gy +uy, =0, O<z<a, O<y<b,
uy (0,y) =0,
PB. (0,9) O<y<b,
ug (a,y) =0,
u(x,b) =0,
T O<zx<a,

u(x,0) = sin —

verificare la soluzione

2 2
9 203 cos %x sinh % (b—vy)
u(z,y)=—0b-y) +- . (57)
mb TS (1 — 4n?)sinh 20

a

SOLUZIONE 82. Per semplificare la notazione poniamo w,, = 2nw/a .

Si ha

4 K wysinw,z sinhwy, (b —y)
@t : _ 5.8
Uz (2,1) T Z (1 — 4n?)sinhw,b (58)

n=1
Consideriamo il termine

sinh w,, (b —¥)

sinh w,,b (5.9)

che varia tra zero ed uno qualunque sia n. Ricordando la definizione
di seno iperbolico si ha che

1
sinhw, (b—1y) < 5 eXP [wn (b—1)] ,
mentre, d’altra parte
1
sinh w,b > 3 [1 —exp (—2b)] exp (wpb) ,

da cui
sinh w, (b —vy) exp (—wny)
sinhw,b  — 1—exp(—20)
Allora, per ogni yo fissato, 0 < yo < b la serie di costanti positive

Z exp ( wnﬂ)
1— exp (—2b)

converge Suniformemente) per il criterio del rapporto. Quindi, per il
criterio di Abel (vedi sotto) la serie (5.8) é uniformemente convergente
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per tutti gli x € (0,a) e tutti gli y € (0,b). Questo, non solo sta-
bilisce la convergenza della serie che esprime u,, ma esprime anche la
convergenza uniforme di u (x,y) nell’Eq.(5.7) per tutti gli y € (0,b).

PROPOSZIONE 1 (Test di Abel). °Sia data la serie > ¢, (z) e la
successione di funzioni {1, (x)}, dove tutte le funzioni sono definite per
€ [a,b]. Se > ¢, (x) converge uniformemente per a < x < b, e per
ogni valore fissato xoc [a, b], la successione {1, (zo)} € reale e monotona
(sia non crescente che non decrescente) ed inoltre |1, (x)| < M per ogni
n ed ogni x € [a,b], allora la serie Y ¢, ()1, (x) é uniformemente
convergente in [a,b] .

In modo simile si pud mostrare che la serie corrispondente a .,
converge uniformemente in  per ogni y € (0,b). Inoltre,, u,, converge
uniformemente in y per ogni € (0,a) poiché anche wu,, contiene il
termine (5.9). Rimane da esaminare la derivata parziale rispetto ad y.
Si ha

2 4 i Wy, €os wyx coshw, (b— 1)

-+ = 5.10
) - ™= (1 — 4n?) sinhw,b (5.10)

Ug (7,1) =

Poiché si ha
coshw, (b—1y) _ 2exp(—wyy)
sinhw,b — 1—exp(—2b)’

usando la stessa argomentazione adoperata sopra, la serie (5.10) &
anch’essa uniformemente convergente per 0 < = < a, 0 < y < b.
Quindi, la soluzione (5.7) ¢ derivabile termine a termine e possiamo
verificare che ¢ armonica nel rettangolo aperto (0,a) x (0, b). [

5.1. Esercizi.
(1) Applicare il criterio del rapporto per mostrare che la serie

= kn?m?
Zn exp | — 72 to
n=1

& convergente per tutti i ¢y, 0 < g < 400.
(2) Mostrare che

sinhw,, (b —y) < % exp [w, (b —y)] -
(3) Verificare che
sinh w,b > % [1 — exp (—2b)] exp (wyb) .
(4) Applicare il criterio del rapporto alla serie
n=1

Niels Abel (1802-1829) matematico norvegese.
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dove y € (0,b) e w, = 2nm/a, per mostrare che la serie con-
verge.

(5) Usare un argomento simile a quello usato nel testo per mostrare
che la serie che rappresenta u,,, nell’Esempio (82) converge

uniformemente in x per ogni y fissato.
(6) Verificare che

cosh w,, (b —y) < 2exp (—wny)
sinhw,b  — 1—exp(—2b)

(7) Mostrare che la soluzione data nell’Eq.(5.7)m rappresenta una
funzione armonica nella regione aperta (0,a) x (0, b).
(8) Dato il problema dell’Es. 4.2.2 e cioe

E.D.P. gy + 1y, =0, O<z<m, O0<y<b,
P.B. u(0,y) =u(my) =0, 0<y<b,
u(x,b) =0, wu(z,0)=f(x) O0<z<m,

verificare la soluzione

2 Z sinnx sinhn (b —

y) [T .
d
=1 sinh nb /0 f(s)sinns ds

supponendo che f (x) sia continua e f’ (z) continua a tratti in

(0,7) e che f(0) = f(m) =0.
(9) Dato il problema dell’Esempio 4.4.1,

E.D.P. u; = kug, , O<zx<L, t>0,
P.B. u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
C.I. u(x,0) = f(x) O<z<lL,

verificare la soluzione
2 L
wlet) = 7 > sin o exp (~hn'a't/k) | 7s)sin s as

e dire sotto quali condizioni il problema ¢ ben posto.
(10) 1II caso di una corda infinita su cui agisce una forza esterna e
soggetta a condizioni iniziali, porta al seguente problema

E.D.P. wuy = a*uz. + ¢ (z,1) —co<r<+oo, t>0,
C.I u(x,0)=f(z) , wu(z,0)=g(r) —o00o<x<+00.

La soluzione & data da

wwt) = FUGra+f—alg [l d

1 t  prx+ta(t—r)
— de€ .
o /0 / IRIGR:

Verificare la soluzione.
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(11) Nei punti del piano (z,y) # (zo, o), la funzione
1

\/(x —20)* + (y — %o)*

& detta soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace nel
piano. Verificare questa soluzione.
(12) Studiare la convergenza uniforme dell’integrale improprio

o0
/ etdt, >0.
0

Mostrare che 'integrale improprio

/ e tcosxt dt
0

converge per tutti gli z.
(13) La funzione errore erf (z) & definita come segue

@)=z [ e

Provare le seguenti proprieta della funzione

(a) erf (00) =1

(b) |erf( <1

(c) erf (—z) = —erf ()

d) erf 2 12" S ugg: Espandere lintegral

(d) erf (z) = - Y o @n sl (Sugg: Espandere I'integrale

della definizione in serie di Mac Laurin)

(14) Dimostrare che se una funzione & assolutamente integrabile su
di un intervallo, allora ¢ limitata sullo stesso intervallo.

(15) Considerare la funzione

y(z,t)=ze™, t>0.

u(z,y) = log

(a) Mostrare che y (z,t) ¢ assolutamente integrabile per 0 <
T < 400
(b) Mostrare che y (z,t) & limitata per 0 < z < 400
(c) Tracciare il grafico della funzione per ¢t = 1
(16) 11 seguente problema mal posto ¢ dovuto ad Hadamart.

E.D.P. g +uy, =0, —o<r<+oo, y>0,
PB.  u(z,0)=0, —00 <z < 400,

uy (2,0) = tsinnz —oo < x < +00 .
la sua soluzione &

1
u(x,y) = — sinnx sinhny .

(a) Verificare la soluzione.
(b) Spiegare perché il problema non ¢ ben posto.
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(17) Considerare il seguente problema

E.D.P. u = uy, , —xo<r<4oo, t>0,

Ug ,
C.I. u(a:,O):{O

dove ug & costante.
(a) Mostrare che la soluzione puo essere scritta come

(1—z)/2vt
u(z,t) = \/,/ exp —&2) d¢

(1+2) /2xf

= — |er er
2 2\/5 2/
(b) Verificare la soluzione.

(c) Calcolare u(1,t).
(d) Determinare se il problema ¢ ben posto o meno.

o] <1,
z[ > 1,




CHAPTER 8

Problemi al bordo in altri sistemi di coordinate

1. Coordinate Polari

Tutte le volte che una regione ha simmetria circolare, c’¢ usual-
mente, un vantaggio nell’usare le coordinate polari.

Ricordiamo che la relazione tra i due sistemi di coordinate & la
seguente:

p = Va+y?,
0

_ Y
= arctan =,
T

pcosf ,  0<60<2m,
y = psinf, 0<6<27m.

8
|

T
Ricordiamo ancora che la funzione arctan ha come immagine (—5, 5)
e per ritrovare i punti del piano che sono nel secondo e terzo quadrante
si tratta di vedere i segni rispettivi delle componenti x e y. Dalle ultime

due relazioni, calcolando le derivate parziali si ha

or dy .
a—p-cos@, 8p—sm«9,
ox

0
— = —psinf | 9 _ pcosf .

00

Se u (x,y) ¢ una funzione di classe C? della coppia di variabili (x,y),
allora per la regola di derivazione composta si ha

Ou Oudxr Oudy OJu ou
a—p_%a—p—l—a—ya—p—%cosﬁ—l—a—ysmﬁ. (1.1)

e segue che
0?u 9 (Ou ou 0 a [ou\ . ou 0 .
a3 o <%> cos@—i—%a—p(cos@)—l-a—p (8_y> Sln9+8_y8_p(81n9)

= 2 % (:OSH2 @ sin @
~ 0p \ Ox op \ Oy ’

poiché gli altri due termini sono zero. Per calcolare il temine
0/0p (0u/0x) osserviamo che I’Eq.(1.1) non si applica solo alla u (z, y),
ma ad ogni funzione differenziabile della x e della y. Possiamo, infatti,

235
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scrivere la (1.1) simbolicamente come

2 = —cosf + 2sin@
dp Ox oy '
Conseguentemente
Ouy
au = Ugy COS 0 + Uy sind |
P
e
0
% = Uy cOs 0 + uy, sin g .
I
Quindi,
0*u

75 = Uzz cos®  + 2, sin 0 cos O + u,,ssin 6 |

Ip

assumendo che u,, = u,,, come possiamo fare perché le funzioni sono
due volte differenziabili con continuita. In modo del tutto simile si
ottiene

1 9
_28_92 Ugpy SINZ O — 2y sin 0 cos 0 + 1wy, cos? 0
P
1 1
——1Uy cos ) — —u, sind |
p p
e poiché
10u 1 1 )
—— = —uycost + —u,sinb ,
pOp p
si ha

82u+ 1 82u+ 1ou 82u+82u
opr  p2oe*  pOp Oz Oy
Abbiamo cosi ottenuto il Laplaciano sia in coordinate cartesiane che

polari. Se u non dipende da 6 (simmetria circolare) il Laplaciano in
coordinate polari assume la forma pit semplice

O 1o Low_ 19 (o
o2 " 2oe® " pap  pop \"op
Osserviamo che le equazioni (1.2) e (1.3) devono essere dimension-
almente corrette. Per esempio se u = [T] e [z] = [y] = L, allora
[Uzz] = [uy,] = T/L* Quindi ogni termine del Laplaciano in coordi-
nate polari deve avere la stessa dimensione. Ricordando che gli angoli

sono espressi in radianti (che sono a-dimensionali) ¢ facile verificare la
(1.2).

(1.2)

(1.3)

EsEmPIO 83. Trovare la temperatura di stato stazionario in un disco
metallico di raggio c, se la temperatura sul bordo é data dalla funzione

1 (0).
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SOLUZIONE 83. Osserviamo subito che dobbiamo ipotizzare che la
funzione f sia liscia a tratti ed ovviamente periodica di periodo 27w. In-
oltre deve essere u(p,—m) = u(p,m) € ug (p,—m) = ug (p, ). Queste
restrizioni sono necessarie se vogliamo che la temperatura sia univoca-
mente determinata. Si ha allora il problema

1 1

E.D.P. —g(pﬁ—u>+—2u@9:0, O<p<c, —m<O<m7,
pop \ 9p) p

C.B. u(c,0)=f(0) , —rT<0<m.

Sembrerebbe che non avessimo sufficienti condizioni al bordo per risol-
vere il problema, ma il fatto che la temperatura del corpo debba essere
limitata fornisce ulteriori informazions al problema. Risolviamo il prob-
lema col metodo della separazione delle variabili, assumendo che

u(p,0 = R)=R(p)©(0) .
Si ha:

0.4 (R, RO
0% do?

—_— p—
pdp \" dp
Dividendo per RO/p?, si ha
p d dR 1 d%0 9
L =)= = =0,1,2,... .
R@(ﬂm) eaqr " T 0T
Abbiamo scelto la costante uguale a n? per assicurarci che © e quindi
u(R,0) siano periodiche di periodo 2w in 6. Scelta, questa, dettata

dalla natura del problema.
Le equazioni

d2
%g+ﬁ@:0, n=0,1,2,...,

hanno soluzioni
©, (0) = a, cosnf + b, sinnh .
l’equazione differenziale della funzione R puo essere scritta nella forma
2d2Rn n dR,
dp? p dp
Cominciamo col risolvere il caso n = 0. usando il metodo di riduzione
d’ordine si ha

—n’R, =0 (1.4)

Ry (p) =cilogp+cs .

Se vogliamo che la soluzione rimanga limitata dobbiamo prendere ¢, =
0. Quindi la soluzione corrispondente ad n = 0 é una costante che
possiamo sceglier uguale ad uno. Le equazioni (1.4) sono equazioni di
Eulero-Cauchy, le cui soluzioni sono

R, (p)=Awp"+Bop™, n=12...,
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nelle quali dobbiamo scegliere B,, = 0 se vogliamo che le R,, (e quindi
u(p,0) ) rimangano limitate. Senza perdita di generalita possiamo sup-
porre che A, = 1. Si ha allora che le

un (p,0) = (an cosnb + b, sinnd) p"

sono funzioni limitate e periodiche, ognuna delle quali soddisfa I’equazio-
ne differenziale data. Per soddisfare la condizione al bordo prendiamo

u(p,0) = %ao + Z (@, cosnf + by, sinnf) p" . (1.5)

Come ormai noto, la condizione al bordo u (c,0) = f (0) implica che

Qp = / f(s)cosnsds, n=0,1,2,... ,
7rc"
(1.6)

= / f(s)sinnsds, n=12,....
7Tc”

Poiché la funzione f (0) deve essere rappresentata in serie di Fourier,
la funzione deve soddzsfare le condizioni necessarie per tale rappresen-
tazione. |

Vogliamo qui osservare che p = 0 & un punto singolare regolare
per I'Equazione di Eulero-Cauchy (1.4). Ne nasce una domanda nat-
urale: qual’® il valore della soluzione dell’Esempio (83) per p = 0 7
Dall’Eq.(1.5) si ha

) 1
i%u(pv 9) - 50,0 )

1 1 [7
5%2%/”‘”8) ds

che ¢ il valor medio della funzione f sul bordo p = c. in altre parole, il
valore della funzione armonica al centro del cerchio ¢ la media dei suoi
valori sulla circonferenza bordo. Possiamo vedere questo fatto in altro
modo, ottenendo, allo stesso tempo una forma della soluzione pit facile

da usare per la verifica della soluzione. Se sostituiamo i coefficienti a,,
e b, come dati dalla (1.6) nell’Eq.(1.5), si ha

m=§]f@

Poniamo (p/c) =, 0 — s = ¢ e scriviamo

1+i (g)ncosn(ﬁ—s)] ds . (L.7)

oo

S rcosng = 23 [(re) + (re )]
n=1

1

2
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poiché |rexp (+i¢)| < 1. Con un po’ di algebra l'ultima espressione
puo essere scritta nella forma

1 2rcos¢ — 2r?

21 —2rcos¢+ r?

cosi che

IR NCEVIVIC
u(p’e)_§/02—2pccos(6’—s)+p2ds’ p=c (18)

—T

Questa forma della soluzione e chiamata integrale di Poisson. L’inte-
grale di Poisson ¢ la soluzione del problema di Dirichlet all’interno di
una regione circolar.. Sebbene l'integrale di Poisson dia la soluzione
in forma chiusa, ci sono grandi difficolta a risolvere esplicitamente
Iintegrale eccetto che in casi molto particolari.

Lo studio delle funzioni armoniche in regioni circolari puo dare al-
tre proprieta utili. Cominciamo con una versione del teorema della
divergenza noto come teorema di Green',

// (f%_g%) dS:///(fV2g—gV2f) dv

che vale per funzioni f e g, che sono due volte differenziabili in una
regione V' e sul suo bordo dV. Se f & armonica in V e g =1, si ha

[[L s 09

Nel piano I’equazione si riduce a

of .
ds=0. (1.10)

Quindi una condizione necessaria per 'esistenza del problema di Neu-
mann

pop\"op) T 12
C.B.  u,(c0)=f(0), —T<f<m.

& che

1 1
E.D.P. 2<8u>+—ueg:O, O<p<c, —m<O<m,

/_:f(G) =0

cio¢, il valor medio della derivata normale sul bordo deve essere nulla.
Se C' ¢ una circonferenza di raggio r e centro (g, yo ), allora ’Eq.(1.10)
puo essere scritta come

/ g [f (zo + 7 cos,yo+ rsinb)|r dd =0,
087“

1George Green (1793 - 1841), matematico inglese.
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g f(xg+rcost,yg+rsinf) dd =0 .
0
r —TT

Ne segue che l'integrale non dipende da r e quindi ha lo stesso valore
qualunque sia r, in particolare per » = 0. In questo caso l'integrale
vale 27 f (o, 90). Ne segue che

f(xg,yo):%/ f(xg+rcosh,yg+rsinf) db .
™ —T

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema

THEOREM 27. Sia R una regione circolare di raggio v centrata nel
punto (xg,y0), nella quale la funzione f € armonica. Allora f ha la
proprieta del valor medio

f(xo,y0) = 2i/ f(xo+1rcosb,yy+rsinb) do . (1.11)
7T —Tr

1l teorema puo essere facilmente esteso a dimensioni superiori.

Nel prossimo esempio trattiamo un problema apparentemente tridi-
mensionale

EseEMPIO 84. Risolvere il sequente problema la bordo, usando le
coordinate cilindriche

ED.P. V’u=0, —T<f<m, b<p<c, —oc0<z<+400,
C.B. w(b,0,2)=f(0), —m<0<m, —00 < 2 < 400,
u(c,0,2)=0 —rT<f<m, —0 < z < 400 .

SOLUZIONE 84. Le condizioni al bordo ci dicono che u é indipen-
dente da z, quindi, in realta, questo problema tridimensionale si riduce
ad un problema bidimensionale. Usando la separazione delle variabili,
st ottengono le sequenti equazioni differenziali e condizioni al bordo

2

%—H’f@z@, O(-m)=0(m), O(-m)=06"(r), n=0,1,2,...
d’R dR
20"ty n_o2p _ _
e +pdp n‘R,=0, R,(c)=0.

Le soluzioni di questi problemi sono
©, (0) = A, cosnb + B, sinnd ,

R, (p)=—(p/c)" + (¢/p)", n=12,....
1l caso n = 0 fornisce la soluzione

Ry (p) =log (p/c) .
Costruendo la serie soluzione, si ha

u(p,0) = Aglog (p/c) + Z [(c/p)" = (p/c)"] (A, cosnb + B, sinnb) .
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L’uso della condizione al bordo non-omogenea fornisce l’equazione
u(b,0) = f(0) = Aglog (b/c)+ ) _[(¢/b)" — (b/c)"] (An cosnb + B, sinnf) .
n=1

Questa ¢é la rappresentazione di Fourier della funzionef (0), quindi, con
la sostituzione

Sao = Aglog (b/c) . an = [(c/b)" = B/ Au, by = [(e/b)" = (b/e)") B
st ha come risultato finale

~ log(p/e) = (c/p)" — (p/o)"
“00:0) = Slog b7 ™ 2= (/b = (o)

dove ag, ay, b, sono i coefficienti di Fourier dello sviluppo di f(6). B

(an cosnf + b, sinnd)  (1.12)

n=1

1.1. Esercizi.
(1) Risolvere l'equazione
Zd’R, dR,
dp? P dp
usando il metodo di riduzione d’ordine.
(2) Risolvere 'equazione di Eulero-Cauchy

, @R, | dR,

=0

p

p 02 'Odp nR,=0, n=12...

(3) Mostrare che
1 1 27 cos ¢ — 2r?
1 — rei¢ * re T 1— 2rcos¢+1r?
(4) Mostrare che le soluzioni delle equazioni
2
ded;" +pdd—% —n’R,=0, R,(c)=0,
sono

Ry (p)=—=(p/c)" +(c/p)" . mn=12...
(5) Trovare la soluzione dell’Esempio (83) se f (#) = ug, costante.

Il risultato € in accordo con la fisica del problema? Spiegare.
(6) Trovare la soluzione dell’Esempio (83)

(a) Se

0, —r1<0<0
f(@)—{ 100, 0<O<m.
(b) Calcolare u (¢,0), u(e,7/2), u(c,m), u(c,—m) e u(0,0).
(Sugg.: usare l'integrale di Poisson.)
(7) Modificare 'Esempio (84) in modo tale che la superficie esterna
sia isolata e risolvere il problema risultante. Quali restrizioni
vanno messe su f (0) 7
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(8) Trovare la funzione armonica nella regione 1 < p < ¢, 0< 0 <
T, se u = ug per p = cm e tutti gli altri bordi sono tenuti a
Z€ero.

(9) Trovare la temperatura stazionaria nel quadrante 1 < p < ¢,
0 <60 < m/2, seibordi @ = 0e 6 = 7m/2 sono tenuti a
zero, il bordo p = c ¢ isolato ed il restante bordo ¢ tenuto a
temperatura costante wug.

(10) Trovare la temperatura stazionaria nel quadrante 1 < p < ¢,
0 < 0 < m/2, se la temperatura dei bordi p = 1 e p = ¢
¢ tenuta a zero e f(0) rispettivamente, mentre gli altri due
bordi sono isolati.

(11) Trovare la temperatura stazionaria nella regione non limitata
p>cseu(c,d)=f(0), —m1<0<m.

(12) Data una regione ad anello a < p < b si ha che le due facce
sono isolate, il bordo interno p = a ¢ tenuto a temperatura
100°, mentre quella esterna p = b ¢ tenuta a 0°. Trovare la
distribuzione di temperatura nella regione.

(13) Risolvere il seguente problema

E.D.P. V’u=0, 0<f#<2r, O0<p<c,
C.B. u(c,0)=100, 0<60<7/4,
u(c,)=0, w/4<60<2m.

(14) Trovare la temperatura stazionaria in un settore di 45° del
cerchio unitario se la temperatura dei due segmenti ¢ tenuta a
zero, mentre quella della porzione curva del bordo ¢ data da
f(0).

Data I'equazione stazionaria della membrana

(15)
d dz
d_p(pd_p)zoa 1<p<p07 2(1)20, Z(lOO):ZO
(a) Risolvere I'equazione.
(b) interpretare fisicamente il problema.

(16) Nell’Esempio (84) esaminare la soluzione quando b — 0. Provare,
poi, a risolvere il problema per b = 0 con la separazione delle
variabili.

(17) Dato il seguente problema

1 1
E.D.P. —g<au>+—2u99:0, O<p<l, —m<O<m,
0

pop \"op
w(1,0) = 100, 0<h<m,
C.B. u(1,0)=0, T<0<2m,

mostrare che la soluzione &
100 {1 —p?

u(p,0) = — arctan
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(18) la soluzione dell’Eq.(1.8) & per un problema di Dirichlet in-
terno. Mostrare che la soluzione del problema di Dirichlet

esterno ¢:
1 [T 1 & /c\"
u(p, ) = - f(s) §+Z P cosn(@—s)| ds, p>c,
-0 n=1

1 +oo (p2 _ C2)
prm— RN d > |
21 J_oo 2 —2pccos (0 — s) + p? f(s)ds, p>c

(19) Nell’Esercizio 17 variare la regione da 0 < p < 1 a p > 1,
lasciando inalterate le altre condizioni. Trovare la soluzione
limitata del problema.

2. Coordinate cilindriche; funzioni di Bessel

Prima di considerare le equazioni d’onda e di diffusione in coor-
dinate polari e cilindriche, ¢ necessario avere una maggior conoscenza
delle funzioni di Bessel, che & quello che cercheremo di fare in questo
paragrafo.

Ricordiamo come sono definite le coordinate cilindriche in rap-
porto a quelle cartesiane.

xr= pcosb ,
y= psinf ,
2= z.
L’equazione di Laplace in coordinate cilindriche é data da
10 ou +182u+82u_
- Pop) T 2o T 92 T
Applicando, come al solito, il metodo di separazione delle variabili ed
assumendo quindi

0. (2.1)

u(p,0,2) =R(p)O(0) Z(2) ,
sostituendo nell’equazione si ha

2 2
%i(pd_}z) RZd@JFR@dZ:O’
p dp \" dp

p* db? dz?
e dividendo per ROZ/p? si ha
p d dR +p2d2Z_ 1 d*0
Rip\"dp) " Z a2 T "0
Poiché il membro sinistro dell’equazione ¢ indipendente da 6, I’equazione
puo essere soddisfatta solo se entrambi i membri sono costanti. Da cui
1 2
——@:rﬂ , n=0,1,2,....

O dh?
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mentre una seconda separazione delle variabili da

1 d (dR n*  1d°Z \2
pRdp \"dp '

02 7 dz?
Abbiamo immediatamente indicato la prima costante come n? perché
cio forza © e quindi u ad essere periodica di periodo 27 in 6. Abbiamo
chiamato la seconda costante genericamente —\? perché in realta non
vogliamo che Z e quindi u sia periodica in z.
Separando le variabili, abbiamo quindi ridotto I’equazione di Laplace
nelle seguenti tre equazioni lineari ordinarie

a2z

- —N\Z =0, (2:2)
2o
W‘Fn@:o, n=0,1,2..., (23)
@+l@+(k2_”_2>3—0 (24)
dp* ~ pdp p? ' |

Le soluzioni delle prime due equazioni sono immediate. Esse sono,
rispettivamente

7 (\z) = Ae* + Be ™ (2.5)

© (nf) = Ccosnbh + Dsinnd . (2.6)

L’equazione (2.4) ¢ una equazione di Bessel che ha come soluzioni in-
dipendenti le funzioni J,, (Ap) e Y, (Ap). La prima di queste equazioni
¢ chiamata funzione di Bessel del primo tipo di ordine n, la sec-
onda ¢ la funzione di Bessel del secondo tipo di ordine n. ne
segue che la soluzione generale dell’Eq.(2.4) puo essere scritta come

R, (Ap) = EJ, (Ap) + FY, (\p) . (2.7)

Le soluzioni dell’equazione di Laplace in coordinate cilindriche sono
date dal prodotto delle equazioni (2.5), (2.6) e (2.7). Una funzione u che
soddisfa 'equazione V?u = 0 & detta funzione armonica, i prodotti di
cui sopra sono anche chiamati armoniche cilindriche. Poiché J,, (Ap)
¢ definita per p = 0 mentre Y, (Ap) non lo &, va scelta la costante F’
uguale a zero se vogliamo che la soluzione sia limitata nell’origine.
Dovremmo, inoltre, scegliere A = 0 se si richiede che lim,_, |u| esista
eX>0.

Consideriamo pit in dettaglio le funzioni J,, pensate come funzioni
della variabile x, si ha

INOESY m'((%:iz)' (%)mm L on=012,... (28)

m=0
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come ¢ stato trovato nel Paragrafo 1.5 . Esamineremo Jy (z) e J; (x)
in dettaglio. dall’Eq.(2.8) si ha

x? xt 20

W@ =1t g mgat

x x3 x® x’

") =5 -3ty rs 7o os
Come si vede Jy & una funzione pari, mentre J; ¢ una funzione dispari.
Non solo, le due funzioni, pur non essendo periodiche, sono oscillanti
con una infinita di zeri che distano tra di loro quasi 27. In realta, la
distanza tra due zeri successivi tende a 27 quando z — +oco. Inoltre,
I’ampiezza delle oscillazioni decresce al crescere di x.

+_

¥ o1

0.75 7

0.5

025 7

-025 7

Bessell,(z), v = 0,1.2,3.4

nel risolvere i problemi al bordo, gli zeri delle J,, (z), cioé le radici
di J,, () = 0 sono importanti. Un’altra relazione utile ¢ la seguente

d%[xnjn (@)] = 2"y 1 (z) , n=12..., (2.9)

che puo essere ottenuta dall’Eq.(2.8). In forma differenziale I’'Eq.(2.9)
diventa

d [2"J, ()] = 2" T (z) dx
ed integrando tra 0 e ¢ (¢ > 0), si ha

0@ = [ g @) da
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/0 e (2) dr = () |

Per n = 1 questa si riduce a

/0 Cody (1) dr = e () | (2.10)

risultato che useremo pit avanti.

2.0.1. Ortogonalita delle funzioni di Bessel. le funzioni di Bessel di
primo tipo soddisfano, sotto certe condizioni, una relazione di ortog-
onalita. L’equazione di Bessel di ordine n puo essere scritta come

— tr—+ (N2 —nHu=0. 2.11
T x~|—xx—l—( ® —n®)u (2.11)

Una soluzione particolare di questa equazione ¢ u = J,, (Az). In modo
analogo, data I’equazione
2
x2% + x% + (1P = n*)v=0 (2.12)
si ha che la soluzione ¢ v = J,, (ux).
Moltiplicando adesso la (2.11) per v/x e la (2.12) per u/z e sot-
traendo, si ha

d? du uUv d*v dv

U UV
VE—— +v— N2 —n?) — —ur— —u— — (P22 —n?) — =0.
dz? + dx +( ) T dz? dx (M ) T
Questa equazione puo essere scritta come
d? d?u dv du
AN — 0w = ur— — vr—— +Uu— — v—
( H ) dx? dx? + dx dx

Per ¢ > 0 si ha

¢ dv  du\]°
2 2 _ av - au
()\ u)/o xuvdr lx(udx de)L,

o, rimpiazzando u e v con i loro valori J,, (Az) e J,, (uz) si ha

(2 =) [ 0 0, (0) o) do = (T, () T, () = M () T, O
0
da cui si ottiene

[ 00) ) = (0) ) = M () 5 (00)
0 (/\ — )

Ne segue che
/CZL' Jn (Ax) J (ux)dr =0,
sempre che A # p e ’
pdy (Ne) J) (ue) — N, (ne) J), (Ac) =0 . (2.13)
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L’Eq.(2.13) vale se Ac e uc sono radici diverse di
(1) J, (z) =0, perché in tal caso J, (Ac) =0 e J, (uc) =0 ;
(2) J! (z) =0, perché in tal caso J! (Ac) =0e J (uc) =0 ;
(3) hd, () +xJ (x) =0, dove h > 0.

Per vedere questa ultima condizione, notare che se Ac e uc sono
radici diverse di hJ, (z) + zJ), (z) = 0, ne segue che

hJ, () + e, (Ac) =0, e hd, (uc) + A, (pe) =0 .

Moltiplicando la prima per u.J), (uc) e la seconda per A\J), (Ac) e sot-
traendo, si ha

h[pdn (Ac) J, (pe) = A (pc) Jy, (Ac)] = 0

pudn (Ac) Iy, (pe) = Ay () J, (Ae) =0,

che ¢ identica alla (2.13). Infine, osserviamo che se h = 0 nella con-
dizione 3), questa si riduce alla 2).

Abbiamo quindi mostrato che le funzioni di Bessel J,, (Az) e J,, (ux)
sono ortogonali nell’intervallo 0 < x < ¢ con funzione peso x, se A #
e vale una delle condizioni 1), 2) o 3).

2.1. Serie di Fourier-Bessel. Vogliamo notare che sebbene ’equa-
zione differenziale di Bessel non soddisfi le condizioni di un sistema di
Sturm-Liouville regolare (vedere il Paragrafo 2.2 ), essa ricade nella
classe speciale dei problemi di tipo singolare discussi nel paragrafo
2.7 .Abbiamo infatti dimostrato che le autofunzioni di questo prob-
lema singolare di tipo Sturm-Liouville sono ortogonali.

E’ possibile dimostrare che le autofunzioni normalizzate che costru-
iremo in questo paragrafo formano un insieme completo con funzione
peso w (x) = x rispetto alla classe delle funzioni lisce a tratti nell'interval-
lo (0, ¢). Questo significa che & possibile rappresentare funzioni lisce a
tratti con serie di Bessel del primo tipo, chiamate serie di Fourier-
Bessel.

Siano c);, j =1,2,3,... , le radici positive (gli zero) dell’equazione
Jn (Ac¢) = 0. Queste radici si possono trovare, per ragioni di calcolo,
tabulate in varie tavole matematiche. Per esempio, se n = 0, allora
approssimativamente cA; = 2,405, c\y = 5,520, cA3 = 8,654, etc.

Consideriamo adesso la rappresentazione della funzione f nell’inter-
vallo (0, ¢):

Se vogliamo trovare il valore del coefficiente A; basta moltiplicare
entrambi i membri dell’Eq.(2.14) per zJ,, (A\;x) ed integrare rispetto ad
x tra 0 e c. per I'ortogonalita delle funzioni rispetto alla funzione peso
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w(x) =z si ha
/Cx f(x) J,(\jzx) do
A==
/ x J2(\jz) dx
0

Vogliamo, adesso, calcolare il denominare dell’espressione sopra. per
fare questo, torniamo all’equazione di Bessel di ordine n

. j=1,2,3,... . (2.15)

n2
au” +u' + ()\?x——)u:O.
x

Una soluzione particolare di questa equazione ¢ u = J,, (A\;jz). Molti-
plicando per il fattore integrante 2u’z si ottiene

2
222 " + 2 (W) & + ()\31‘ - n_) 20 v u=0,
T
20 v (z v’ + ') + (Njz® —n®) 2u v/ =0. (2.16)
Usando il fatto che

d
— () =2z (z U+ )

dx
e
d
%ug =2uu,
possiamo scrivere I’equazione differenziale (2.16) nel seguente modo
d d
p (z ') + (A22? —n?) %UQ =0.
Integrando tra 0 e c, si ha
/d (z ') + / (A22? —n®)d (v*) =0
0 0

Integrando per parti il secondo integrale, si ha

;+u2(/\?x2—n2)‘8—2)\?/xu2dx:O.
0

(z )

Ricordando che u = J,, (A\;jz), v’ = \;J), (A\;x) quest’ultima espressione
diventa

AP, VO + J2 (Ae) (A2 = n®) +n?J2 (0) = 2X] /x JE(Nx) dz . (2.17)
0
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Poiché J, (A\jc) = 0 e J,(0) = 0 per n = 1,2,3,... , 'Eq.(2.17) si

riduce a:
C

2
/x J2(\z) dr = % L (Mo . (2.18)
0

Ne segue che i coefficienti A; diventano

2 y .
fg:gIEaEF[xf() LOz) dr. j=1,2,3,... . (2.19)

Possiamo quindi scrivere 1’equazione di Fourier-Bessel (2.14) come

e}

N é% J’ h/n fls) Jn(Ass) ds

J:1

Questa uguaglianza nella rappresentazione di f (x) non va presa alla
lettera. Come nel caso della serie di Fourier, questa serie converge
al valor medio dove questa ha una discontinuita a salto ed al valore
della funzione nei punti di discontinuita. L’ equazione (2.18) esprime
il quadrato della norma delle autofunzioni J,, (A;z). Quindi, per la
norma della funzione si ha

I (N —J; (\je) .

[0 (Aj) | = f n (Aj€)

L’insieme

e T (e) e T (o) ¢ T (Ase) T

¢ un insieme ortonormale nell’intervallo (0, ¢) con funzione peso w (x) =
x, nel caso in cui i A; siano tali che J, (Ajc) = 0.

nel caso che i A; siano tali che hJ, (\;c)+A;cd], (A;c) = 0, risolvendo
per J;, (A\;c) si ha

h

—Jn (Aje) . 2.20
)\jc ( ]C) ( )
Sostituendo questo valore nella (2.19) si ottiene la seguente formula per
i coefficienti della serie di Fourier-Bessel:

2)72
A = J b/q LOuz) do, j=1,2,3,... . (221
0

Jn (Aje) = —

La formula (2.21) non ¢ valida per j = 1 nel caso in cui h =0 e n = 0.
In questo caso I’'Eq.(2.20) diventa

Jo (Aje) =0,

si ha, ciog, che Ajc & uno zero della funzione .Jj (). il primo zero di
J{ (z) si ha per z = 0; per cui \; = 0. D’altra parte Jy (0) = 1 ed il
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coefficiente dell’integrale (2.21) puo essere calcolato usando la regola
dell’Hospital. Quindi

2

A== C:U f(x) dx . (2.22)
0

Riassumiamo i vari casi nella seguente lista. Possiamo vedere dalla lista
che la definizione dei \; € una parte importante nella rappresentazione

in serie di Fourier-Bessel.

Serie di Fourier Bessel:

Valori di A; che interessano:

Coefficienti:
Valori di A; che interessano:
Coefficienti:

Valori di A; che interessano:

Coeflicienti:

ESEMPIO &5.

f(z)= Zj:l Ajdn (M)
Jn(/\~c):0 n=0,1,2...

A== . §=1,2,3,....
T [ (\e) / s Aje) de s
hdy (o) +Med, (\e)=0, h>0, j=1,23,....

29
Aj:wcz_n?;ﬂ) - ()\C)/:cf() LOua) dr, j=1,2.3,...
Jo(Aje) =0,

Alzéfocac f(z) dx

422 / Fl@) JoOya) de,  j=2.3.4,... .

! C2J2)\c ’ T

Calcolare

1
/ 2* Jo (z) dw
0

2

SOLUZIONE 85. Usiamo l'integrazione per parti ponendo u = x° e
v' = xJy (z). Dopo aver ricordato la (2.10), si ha

/01x3Jo (z) do = 2°J; (a:)}(l)_z/olx2jl (z) do

Applicando la (2.9), si ottiene

Ne consegue che

/ 20 () dr = 22 (2) .

1
/ Iy (z) dv = 2°Jy (z) — 227, (x)‘(l)
0

Inoltre, poiché (vedi Esercizi)

T (z) + an (2) = Jos (2) |
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/

To@) = 2 (@) = = (2)

sottraendo quest’ultima equazione dalla precedente si ha

%Jn () = Jn1 (2) + Jnya () (2:23)

L’equazione (2.23), ponendo n =2 e x = 1 da come risultato
Jo (1) =2J; (1) — Jo (1)

da cui seque che

1
/ 2 Jo (z) dov =2Jy(1) —3J; (1) = 0,210 .
0

ESEMPIO 86. Scrivere la serie di Fourier-Bessel della funzione f (z) =
1 in termini di Jo (\jz) nell’intervallo [0, 1], dove i \; sono tali che
Jo(Aj)=0,7=1,2,....

SOLUZIONE 86. Dall’Eq.(2.19) prendendo n =0 e ¢ =1, si ha

2 ! .
A”:W/o vJo(Njz) dw, j=1,2,...,

e ponendo s = \;jx, usando I’Eq.(2.10) si ha

2 Ai 2
A; = —[)\le ()\j)]2/0 sdo (s) ds = 00

Ne seque che
) =1-2% D) (2.24)

2.2. Funzioni di Bessel di secondo tipo. Concludiamo il para-
grafo con un breve escursus sulle funzioni di Bessel di secondo tipo di or-
dine n. E’ la seconda soluzione linearmente indipendente dell’equazione
differenziale di Bessel, che puo essere ottenuta dalla prima col metodo
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di variazione dei parametri. Omettiamo i dettagli dei conti ed esamini-
amo in dettaglio solo la funzione Y (z).

¥y 17
s 71T

0 : : : |
05 7T
SH
Ada T
2T
E i

BesselY.(z), v =0,1,2,3.4

Nel grafico sono riportati i grafici delle funzioni Y; (z), 7 = 0,1,2,3,4
nell’intervallo (0, 10]. La funzione Y (x) & data da

Yo(x)Z%[Jo(x) (log£+’y)}+g(x—2—3—x4+ 1 + ) (2.25)

2 r\4 128 ' 13824

dove il termine v ¢ chiamata costante di Eulero. E’ un numero ir-
razionale definito da

1
v = lim (ZE —logn> =0,577215 .

k=1

Cio che & importante notare é che tutte le funzioni di Bessel di secondo
tipo contengono il termine log (/2). Ne segue che lim, oY, (z) =
—oo . Poiché noi cerchiamo soluzioni limitate dei problemi che affronti-
amo, non useremo mai le funzioni di Bessel del secondo tipo. Vogliamo
solo ricordare, tuttavia, che queste ultime sono utili nella risoluzione
di problemi che coinvolgono onde elettromagnetiche in cavi coassiali.

2.3. Esercizi.

(1) Ottenere 'equazione (2.1) dall’equazione (1.2).
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(2) Usare il test del rapporto per mostrare che la serie (2.8) che
rappresenta la funzione di Bessel di primo tipo di ordine n
converge per tutti gli z.

(3) Usare l’equazione (2.8) per dimostrare le seguenti proprieta

(a) Jp(0) =0

(b) J1(0)=0

(¢) Ji(—=7) =—J1(v)
(d; Jo (x) = —J1 (2)

(e) ) (x) = —ndy () + 2y () , n=12,...
(f) % (2" T, (x)] = 2" g (), n=1,2,...
(4) Verificare che z = 0 & un punto singolare regolare dell’equazione
differenziale di Bessel (2.11)
(5) Ottenere I'equazione (2.23)
(6) trovare la soluzione generale di ognuna delle seguenti equazioni
diﬁ’er%nzialid
(a) o (xd—Z) +a2y=0
(b) dxy” + 4y +y =10
Py
(c) T2 +ye® =0
(7) Supponendo che Jy (A;) = 0, provare che
fol Ji(Ajs) ds =1/X;
fO Jl dS =1
) [ I )\ ;s)ds =0
(8) Provare che
a) Jo Jo(s)J1(s )ds——-[Jo( )
b) Jy st (s) Jy (s) ds = a2 [y ()]
9) SVlluppare ognuna delle seguentl funzioni in serie di Fourier-
Bessel rispetto alle Jy (A\;jz) nell’intervallo (0, ¢), do Jy (Ajc) =
0. (Nota: i coefficienti sono dati dall’Eq.(2.19), ma non ¢
necessario calcolare gli integrali.)
(a) f(z) =1

(b) f(x) = x?* (Nota: usare la seguente formula di riduzione:

/ §"Jo (s)ds = 2" Jy (z) + (n — 1) 2" ' Jy (2)
0
—(n— 1)2/ " 2T (s)ds, n=2.3,...
0

0, O<zx<l1

@f@={1, 12555

(10) Scrivere la rappresentazione in serie di Fourier-Bessel per og-
nuna delle seguenti funzioni:

(a) f(z) =z, z € (—1,1) in termini di J; (\;z)

sono le radici positive dell’equazione J; (A) = 0.
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(b) f(x) =2? 2 €0,1) in termini di .J; (A\;z) dove i \; sono
le radici positive dell’equazione J; (A) = 0.
(11) Mostrare che ognuna delle seguenti & un’equazione di Bessel
d 1 1
(a) L ay®* + =y + — = 0 (Questa ¢ unaequazione di Ric-
dz x a 14
z

cati, ma la sostituzione y = P la trasforma in una
azdx
equazione di Bessel).
(b) 7“2@—1—27“@%— [N —n(n+1)] R =0 (Questa equazio-
dr? dr

ne si ottiene quando 1" equazione di Helmholtz* in coor-
dinate sferiche é risolto per separazione delle variabili.
Operare la sostituzione R (\r) = Z (Ar) / (Ar)"? che la

trasforma in una equazione di Bessel di ordine n 4 1/2 )

d? 1d
(c) d—‘z + —d—y + %y = 0 (Questa ¢ una equazione di Fourier,
2 xdr

ma la sostituzione x/n/k = z la trasforma in una equazio-
ne di Bessel).
(12) nell’equazione differenziale di Bessel di ordine 1/2, operare la
sostituzione y = u/+/z per ottenere

2
d_u +u=0.
dzx?
Risolvere questa equazione per ottenere
sin x cos T
y - Cl \/E 62 \/E .

(13) Dimostrare che:
(a)
Jij2 () = /2/mxsin .

J 12 (x) = \/2/mx cosz .

(b)

(14) Calcolare
/ $"Jn1(s) ds
0
(Sugg:. Usare l'esercizio 3f) ).
(15) Dimostrare che
d

e (27" T, (2)] = =2 7" Jppa (2)

(16) L’equazione
! 1 /
y+-y-y=0
¢ chiamata equazione di Bessel modificata di ordine zero.

2Hermann Von Helmholtz (1821 - 1894) chirurgo militare tedesco che passo alla
matematica nel 1871)
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(a) Mostrare che la soluzione &
, z? xt 8
Tolia) =1+
A volte si scrive Iy (z) = Jo (iz) dove la I (x) & chiamata
funzione di Bessel modificata del primo tipo di ordine zero.
(b) Trovare l'intervallo di convergenza di Iy (z) .
(17) Dimostrare che Yy (z) = =Y) (z) .
(18) Dividendo per = '’equazione di Bessel (2.11), mostrare che ha
la forma di una equazione di Sturm-Liouville.

(19) Mostrare che
2(n—1)

T

In—2 (1) = Jno1 () = T (z)  n=2,3,

(20) Considerare la serie

22 [\t ()]

ottenuta dalla (2.24) per x =0
(a) Mostrare che questa ¢ una serie a segni alterni.
(b) Usando il criterio di Liebnitz dimostrare che la serie con-
verge.

3. Coordinate sferiche; polinomi di Legendre

Coordinate sferiche (r, ¢, 0) sono correlate a quelle cartesiane dalla
relazione

r = rsinflcos¢ ,
= rsinfsing ,
z = rcosf,

conr>0,0<p<2m, 0<60 <.

Potremmo trovare I’espressione del Laplaciano in coordinate sferiche
partendo da quello in coordinate cartesiane ed usando le relazioni prece-
denti.

Preferiamo pero farlo partendo dal Laplaciano in coordinate cilin-

driche
10 ( ou 1 0%u  O%u
u=—— | p=— ——+—=0. 3.1
Vi pOp (pﬁp) TR0 0 (3.1)
Se si fissa la coordinata ¢ allora u € funzione di p e z. Ricordando
che
z=rcosf , p=rsind ,

si ha che

Ou _Oudr Oudd pdu =z du

o " orop o0y ror Ti7og (3.2)
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Per trovare dr/dp e 00/0p abbiamo usato le relazioni 22 + p?> = r? e
p/z = tanf. Ne segue che

Pu_ 0 (B@_u . i@)
op>  Op \ror r200) "’
e ricordando da (3.2) che
9 _90p 0z
dp Orr 00r?

si ha
0*u (9u7«p+1 n 0 (1 +8u@z N 1
— = -+ —u, +up— [ = —— +uyz —
op? orr r p@p r dp r? 0 p \ r?

9? 0? 1 1
T rer

r\or2r = 000rr?

LA (Pup Puzy o (2p
r2 \000rr = 96> r? T\

PP 2P n pou AP o
r20r2  r3900r ror  r3or  rto*  r* 00
In modo del tutto analogo calcoliamo 9%u/dz2. Si ha
Ou  Oudr Oudd z0u pdu

9 oro: 900: ror 200

Gu 0 (20u) 0 (pou
022 9z \ror 0z \r2 00
_ 10wl 1Nz z(z20% p Ou

- ror z@r r2)r  r\ror:2 1r2000r

ou 2\ z p [z 0% p\ O*u
o0 (_F> roor? {F% a <_ﬁ) W}
T T e R T
ror  r30r  r2or2 3 900r  rt 00  rtop*
Ne segue che

ou (r* =22 +12 - p? OPu [ 2%+ p? Pu (22412
e or 73 or? 72 0> rd

10u  0*u 1 0%

ror o TR

Finalmente, aggiungendo I’equivalente dei termini
10u 1 0%u

o ° Fo@

si ha
U2y O*u  20u 1 u  10% cothou

o2 T ror T rentioR o T 2 oae O
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che ¢ il Laplaciano in coordinate sferiche.

3.1. Soluzione dell’equazione di Laplace in coordinate sferiche.
L’equazione di Laplace in coordinate sferiche &
_82u+28u+ 1 82u+182u+(:0t98u_
02 ror  r2sin?09¢° 200 2 00

Una forma equivalente ¢ la seguente

2
T—IQ% (7“2%) + ﬁ% (sin@%) + @gﬁ; =0. (3.4)
Cerchiamo, come al solito, la soluzione per separazione delle variabili,
u(r,¢,0) = R(r)®(¢) O (0)
che sostituiamo nella (3.4). Si ottiene
2
7“_12% (T%D@%) * 72 slin9di9 <R(I> sin@é—?) * r2 Siln2 QRGEZM(I; =0
Dividendo, adesso, per R®O/r?sin?f si ha

VZu 0.

sin?f d [ ,dR\ sinfd (.  dO 1 d?®
— | =) + — [ sinf— | = ——— .
R dr dr © do dao @ do
poiché il membro sinistro dell’equazione non dipende da ¢, si ha
1 d?®
————=m?, m=0,1,2,..., (3.5)
@ do

dove, come sempre, la prima costante di separazione m & scelta es-
sere un intero non-negativo in modo che la funzione ¢ sia periodica di
periodo 27 in ¢.

Separando ancora le variabili, si ottiene

L1d (LdRY [ 1 d (. 4O\ m?]
Rar\" ar )~ " |©smoao \""" a0 ) " snzo|

dove non si conosce quale valore debba avere la costante di separazione
A. Abbiamo quindi ridotto I’equazione di Laplace nelle tre equazioni
differenziali ordinarie lineari omogenee del secondo ordine

R
e +m?*® =0, (3.6)
1 d doe m?
S0 do (Sm d6’> - ( s1n29) ©=0, 3.7)
d ( ,dR

Da notare che mentre la prima e terza equazione contengono una
sola delle costanti di separazione, la seconda le contiene entrambe.
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Il prodotto delle soluzioni di queste tre equazioni sono anche chia-
mate armoniche sferiche. L’Eq.(3.6) ¢ a coefficienti costanti e la
sua soluzione generale ¢

®,, (¢) = Appcosmo + By, sinme, m=0,1,2,... (3.9)

dove, come al solito, A,,, e B,, sono costanti arbitrarie che vanno deter-
minate dalle condizioni al bordo. L’Eq.(3.8) puo essere riscritta nella
forma

Questa ¢ una equazione di Eulero-Cauchy che puo essere risolta po-
nendo R (r) = r*. In tal caso si ha

r2k (k— 1) "2 4 2rkrht — XrF =0

0O,
(k2+kz—>\)rk:0.

Quindi R (r) = r* & una soluzione se k* + k — A = 0. Se scegliamo
k =n, allora A\ = n(n + 1) e ancora, se si prende k = — (n + 1) ancora
una volta si ha A = n(n+ 1). Ne segue che scegliendo A = n (n + 1)
I'Eq.(3.8) ammette due soluzioni linearmente indipendenti r" e p— ()
quindi la soluzione generale puo essere scritta nella forma

R, (r) = Cpr™ + D,r~ () (3.10)
per risolvere la (3.7) operiamo la seguente sostituzione:
d drd )
r=cosf, ©O()=y(x), 0 —sm@a :
Quindi,
d (. ,dO© . ,d (. drdO
0 (smﬁw) = —SIHH% <SIHQE%>

d d
= sin@a (sin2 Hd_z)

- VPl [(1 a2 Z_ﬂ |

Con queste sostituzioni la (3.7) diventa

% {(1—:52)%] + [n(n+1)—17f;] y=0

0, in forma equivalente

2 2
(1—x2)d—xy—2xd—i+{n(n+l)— i }y:() (3.11)
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L’equazione (3.11) é chiamata equazione differenziale di Legendre
di ordine m. La sua soluzione generale, che si pud trovare con il
metodo di soluzione per serie, &

Yn,m (z) = Cnm Dy’ (z) + dnm @y (z) ,

dove P (z) e Q™ (x) sono chiamate funzioni di Legendre del primo
e secondo tipo, rispettivamente. esse dipendono, come si vede, da
m e da n oltre che dalla variabile x, mentre i coefficienti ¢, ,, e d,,
dipendono sia da m che da n. Se m = 0 I’equazione (3.11) diventa

d*y dy
(1—x2)$—2x%+n(n+l)y:0, (3.12)

ed ¢ nota come equazione differenziale di Legendre. Una soluzione
particolare di questa equazione ¢ y = P, (z), il polinomio di Legendre
di grado n, n = 0,1,2,.... Da notare che n deve essere non-negativo
se si vuole che le soluzioni dell’equazione (3.12) siano limitate su —1 <
x < 1. Una seconda soluzione linearmente indipendente ¢ @, (z) che
ha una singolarita nei punti = 41 e puo essere usata solo se x # +1
cioe 0 #0, 0 # .

Il caso in cui u ¢ indipendente da ¢ si ha che m = 0 (controllare
con I’Eq.(3.9) ). In questo caso 'equazione di Laplace in coordinate
sferiche (3.4) si riduce all’equazione

10 (20w 1 0 (. ,0uy_,
2or\" or) T 2smoos "0 ) T

le cui soluzioni sono prodotti di

R, (1) = Cyr™ + Dyr~(+Y)

0, (0) = E, P, (cosf) + F,Q, (cosf) , n=0,1,2,... .

Voglio osservare che abbiamo fatto diverse semplificazioni per poter
risolvere ’equazione di Laplace in coordinate sferiche. Questo non &
stato fatto solo per semplificare gli aspetti matematici del problema.
Vedremo nei paragrafi successivi che le modellizazioni di molte appli-
cazioni portano al nostro approccio semplificato. Va comunque notato
che la natura delle costanti di separazione m e A dipendono dalle con-
dizioni al bordo del singolo problema.

3.1.1. Polinomi di Legendre. Nel Paragrafo 1.5.3 abbiamo risolto
I’equazione differenziale di Legendre col metodo di Frobenius, otte-
nendo i polinomi di Legendre P, (z). Ricordiamo qui i primi poli-
nomi,

, P(zx)==x, Pg(:v):%(3x2—1) :

(52° —3z) ,  Py(x) =< (352" —302% +3) .

0|
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ed alcune loro proprieta:
(@) Pons+1(0)=0
) P.(1)=1
() Po(=1)=(-1)"

(d) P)q(z)— :CP’(:I:) (n+1)P,(x) , mn=12...

(e) xP)(z)—P _,(xr)=nP,(x), n=12...

(

f) P (x) —Pr’h1 (x)=2n+1)P,(z) , n=12,....
(3.13)
Notiamo che la proprieta (f) & la somma delle proprieta (d) e (e).
Possiamo dimostrare la proprieta (d) dalla definizione di polinomi di
Legendre

e

2n B Qk) n—2k
Fn 2”Zk:' n—2k TR (3:14)

dove N =n/2sen ¢ parie N=(n—1) /2 se n & dispari. Si ha

“on—2k+2)
Pn — n +1
() 2”+1Zk' n—2k+1) n—k+ 1)

N

P 1 " (2n — 2k + 2)! (n—2k+1)
7’L—|—1 - n J— —_
2+1k0 ]{;ln 2k + 1) (n—k+1)!
N
) 1 (— 1 (2n —2k) (n — 2k) , o4
Pl(z) = = "
n (l’) on Z k;l n — 2]{ '(Tl kf) ’
k=0
N
1 " (2n — 2k)! (n — 2k)
, _ 1 n—2k
P (x) = on Z kl n_Qk)l<n k)! g
k=0
N
/ ) 1 "en—2k+2)(n—2k+1) , 5
B (x) —xB, (x) = 2n+1; k;l (n—2k+ D) (n—k+1) -
1 N M 2n—2k) (n—2k) . o,
o k' (n—2k) (n — k)!
k=0

(—1)"@2n—2k)" .
o) (n— k)

N
1
P, i(zx)—2aP,(x) = (2n—2k+1—n+2k) 2—2 0

= (n+1)P,(2) .

La proprieta (e) segue in maniera analoga.

Ortogonalita dei Polinomi di Legendre. Vogliamo adesso mostrare
sotto quali condizioni i polinomi di Legendre sono ortogonali. La pro-
prieta di ortogonalita ¢ essenziale, come noto, nella soluzione dei prob-
lemi al bordo.
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Cominciamo dal fatto che i polinomi di Legendre soddisfano I’equazione

differenziale di Legendre

d
%[(1—x2)P7'L(x)]+n(n—i—1)Pn(x):0, n=0,1,2,... .
moltiplicando questa equazione per P, (x) ed integrando tra —1 ed 1,
si ha

1 d 1
/ Pm(:z:)% [(1—2?) P, (2)] da:+n(n+1)/ P, (x)P,(z)dz =0

1 ~1
(3.15)
Integrando per parti il primo integrale, si ha

/_1 P, (z) difc [(1—2?) P, (2)] d=:

= P, (z)P,(z)(1—2? ‘1_1 — / (1—2%) P, (z) P, (x)dx .

—1
Il primo termine ¢ nullo per la presenza del termine (1 — z?). Quindi
I'Eq.(3.15) diventa
1

_/ (1-xz)p;(x)p,;(x)dx+n(n+1)/ Py (2) Py () dz =0 .

1 -1

Poiché entrambi m ed n sono interi positivi, scambiandoli tra loro si
ha

1

—/ (1—xQ)PT’n(x)P;L(x)dx—l—m(m—i—l)/ Py (2) Py (2) dz = 0 .

1 -1
Sottraendo le due equazioni tra di loro si ottiene

(n—m)(n+m—|—1)/ Py (2) Py (2) dz = 0 .

-1

Supponiamo che n # m. Alloran—m # 0 da cui segue che n+m+1 # 0,
ne segue che

/an(x)Pm(x)dx:O, ntm. (3.16)

1

Questo mostra che I'insieme

{Py(z),P(x),Py(x),...}

¢ un insieme ortogonale su [—1, 1] con funzione peso w (z) = 1.

Nelle applicazioni i polinomi di Legendre sono spesso espressi in
termini dell’angolo 6. Sia x = cosf, dv = —sinf df e cambiamo i
limiti di integrazione di conseguenza. Allora 'Eq.(3.16) diventa

/0 P,, (cos®) P, (cos®) (—sinf) dd, m#n
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/Wsinﬁ P, (cos®) P, (cos®) dd =0, m+#n.
Quindi l’insioeme
{Py (cosb), P (cos@), Py(cosh),...}
¢ un insieme ortonormale nell’intervallo 0 < # < 7 con funzione peso

w () = sinf. Se nell’Eq.(3.16) sostituiamo n con 2n ed m con 2m,
allora

/IPQm(:c)P%(x) dsz/OIPgm(x)Pgn(x) de=0, n#m.

1

In altre parole, i polinomi di Legendre di grado pari sono ortogonali
nell’intervallo 0 < z < 1 con funzione peso uno. In modo simile i
polinomi di grado dispari sono ortogonali nell’intervallo 0 < x < 1 con
funzione peso uno.

]

0.81
P
> (4
0.6
: =
0. 44 4 >
0.2 P i
] 0

Polinomi di Legendre

3.2. Serie di Legendre. La proprieta di ortogonalita dei poli-
nomi di legendre rendono possibile rappresentare certe funzioni in serie
di Legendre, come serie, cio¢, dei polinomi di Legendre. Questa rap-
presentazione ¢ possibile perché 'equazione differenziale di Legendre
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(3.12) insieme ad appropriate condizioni al bordo, costituiscono un
problema regolare di Sturm-Liouville. Inoltre, si pud mostrare che i
polinomi di Legendre normalizzati formano un insieme ortonormale
completo rispetto a funzioni lisce a tratti su (—1, 1). Per una funzione
di questo tipo possiamo scrivere

f(x) = AoPy (z) + AL Py () + Ay Py () + AsPs (2) + - --

Per trovare As, per esempio, moltiplichiamo per P; (z) ed integriamo
nell’intervallo [—1, 1]. Si ha

71f(x) Py(x) de = A()/ Py (z) Py (z) dx

1

LA, /_ P (@) Py (a) d

1

+A, /_l Py (z) Py (z) dx

1

+A3/1P3(:C)P2(x) dr +---

1

A causa della proprieta di ortogonalita delle P, (x), ogni integrale a
destra ¢& zero eccetto il terzo. Quindi

/1f(x) Py (z) dx = Ay /1 [Py (m)]2 dz |
dal quale si ottiene
L@
[P (2)] de

Ogni coefficiente A,, puo essere trovato nello stesso modo, cosi in gen-
erale si ha

2

A — f—11f<x)Pn($) dx |
"R @) de

(3.17)

Rimane il problema di sapere quanto vale il denominatore della (3.17).
Diamo il risultato, senza entrare nei particolari dei calcoli. Si ha

/_[Pn<x)]2 do— —2 (3.18)

1 2n+1

da cui segue che I'insieme
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¢ ortonormale nell’intervallo [—1, 1] con funzione peso uno. Ne risulta
che

2n+1
2

1
A, = /f(x)Pn(a:) dr. n=012.. . (319
1

le serie di Legendre hanno qualcosa in comune con le serie di Fourier. Se
una funzione ¢ definita solo nell'intervallo (0, 1), puo essere rappresen-
tata, per esempio, da una serie di polinomi di Legendre pari estendendo
la funzione in modo pari, o Legendre dispari estendendo la funzione in
modo dispari.

EseEmPio 87. Data la funzione
fxy=2(1-2), O0<z<l,

trovare 1 primi due termini delle rappresentazioni in serie di Legendre
(a) usando i polinomi di grado pari, (b) polinomi di grado dispari.

SOLUZIONE 87. Nel caso (a) operiamo una estensione pari della
funzione, ottenendo cosi

1
Agp = (4n + 1)/ f(x) Py, () de, n=0,1,2,... (3.20)
0
Si ha

1
0

1
Ay = 5/0 (1-=) (32" —1) dx:—z;
da cui

f(fr)zPo(:c)—Zpg(x)Jr...

Per il caso (b) va fatta una estensione dispari della funzione data,
ottenendo

1
Agpi1 = (4n + 3)/ f(x)Popyr(z) do, n=0,1,2,... . (3.21)
0

Osserviamo che lintegrando é pari anche in questo caso. Quindi
1
A = 6/ (1—z)zde=1,
0

1
7
Ay = 7/0 (1—=z) (52° — 3x) dIZ_Z’

cosi che .
f(x)zpl(ﬂf)—zps(x)Jr"'

Da notare, ovviamente che in (b) si ha che f (0) = 0.
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3.2.1. Funzioni di Legendre del secondo tipo. Chiudiamo questo para-
grafo con una breve discussione sulle funzioni di Legendre del secondo
tipo. Combinazioni lineari di queste e dei polinomi di Legendre formano
la soluzione generale dell’equazione differenziale di Legendre (3.12) che
riportiamo, per comodita,

(1-2*)y" =23y +n(n+1)y=0, -1<z<1.

La prima soluzione trovata sono i polinomi di Legendre di grado n,
u = P, (z). Una seconda soluzione linearmente indipendente puo essere
trovata con il metodo di variazione dei parametri. Essa ¢ data da

1
n () =Py dr 3.22
e quindi la soluzione generale dell’equazione ¢
1
B.P, (r) + AP, / dx . 3.23

Le funzioni @, (x) sono

o1 1 1+z
Qo () /Ol—x2 v 20g<1—x)7

v 1 x 1+x
Ql (.I’) x/O 72 (1_1_2) dx 2 Og<1_x) )

e continuando in questo modo

Qs (x) = i@x?—l)log(ifj)—;x

Qs (r) = %(59{72—3)10g(1+x) —§x2—|—2_

1—2z 2 3
Dalla definizione delle funzioni () di Legendre segue che
—1
(=) = Po, (— d
QQ ( ‘T) 2 ( x)/<1_$2) [P2n<x)]2 z
1
- _Pn dr = — n 5
n0) | G =
e
Qo (=) = P (=) [ o 0
2n+1 = Iopt1 (1= 22) [Ponrs (2]

1
Popi1 (JU)/ (1= 22) Pooy ()] dr = Qany1 ()

che combinati insieme possono essere scritti come

Qu(—2) = (=1)"" Qu (2) .
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(1+x)
log
1—2z

ha una singolaritd nei punti z = £1. In coordinate sferiche (7, ¢,0)
queste singolarita vengono traslate in § = 0 e § = 7 per la relazione
x = cosf. Abbiamo ottenuto le funzioni @, (z) in forma chiusa. Esse

1l termine

) ) ) . 1+
possono essere espresse come serie sviluppando il termine log (1
-

in serie di Mac Laurin usando la relazione

1+ a1
log (L) —o (a4l 42 4. 1 1.
og(1 ) <x+35+7+ , <z <

3.3. Esercizi.

(1) Mostrare che le equazioni (3.3) e (3.4) sono forme equivalenti
dell’equazione di Laplace in coordinate sferiche.

(2) Verificare che 7 e r~" sono soluzioni linearmente indipendenti
dell’Eq.(3.8).

(3) Provare le seguenti proprieta dei polinomi di Legendre (con-
fronta con I’'Eq.(3.13) ).

(a) Pony1(0) =0

)
(c) P, (z) = —P)_,
(d) Py, (0) =0 2n)
() Po (0) = (—=1)" 2 ()2

(4) Provare che i polinomi di Legendre di grado dispari sono or-
togonali su 0 <z < 1.

(5) Portare avanti i dettagli di conto per arrivare all’Eq.(3.18).

(6) verificare I'Eq.(3.18) per n = 0, 1,2, 3, calcolando il quadrato
della norma direttamente da P, ().

(7) Mostrare che Py (x), P; (z) e P2 () sono ortogonali su —1 <
x <1 con calcolo diretto.

(8) Mostrare che I'intervallo di convergenza di @, (z) ¢ —1 <z <
1.

(9) Mostrare che

1
/Pgn(l’) dr=0, n=12,....
0

(10) Mostrare che

[ Paa) Pulo) do =1 (-1

1
(11) Mostrare che

/lx[Pn(:r)]QzO.

1
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(12) Esprimere ciascuno dei seguenti polinomi in termini di Poli-
nomi di Legendre
(a) ax +b
(b) ax?® +bx +c
(c) ax®+bx* + cx +d
(13) Mostrare che
Pi(1)=5(n+1) .
(14) Nell’Esempio (87)trovare:
(a) T coefficienti Ag, A1, Ay, As
(b) Calcolare Ay e As.
(c) Trovare i coefficienti nella rappresentazione in serie di Le-
gendre della funzione

0, 1<z<0,
“@:{2u—@,o<x<1.
(d) Calcolare f (0) nella rappresentazione della parte (c).

(15) Ottenere i primi tre coefficienti non nulli nella rappresentazione
in serie di Legendre delle funzioni:
(a)

0, —-1<ax<0,

f(x):{l, 0<z<l1.
(b)

0, -1<z<0,

f<x):{x, O<ax<l1.
()

f)=|z], —-l<z<l1.
(16) Ottenere la formula

2n +1

(Sugg: Usare 'Eq.(3.13 (f) ).
(17) Mostrare che se f () & un polinomio di grado m < n allora

/Pn(s) ds = — P (1) = Poy(2)] . nm=12.. . .

_lf(x)Pn(x) dr =0 .

(18) Una rappresentazione integrale di P, (z), chiamata integrale
di Laplace ¢ data da

Pn(x):l/o [m+(m2—1)1/20059r o .

™

Verificare questa rappresentazione per n = 0,1, 2, .



268 8. P.B. IN ALTRE COORDINATE

(19) Data la funzione

0, —-1<x<0,
f<x)_{2x+1, 0<z<l.

(a) Svilupparla in serie di Legendre, scrivendo solo i primi
quattro termini.
(b) A quale valore converge la serie per z = 0 7 e per x =
—1/27eperxz=1/27
(20) Sviluppare il serie di Legendre la funzione

-1, -1<zx<0,
f(x>_{1, O<z<l1.

(21) Data I'equazione differenziale di Legendre (3.12)
(a) Scrivere l'’equazione nella forma dell’equazione di Sturm-
Liouville 2.2.6 .
(b) Usando la notazione del Paragrafo 2.2, mostrare che r (b) =
0 e che vale la prima condizione al bordo dell’Eq. 2.2.7
(22) Le funzioni associate di Legendre del primo tipo P (z) sono
soluzioni particolari dell’Eq.(3.11) definite nel seguente modo
m m 2\m/2 dmpn (’I)
P (z) = (-1)" (1 —a?) T
(a) Mostrare che P° (z) = P, (), n=0,1,2,...
(b) Mostrare che P (x) =0 se m >n
(c) Scrivere esplicitamente P!, P}, P}, P? e P?
(d) Verificare che P, e Pj sono ortogonali su (—1,1) usando
la relazione di ortogonalita
1 0, n#k
/ P (x) P" (x) dox = 2(n+m)! B
1 , N = k.
(2n+1) (n —m)!

(e) Trovare

/ P @) do

1
(23) Mostrare che le soluzioni dell’equazione di Laplace in coordi-
nate sferiche possono essere scritte come

u(r,¢,0) = Z Z (Cnr" + Dnr_(”+1)) (A,, cosme

m=0 n=0

+ By, sinmo) (cpm Py (cos 0) + dpm Q' (cos b)) .

(24) Ottenere la formula ricorrente

Pn+1(x):(2n+1>xPn(x)—( n )pnl(q;), n=12,. ..

n+1 n+1

(25) Qual’¢ la relazione, nell’Esempio (87), tra il termine Ay con la
funzione rappresentata dalla serie di Legendre? Generalizzare.



CHAPTER 9
Applicazioni

1. Problemi al bordo in coordinate cilindriche e sferiche

Adesso siamo pronti a risolvere alcuni problemi al bordo tridimen-
sionali in coordinate cilindriche e sferiche. Negli esempi che seguono
useremo molti dei risultati ottenuti nei Paragrafi 8.2 e 8.3 .

EseMPIO 88. Determinare lo stato stazionario della temperatura
allinterno di una sfera solida di raggio b se la temperatura al bordo é
data da f (cos®).

SOLUZIONE 88. Poiché la temperatura al bordo dipende solo da 0 la
soluzione é indipendente da ¢. Si ha quindi il sequente problema:

Pu  20u 10%°u cotfu
ED.P. Vu(r)=——+-"F—+S—F+—5— = b 0
Viu(rf) =55+ g v aamta g =00 0<b, 0<b<m,
C.B.  u(b,0)= f(cosb) , 0<f<m.
Usando la separazione delle variabili ed assumendo quindi che

u(r,d)=R(r)©(0) ,

sih d> d d*e 0 do
R 2 dR 1 cot
O T Tl T e T
o0, equivalentemente
PR 2rdR_ 140 cotfdS
R dr? R dr ©d* © df
Questo, per la parte radiale, porta all’equazione

R+ 2rR — AR =0,

A

la quale, per A =n (n+ 1) ha come soluzioni
R, (r) = Cpr™ + Dypyr~ (1)

come dato dall’Eq.8.3.10 . Poiché cerchiamo la soluzione all’interno
della sfera e la temperatura deve (ovviamente) essere limitata, questo
implica che bisogna scegliere D,, = 0.

Per 'equazione in © si ottiene l'equazione differenziale di Legendre

1 d (. ,dO©
I, (sm@—) +n(n+1)©=0,

269
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la cui soluzione generale é
©, (0) = E, P, (cost) + F,Q,, (cos) .

Anche in questo caso, per mantenere la soluzione limitata bisogna sceglie-
re F, = 0. Ne seque che u(r,0) consiste nella serie dei prodotti
" P, (cos ), quindi

u(r,0) = ZAnr"Pn (cos®) ,
n=0

con 1 coefficienti A,, che devono essere determinati dalla condizione al
bordo. St ha quindi

u(b,0) = iAnb”Pn (cos®) = f (cosb) ,

n=0

che mostra che la funzione f (cosf) puo essere espressa come serie di
Legendre. dall’Eq. 8.3.19 si ha

2n+1 (!
Anb" = n2—l— / f(x)P,(x) de, mn=0,1,2,...
—1
quindi la soluzione puo essere scritta nella forma
1 — !
u(r,0) = 3 Z (r/b)" P, (cosf) (2n + 1)/ f(x)P,(x) de (1.1)
n=0 -1

ESEMPIO 89. Trovare lo stato stazionario della temperatura allinter-
no di un solido cilindro di raggio c ed altezza b, se la temperatura della

superficie laterale é tenuta a zero, la base é isolata e il sopra é tenuto
a 100°.

SOLUZIONE 89. Prendiamo l’asse del cilindro coincidente con l’asse
z ed usiamo le coordinate cilindriche. Il problema non dipende dall’angolo
0. Abbiamo quindi il sequente problema:

1
ED.P. u,,+-u,+u,,=0, 0<p<c, 0<z<b,
p

CB.  u(cz)=0 0<z<b,
u, (p,0) =0 O<p<ec,
u(p,b) =100 , O<p<ec.

Se assumiamo che u(p,z) = R(p) Z (2), lequazione differenziale di-
venta

1
ZR'+-ZR' +RZ" =0,
p

ROR 7

— = —\%
R+pR A



1. P.B. IN COORD. CILINDRICHE E SFERICHE 271

Abbiamo assunto che la costante di separazione sia negativa perché non
vogliamo una soluzione periodica in z. Le equazioni differenziali risul-
tanti, usando le condizioni al bordo omogenee sono

7" - XNZ=0, Z(0)=0,

1
R”+;R’+A2R:0, R(c)=0.
Queste equazioni differenziali, simili alle equazioni (8.2.2) e (8.2.4)

hanno come soluzione generale
Z (A\z) = Acosh A\z + Bsinh \z

Ro (Ap) = EJo (Ap) + FYo (Ap)
Per avere soluzioni limitate scegliamo F = 0. La condizione R (¢) =0
implica che Jy (Ac) = 0, cioé A\c¢ é uno zero della funzione di Bessel
Jo (x). Chiamiamo questi zeri positivi Ajc, j = 1,2,... . Le equazioni
in 2 hanno soluzioni
Z (Njz)=cosh(N\;z) , j=1,2,....
Allora si ha

o0

u(p,z) =) ajcosh (A2) Jo (Ap)
j=1
ed applicando la condizione al bordo non omogenea, si ha

u(p,b) = Zaj cosh (A\;b) Jo (Ajp) = 100 ,
j=1
che mostra che la funzione f (p) = 100 deve essere espressa come serie
di Fourier-Bessel nell’intervallo 0 < p < c. Usando I’Eq.(8.2.19) si ha
2

A: = a;cosh(\b :—/ 100 = Jy (N\;2) dx
J J (]) C2[J6()\JC)]2 0 0(] )

200 1 /AJC
= ———F5 "% SJ S dS
EIVIVETECY S

avendo fatto la sostituzione s = X\jx. Allora, usando U'Eq.(8.2.10),
abbiamo

200
Aj = a; cosh (4;0) = Aedi (Aje)
j J

ricordando che Ji(x) = —Jy (z) e semplificando. Quindi
200 Jo (Ajp) cosh (A;z2)
¢ 4= Ajcosh (A;0) Ji (Nje)

o0

u(p,z) = (1.2)

dove i A\jc sono radici positive di Jo (X) = 0.

Nel prossimo esempio consideriamo 1’equazione d’onda bi-dimensio-
nale in una regione circolare.
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EsEmP10 90. Risolvere il sequente problema al bordo

2
ED.P. zy="(pz),, 0<p<c, t>0,
p

C.B. z(¢t)=0 t>0,
2 (p,0) =0 0<p<ec,
z2(p,0)=f(p) , O<p<ec.

SOLUZIONE 90. Abbiamo una membrana omogenea di raggio c fis-
sata al bordo circolare. Alla membrana é data una posizione iniziale
f (p) nella direzione dell’asse z e vogliamo conoscere la posizione della
membrana ad ogni tempo t. Il fatto che la posizione iniziale dipenda
solo da p indica che z é indipendente da 6. Separando le variabili ar-
riviamo alle sequenti equazioni differenziali ed alle condizioni al bordo
omogenee:

T"+Xa*T =0, T (0)=0,
PP’R'+pR +XNp*R=0, R(c)=0.
La costante di separazione é scelta in modo che il moto sia periodico in

t, consistente con 1 dati fisici del problema. La seconda equazione ha
soluzioni Jo (\;p) con Jo(Ajc) =0, j =1,2,.... La soluzione é allora

2(p,t) =Y Ajdo (Njp) cos (Njat) .
j=0

per soddisfare la condizione al bordo mon omogenea, usiamo ancora
UEq. (8.2.19) per determinare gli A;. Quindi

2 ¢ .
:m/o z f(z) Jo(Na) de, =12,

2 — (Ajp) cos )\at/
z(p,t) == f(z) Jo(Njz) de, (1.3)
2; Jl )\C

dove \;jc sono le radici positive di Jo (z) = 0.

EsEmP10 91. Risolvere il sequente problema al bordo

k
ED.P. w=—(pz), , O<p<c, t>0,
)

C.B. u,(c,t)=0 t>0,
C.I. u(p,0)=f(p), 0<p<ec.

SOLUZIONE 91. In questo caso abbiamo un disco circolare omogeneo
di raggio ¢ il cui bordo esterno é isolato. Assumiamo che il flusso di
calore € bi-dimensionale. Inoltre, la temperatura é indipendente da
0 poiché la distribuzione di temperatura iniziale é funzione solo di p.
Cerchiamo le temperature del disco al variare del tempo t. Usando la
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separazione delle variabili, si hanno le sequenti equazioni differenziali
ordinarie:

T +kXNT = 0
1
R”+;+)\2R =0, R()=0.

Ancora una volta la costante di separazione é scelta negativa, perché
vogliamo che u, (p,t) abbia limite zero quando t — oo. La seconda é
una equazione di Bessel di ordine zero che ha come soluzione limitata
la funzione Jo (A\p). Applicando le condizioni date si ha

Jy(Ae) = =AJ1(Ae) =0,

che dice che Ac é uno zero di Jy (x) = 0. Chiamiamo questi zeri non
negativi A\jc, j =1,2,..., cioe \ic =0, A\ac = 3.832, A\3c = 7.016, etc.
Abbiamo quindi una soluzione della forma

u(p,t) = ZAJ' exp (—kA3t) Jo (Njp)
j=1

e, per soddisfare la condizione al bordo mon omogenea, dobbiamo cal-
colare gli A; usando 'Eq.(8.2.21) con h =n =0 e I'Eq.(8.2.22). Ne

seque che

2 (&
AlZg ; z f(x) dx,
A‘—#/fo(x){]()\-x)dx j=2,3
T el ol Jo I
cosi che il risultato finale é
u(p,t) = A1+ Ajexp (—kAt) Jo (A;p) (1.4)
=2

con Ay e gli A; definiti sopra e con J; (Ac) =0, j =1,2,3,....

Vogliamo qui richiamare 1’attenzione alla similarita tra 'Eq.(1.4) e
le soluzioni del Capitolo 7 nel quale abbiamo esaminato le proprieta
delle serie di Fourier. Nelle serie di Fourier c¢’¢ il termine ag/2, che rap-
presenta il valor medio della funzione rappresentata dalla serie. Anche
'Eq.(1.4) contiene un termine costante, A;. Una domanda si pone sul
significato di quel termine. Il prossimo esempio da la risposta.

EsEMPIO 92. Determinare la soluzione stazionaria del problema
dell’Esempio (91)

SOLUZIONE 92. La soluzione richiesta si ottiene risolvendo il sequente

problema:
d ( du du
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Lasciamo per esercizio mostrare che la soluzione dell’Eq.(1.5) é una
costante.
D’altra parte, dall’Eq.(1.4) si ha

tlim u(p,t) = Ar,

che é una costante. Da considerazioni fisiche, tuttavia, é chiaro che la
temperatura di equilibrio della regione debba essere una costante, che
i qualche modo rappresenta il valor medio della distribuzione iniziale
di temperatura f (p). Ricordiamo dall’Analisi che il valor medio di una
funzione f (z,y) rispetto ad una regione R del piano xy ¢ dato da

o //Rﬂx,y) iz dy.

(1.6)
// dx dy
R
In coordinate polari I’Eq.(1.6) diventa
/ f(p,0)p dp df
Jm = =L : (1.7)

// p dp df
R

In questo esempio la regione R é un cerchio di raggio c e la funzione f
¢ indipendente da 0. Ne seque che ’Eq.(1.7) diventa

c 2w do db o
b T w)edp 2% fp)pdp,

e 2 Jo

fm

che ¢ esattamente la definizione di Ay. Quindi Ay fornisce il valor
medio di f (p) sulla regione circolare, che é anche la soluzione del prob-
lema stazionario dell’Esempio (91).

In relazione a quest’ultimo esempio, vedere il Teorema sul valor
medio di una funzione armonica.

EsEmMPIO 93. Una semisfera solida di raggio b ha la faccia piana
completamente isolata, mentre la temperatura della superficie curva é
data da f (cosf). Trovare la temperatura stazionaria all’interno della
sfera.

SOLUZIONE 93. Poiché la temperatura sulla superficie non dipende
da ¢, si ha la sequente formulazione matematica del problema.

Pu  20u 1 0%u cothou
=ttt = p
8T2+T8T+7“28¢92+ 2 90 O, 0<p<b, 0<9<7T/ ,
u (r,m/2) =0 0<p<b,

u(b,0) = f (cosh) 0<f<m/2.
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Poiché la variabile z non fa parte delle coordinate sferiche, dobbiamo
riscrivere la condizione al bordo omogenea in termini di v e 6.
Ricordando che z = r cos@ si ha

ou  Oudz ou
09,90 —rsm&a
Quindi, per 0 = /2 si ha
ou  10u
% ron

e la condizione u, (r,7/2) = 0 implica che ug (r,7/2) = 0 .Ricordando
I’Esempio (88), si ha

Z Apr" P, (cos0)

che ¢ la soluzione limitata dell’equazione di Laplace. Quindi

ZA r" (—sinf) P, (cos0)

da cui
(r,m/2) = ZAnr”P' =0,

da cui seque che n ¢é pari (vedi Eserczzzo 3(d) del Paragrafo 8.3 ). la
soluzione puo essere allora scritta come

= Z Ao Py, (cos ) .

n=0

Usando, infine, la condizione al bordo non omogenea, si ha

= Z Ao, b*" Py, (cos0) = f (cosf)

n=0

che implica che la la funzione f (cosf) deve essere rappresentata, nell’in-
tervallo 0 < 6 < 7/2, da una serie di Legendre di polinomi di grado
pari. Possiamo usare I’Eq.(8.3.20) per calcolare i coefficienti. Quindj,

/2
Agp b = (4m + 1) / f (cos ) Pay, (cosf)sinf db ,
0

e la soluzione diventa:

w:0) =3 (m 4 1) (5) " Parteost) [ 7@ Prat)de . (19

n=

Ricordiamo ancora una volta la procedura di aggiornare la soluzione
tutte le volte che si hanno nuove informazioni per essa. Generalmente
¢ preferibile usare prima le condizioni omogenee quando si risolvono le
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equazioni differenziali ordinarie ottenute dalla separazione delle vari-
abili ed usare alla fine, la condizione non omogenea sulla soluzione
generale.

EsEMPIO 94. Risolvere il problema
1

ED.P. u,,+-u,+tu,=0, 0<p<c, z2>0,
P

C.B. wu,(c,z)+hu(c,z) =0 h>0, z>0
u(p,0) = f(p) O<p<ec, 2>0.

SOLUZIONE 94. Il problema puo essere, per esempio, interpretato
nel sequente modo. Si cerca la temperatura stazionaria (1’equazione non
dipende dal tempo) in un cilindro circolare, semi-infinito, di raggio c.
La prima condizione al bordo indica un trasferimento di calore per con-
vezione attraverso la superficie laterale del cilindro, rispetto al mezzo
circostante tenuto a temperatura zero. Detto altrimenti, la superficie
laterale si raffredda in accordo alla legge di raffreddamento di New-
ton.

La seconda dice che la temperatura della base del cilindro é funzione
solo della variabile p.
Infine, ricordiamo che, per evidenti ragioni fisiche, la soluzione deve
essere limitata, il che significa che

lim u(p,z) =0

zZ—00

e che u(p, z) € limitata nell’intorno dell’asse z, cioé per p — 0.
Usando la separazione delle variabili, u (p,z) = R (p) Z (2) si ha

R// R/ Z//

_— —|— _— = —— =

R pR A
con la costante di separazione negativa perché non vogliamo (non ha

senso fisicamente) soluzioni periodiche in z. Arriviamo cosi alle due
equazioni differenziali ordinarie

pR" + R+ MR = 0, R (¢)+hR(c)=0,
Z'-XZ = 0.
La prima é una equazione differenziale di Bessel di ordine zero, la sua
soluzione generale é
R(Ap) = AJo (Ap) + BY, (Ap) -

Prendiamo B = 0 perché Yy (Ap) non é limitato per p — 0. Applicando
la condizione al bordo si ha

AL (M) + hdo (Ae) =0, (1.9)

che definisce i valori positivi dei \, che indichiamo con \;, j =1,2,...
La seconda equazione ha come soluzione generale

Z (\jz) = Cjexp (Njz) + Djexp (—\jz)

—)\2
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nella quale prendiamo C; = 0 per avere la soluzione limitata per z > 0.
La soluzione viene quindi scritta come

u(p,z) = ZAJ- exp (—Ajz) Jo (\jp) -

=1
La condizione non omogenea alla base del cilindro da:

0= Ado () = £ ).

La funzione f (p) viene quindi espressa in serie di Fourier-Bessel. Vista
U'Eq.(1.9), i coefficienti A; si ottengono dall’Eq.(8.2.21), cioé

2\7 c
A; = - / Jo(Njz) de, 1,200, .
J (/\?CQ—i—h?c?) J2 (o) Jo x f(x) Jo(Nx) da
Quindi la soluzione puo essere scritta come

/\Qexp —Xiz) Jo (
P2 :CQZ )\262+h202 JZ )\c/ @) Jo(Ajz) de,

(1.10)

dove 1 \j sono le radici positive dell’equazione
Ay (Ac) + hdy (Ae) =0, h>0.

Abbiamo presentato alcuni esempi per mostrare come la simmetria
circolare in un problema porti alle funzioni di Bessel e la simmetria
sferica alle equazioni di Legendre. Abbiamo usato la separazione delle
variabili per risolvere i problemi al bordo, visto che questa tecnica ci
permette di trasferire le condizioni al bordo omogenee in condizioni
omogenee per le corrispondenti equazioni differenziali ordinarie. Abbi-
amo anche usato la nostra conoscenza del problema fisico per assegnare,
quando possibile, valori particolari alle costanti di separazione.

In conclusione, vogliamo sottolineare che il metodo di separazione
delle variabili non ¢ limitato solo a problemi rappresentati in coordi-
nate cartesiane, polari, cilindriche o sferiche. Altri sistemi di coor-
dinate potrebbero essere usati quali: coordinate ellittiche cilindriche,
coordinate coniche, coordinate paraboliche, coordinate ellissoidali e
paraboloidali.

2. Esercizi

(1) Nell’Esempio(88) mostrare che
14’0 cot0do
©d? © df

¢ equivalente a

1 d (. ,dO©
e <81n9—) +n(n+1)©=0.

=-n(n+1)
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(2) Mostrare che nell’Esempio(88) dobbiamo prendere D,, = F,, =
0 anche se la regione nella quale cerchiamo la soluzione non
include i punti 7 = 0, (b,0) e (b, 7). Perché tali punti vanno
esclusi? (Sugg: Osservare la e.d.p. che deve essere risolta).

(3) Nell’Esempio (89) dire a quale formulazione matematica cor-
rispondono le date condizioni al bordo della formulazione.

(4) Fare tutti i conti che portano alla soluzione del problema dato
nell’Esempio (89).

(5) Risolvere I’equazione

Z'-XNZ=0, Z(0)=0

e confrontare la soluzione con I’Esempio (89).

(6) Fare i conti in dettaglio per ottenere gli 14; nell’Esempio (89).

(7) Usare la separazione delle variabili per ottenere le equazioni
differenziali ordinarie dell’Esempio (90)

(8) Usare la separazione delle variabili per ottenere le equazioni
differenziali ordinarie dell’Esempio (91).

(9) Spiegare perché nell’Esempio (91) si deve avere

tlim u, (p,t) =0.

(10) Trovare una soluzione del seguente problema

d du du
d—p(pd—p)—o’ & 9=0

(11) Trovare la soluzione del problema dell’Esempio (88) suppo-
nendo che la temperatura alla superficie sia tenuta costante-
mente a 100°. Il risultato ¢ in accordo con ipotesi fisiche e col
il Teorema 6 del paragrafo 6.17

(12) Trovare la soluzione del problema dell’Esempio (88) suppo-
nendo che la temperatura alla superficie sia data da f (cos6) =
cosf (Sugg: Ricordare che P; (cosf) = cosf ).

(13) !

(a) Porre b = ¢ = 1 nell’Eq.(1.2) e scrivere i primi tre termini
della somma.

(b) Usare il risultato della parte (a) per calcolare u (0, 0).

(c) 1l risultato della parte (b) ¢ quello aspettato? Spiegare.

(14) Trovare la soluzione del problema dell’Esempio (89) suppo-
nendo che la temperatura della base e della superficie laterale
sia zero, mentre il sopra ¢ tenuto a temperatura 100°

(15) Quale sarebbe il risultato della separazione delle variabili nell’Esempio

(90) se la costante fosse presa di segno opposto? In questo caso
il risultato sarebbe compatibile con i dati fisici? Spiegare.

1Questa non & una sfera solida.
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(16) Nell’Esempio (90) porre f(p) = 1 ed ottenere la soluzione
dell’Eq.(1.3). Tale posizione iniziale & fisicamente possibile?
Spiegare

(17) Risolvere il problema dell’Esempio (91) supponendo che il bordo
esterno del disco sia tenuto a temperatura zero invece di essere
isolato, mentre tutte le altre condizioni rimangono inalterate.

(18) Trovare la temperatura stazionaria all’interno di una semisfera
solida di raggio b se la superficie piana ¢ tenuta a temperatura
zero ed il resto della superficie ha una distribuzione di temper-
atura f (cos6)

(19) Modificare I’Esercizio 18 prendendo f (cosf) = 100 e trovare
la soluzione.

(20) Una semisfera solida di raggio b ha la superficie piana tenuta
a temperatura 100° e la sua superficie curva isolata termica-
mente. Trovare la temperatura stazionaria all’interno della
semisfera.

(21) Nell’Esempio (93) porre f (cosf) = 100 e trovare la soluzione.

(22) Nell’Esempio (94) porre f (cosf) = 100 e trovare la soluzione.

(23) Nell’Esempio (94):

(a) Modificare la condizione omogenea in u (¢, z) = 0, e trovare
la soluzione.

(b) Dare una interpretazione fisica del problema della parte
(a).

(24) Due sfere concentriche di raggio a e b (a < b) sono tenute a
potenziale costante, rispettivamente 1V, e V5. Determinare il
potenziale tra le sfere.

(25) Una superficie sferica dielettrica di raggio b ¢ posta in un
campo elettrico uniforme di intensita E in direzione dell’asse
z. Determinare il potenziale dentro e fuori la sfera. (Sugg:
Sia il potenziale interno v che quello esterno V' devono sod-
disfare ’equazione del potenziale. Le condizioni di continuita
sono

v(b,0) =V (b)), 0<O<m,

Kuv,. (b,0) =V, (b,0) , 0<l0<m, K>0.
Inoltre,

lim V (r,0) = —FEz = —FErcosf .)
(26) Trovare il potenziale di una sfera conduttrice di raggio b posta
in un campo elettrico uniforme di intensita E nella direzione

z. (Sugg: Ancora Vu =0 con u(b,0) =0e

lim w(r,0) = —Ez = —Ercosf.)

T—00
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(27) Mostrare che le radici positive di
A (Ae) + hdy (Ae) =0, h>0,
sono le stesse di
KJo(A\e) 4+ AeJg (Ae)+ =10, K>0.

(28) Usare il fatto che r = (22 + 42 + 22)"/? per mostrare che

0 (1 1
& (;) = —ﬁpl (COS 0)

(29) Mostrare che le funzioni

u(p; d,2) = exp (=Az) Ju (Ap) cos ng

sono funzioni potenziale per n = 1,2, ...(Sugg: Usare le for-
mule di ricorrenza degli Esercizi 3(e) e 19 del Paragrafo 8.2 .
(30) Una membrana elastica di raggio b ¢ bloccata lungo la sua
circonferenza. La sua posizione iniziale ¢ C' (b* — p?) induce la
vibrazione della membrana. Mostrare che la soluzione é

) = sy DRI ML,

=1

dove i A; sono le radici di Jy (A) = 0.
(31) Dato il problema

1
E.D.P. vt:k<vpp—|——vp>, O<p<a, t>0,
p

C.B. v(a,t) =0, t>0,
lim; oo v (p,t) =0,
C.I. v (p,0) =uy — ug O<p<a.

(a) Trovarne la soluzione.

(b) Spiegare come il problema risolto in (a) segue dal seguente:
Un lungo cilindro di raggio a ¢ inizialmente riscaldato in
modo uniforme alla temperatura u;. La sua superficie &
mantenuta a temperatura costante ug. Mostrare che la
temperatura u (p,t) & data da

= exp (=Akt/a?) Jo (A\jp/a)

w(p,t) =ug+2(u —u

(p7 ) 0o+ ( 1 O); )‘jJ1<)\j) )

dove i A; sono le radici di Jp (A) = 0.

(32) Un cilindro solido infinito, di raggio b ¢ inizialmente tenuto a
temperatura f (p). Per t > 0 la superficie bordo p = b dissipa
calore per convezione in un mezzo a temperatura zero. (Vedi
Esempio (94) )

(a) Scrivere il problema in termini matematici.
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(b) Ottenere la soluzione

A exp (=N2kt) Jo (Aip)
(A
Pt bQZ h2+)\2j2)\b /f fo () da .

dove i \; sono le radici positive dell’equazione
Mg (Ae) +hJy (Ab) =0, h>0.
(c) Mostrare che se f (p) = 100 la soluzione diventa
200/ o= exp (=A7kt) Jo (Ajp)
)= S TR
b (h2 4+ X7) Jg (\;b)

=1

dove i A; sono quelli definiti in (b).
(33) Supponiamo che la temperatura in una sfera solida non dipenda
da ¢ e 0.
(a) Mostrare che ’equazione del calore puo essere scritta come

2
u =k (um« + ;ur) )

(b) Mostrare che se nel risultato in (a) si opera il cambia-
mento di variabile

Ur,t)=ru(rt) ,

I’equazione diventa la nota equazione del calore unidimen-
sionale
(34) Nell’esempio (88) si ¢ risolto un problema di Dirichlet interno
per una sfera di raggio b. Risolvere il problema esterno di
Dirichlet, cioe per r > b, lasciando le altre condizioni inalter-
ate.
(35) Risolvere il seguente problema

1
E.D.P. upp+;up+uu:0 O0<p<a, 0<z<L,

C.B.  u(a,z)=0, 0<z<L,
u(p, L) =0, O<p<a,
C.I. u(p,0) =100 O<p<a.



