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1 Soluzioni in un intorno di un punto ordinario:

Consideriamo una equazione lineare del secondo ordine a coefficienti variabili del tipo:

a(z)y" + B(z)y +v(z)y =0 (1.1)

Definizione 1.1. Un punto g é detto un punto ordinario dell’equazione differenziale (2.1) se le due
funzioni
B(z T
pa) = 58 ¢ 4y = 22 (1.2

a(r) a(z)

sono analitiche nel punto xg, cioé le funzioni p, q sono sviluppabili in serie di potenze:

p(z) = Z Ap(z — z9)" per |z — zo| < Ry,
n=0

o0

q(z) = Z Bp(z — zo)" per |z — zo| < Ro.

n=0

Se una delle due funzioni in (1.2) non é analitica nel punto xy allora z¢ é detto un punto singolare
dell’equazione (2.1).

Theorem 1.2. Se zy é un punto ordinario dell’equazione differenziale (2.1) allora la soluzione
generale dell’equazione differenziale é sviluppabile in serie di potenze intorno a xg.

y(z) = Z an(z — zo)" (1.4)

con raggio di convergenza positivo. Piu precisamente se Ry, Ra sono raggi di convergenza delle serie
in (1.8) il raggio di convergenza di (1.4) é minore o uguale al minimo fra R1 e Ry. I coefficienti
an, n=0,1,2,3,... della serie (1.4) possono essere ottenuti dalla sostituzione diretta di (1.4) nella
equazione differenziale (2.1) ed uguagliando i coefficienti dei termini della stessa potenza.

Esempio 1.3. Trovare la soluzione generale dell’equazione differenziale:
y' —2(z—-1)y +2y=0 (1.5)

in un intorno del punto oy = 1.



Soluzione: Differenziando (1.4) termine a termine si ottiene:

y—Znanx—l Znana:—l

Z n(n — Day(z —1)""° = Zn(n— Day(z —1)"2

Ora sostituiamo y, v/, y” nell’equazione (1.5):
o
Yy = Zn(n —Day(z —1)"2
n=2
—2(zx— 1)y = -2(z — 1) Znanx—l Z —2nanp(z — 1)"
2y—2Zanx—1 ZQanx—l

Dal momento che & piu facile sommare le tre serie termine a termine se i termini generali sono
della stessa potenza in ogni serie e I'indice di partenza delle serie € lo stesso per tutte e tre le serie,
riscriviamo le serie nella seguente forma equivalente:

o0 o0
(j=n Z §+2)( + Dajiz(z — 1) 2a2+2(n+2)(n+1)an+2(9€—1)”

—2(z-1)y = Z —2nanp(z — 1)"

n=1

o o
2y = Z 2ap(z — 1)" = 2a9 + ZZan(x -1
n=0 n=1

Sommando termine a termine il membro di destra e quello di sinistra risulta:

o
0 = (2a2 + 2ap) + Z[(n +2)(n + Lapt2 — 2nap, + 2a,)(z — 1)
n=1
Il membro di sinistra & una serie di potenze identicamente uguale a zero, quindi tutti i suoi coefficienti

devono essere nulli. Cioé:
2a9 + 2a9 =0 (16)

(n+2)(n+1)apt2 — 2nay + 2a, =0 per n=1,2,... (1.7)

La condizione (1.7) & detta formula di ricorrenza perche permette di ottenere a, 2 sapendo a,,. Dalla

(1.6) otteniamo:
ag = —Aay



e dalla (1.7) otteniamo

anHZManpern:l,Z...
(n+2)(n+1)
Cioe:
0 2 2,7
W=D ME T T T T g™
0 2-3 22.3 283
B=0 M= 5T T5.5.4.37 6r
0 g 25 2°-5-3 . 2'.5-3
= s e T T 7 6.5-4.30" " g ™
Quindi abbiamo trovato che:
G2n+1:0,n:1,2,...
(]
2.1-3.5-(2n — 3
aon = — ( )ao,n:2,3,...

2n!

Allora la soluzione generale dell’equazione (1.5) &

yl@)=ag+ai(z—1)+ag(z —1)2+as(z — D +ag(z —1)0 + ... =

(@ — 1)+ ao(l — (x — 1) — = :L'—1)4—236;3(x—1)6—...).

4!(

2 Soluzioni vicino a un punto singolare regolare
Definizione 2.1. Un punto zo ¢ detto un punto singolare regolare dell’equazione differenziale:
a(z)y” + B(z)y +(z)y =0 (2.1)

se € un punto singolare e le due funzioni

(z)

z)

™

= (@ — z0)p(a) ¢ (& - xo>2% — (2 - 20)2q(x) (2.2)

(z — zo)

2

sono analitiche nel punto xy. Se una delle due funzioni in (2.2) non é analitica nel punto xq allora
zo € detto un punto singolare irregolare dell’equazione (2.1).

In un intorno di un punto singolare regolare il metodo di sviluppo in serie visto nel paragrafo prece-
dente non si pud applicare, in questo caso allora risolviamo 1’equazione differenziale usando il cosid-
detto metodo di Frobenius, che consiste nel cercare una soluzione della forma:

y(@) = apz™ (2.3)
n=0

con ag # 0 e dove abbiamo supposto 2y = 0 punto singolare regolare per semplicita. Notiamo che in
questo caso oltre ai coefficienti a,, della serie ¢ da determinare ’esponente .



Se sostituiamo y definita in (2.3) nell’equazione differenziale (2.1) otteniamo:

o
Z anA+n)(A+n — 1)z 24

n=0

p(z) Z an(A + )" 4 g(z) Z anz™ A = 0.
n=0

n=0

Raccogliamo z dalla seconda serie e 22 dalla terza per rendere tutti gli esponenti uguali:

[e.e]
Z an(A+n)(A+n — 1)z 24

n=0

o o0
zp(z) Z an(X +n)z" A2 4 22¢(2) Z anz" 2 = 0.
n=0

n=0

Siccome abbiamo supposto che 0 sia un punto singolare regolare allora zp(x) e z2g(x) sono sviluppabili

in serie di potenze.
o

ap(x) =Y An(x — 20)" per |z — xo| < Ry,

n=0

o
22q(z) = ZBn(m — z0)" per |z — zg| < Ra.

n=0

Sostituendo queste serie nell’equazione si ha:

o
Z an(A+n)A +n — 1)z A2

n=0

o0 o0
(Ag+ Arz + Agz® + ) Z an(A+n)z" "2 4 (By + Biz + Boz? + ---) Z anz" "2 = 0.
n=0

n=0

Per n = 0 si ha la potenza pit1 piccola di = che & z*~2. Il suo coefficiente & ag(A(A — 1) + AgA + By).
Poiche ag # 0 'unico modo per cui questo coefficiente si annulli & che A(A — 1) + ApA + By = 0. Piu
in generale considerando un punto singolare regolare zy possiamo definire ’equazione indiciale nel
seguente modo:

Definizione 2.2. Supponiamo che xy sia un punto singolare regolare dell’equazione differenziale
(2.1) e supponiamo che

o
(x — zo)p(z) = Z Ap(z — )" per |z — z¢| < Ry,
n=0
(2.4)
o
(z — m0)%q(z) = ZBn(m —z0)" per |z — zo| < Ra.
n=0



L’equazione:
M4+ (A4 —-DA+By=0 (2.5)

é detta equazione indiciale di (2.1) in xo.

Theorem 2.3. Supponiamo che z( sia un punto singolare regolare dell’equazione differenziale (2.1)
e supponiamo che gli sviluppi in serie in (2.4) valgano. Siano A1 e Ay due radici dell’equazione
indiciale (2.5), nel caso in cui entrambe le radici siano numeri reali con A1 > Ao. Allora una delle
soluzioni di (2.1) é della forma:

yi(z) = |z — a:0|’\1 Z an(z — x0)", (2.6)
n=0

con ag = 1 ed é valida nell’intervallo 0 < |z — zo| < R con R = min{Ry, R2}. La seconda soluzione
linearmente indipendente yo(x) dell’equazione (2.1) nell’intervallo 0 < |x — zy| < R si trova nel
seguente modo:

CASO 1: Se A\ — Xy # intero, allora

o
y2() = o = 2o Y ba(z — z0)", (2.7)
n=0
CASO 2: Se A\ = Xg, allora
o
y2(z) = y1(z) In|z — zo| + |z — 20| Z bp(z — x0)", (2.8)
n=0

CASO 3: Se A\ — Ay non ¢ intero, allora
o
ya(z) = Cyr(z) In|z — 20| + |2 — 20| Z bp(z — x0)", (2.9)
n=0
La costante C puo essere uguale a zero.

Esempio 2.4. Calcolare la soluzione generale dell’equazione:

22%y" 4+ (z — 2%)y —y =0 (2.10)
i un intorno di xg = 0.
Soluzione: In questo caso a(z) = 222, B(z) = z — 22, y(z) = —1.
Poiche «(0) = 0, il punto zp = 0 & un punto singolare dell’equazione differenziale (2.10), d’altra parte
si ha che:
( ) x) z—z? 1 1
T— z = —x
" o (z) 212 2
. 27(z) 2__1 _ 1
(z = o) a(r) 272 2



sono funzioni analitiche con raggio di convergenza infinito, il punto zyp = 0 € un punto singolare

1
o By = 3 quindi I’equazione indiciale é:

A2 -A—-1=0

regolare dell’equazione differenziale (2.10). Ap =

1
con radici Ay =1, Ag = ——.

Una soluzione dell’equazione (2.10) & della forma:
o0
z) = xZanx", (2.11)
n=>0

con ag = 1. Poiché \; — Ay = o le due radici dell’equazione indiciale non differiscono per un intero

e quindi la seconda soluzione linearmente indipendente & della forma;:

z) = |z|71/? Z bpz", (2.12)
n=0

con by = 1. Poiché Ry = Ry = 400 la serie di potenze in (2.11) converge per ogni z. D’altra parte
la serie in (2.12) non & definita per = 0, & definita nell’intervallo 0 < |z| < +o0.
Ora calcoliamo i coefficienti a,, della soluzione (2.11). Si ha che:

oo oo
y(z) =z Z anx" = Z anz™t!
n=0 n=0
o o
y'(z) = Z(n +Danz" ey (z) = Z (n+1)anz !
n=0 n=0
212 ”—ZZnn+1anm Z2nn+1an
n=0
oo o0
zy' = Z(n + Dapz™ = apz + Z(n + Dapz™!
n=0 n=1
o0 oo
—a2y = — Z(n_|_ Da,z"t? = _Z]a it = —Znan—1$n+1 (n+1=j)
n=0 n=1

o o
—y = E —anz" ! = —apz + g —apz" !
n=0 n=1

e sommando membro a membro otteniamo:

o0
0= (ap —ao)z + Z[Qn(n +1Day + (n+ Day — nap_1 — ag)z™ .
n=0



Uguagliando i coefficienti a zero, otteniamo la formula ricorsiva:

2n(n+ Dap + (n+ 1)ay, —nap—1 —a, =0, n=1,2,...

NVn—1 1 a n=1,2
Gn = = 1, n=1,2,...
" an+ 1)+ (n+1)—1 2n+3 """
1

pern=1: a1:ga0

9 1 1
ern=2: =_a1=——
per n a2 7a1 5?@0

:3: = — =
Pern as 90,2 5-7-90,0
in generale

1
ap = ag,n=12 ...

C5-7-9---(2n+3)
Quindi una soluzione dell’equazione (2.10) in un intorno di z¢ &

x2 z"

= 1 2L
y1 () aox(+ Tt +5-7---(2n+3)+

Ora calcoliamo i coefficienti b, di ys nel caso z > 0:

x):w_l/Zanw be (1/2)
n=0

1 _
h(a) = 30— 5)bua" "2
n=0
> 1 3
_ —(5/2
W) = 3= ) - 5)bua™ G/
n=0
Quindi otteniamo:
3 [e.e]
2yl = - v n—(1/2) _ (-1/2) 2 T
ToYy = 22 n 2)b z" 2 +n¥1 n
- 1 1 = 1
TYy = Z(n — i)bnxn_(lﬂ) = —Ebox(flﬂ) + Z(n — E)bna:"_(lﬂ)
n=0 n=1
a2y, — i (n— Y antar) - f:(n a7
’ n=0 2 ! n=1 2 "

n=0 n=1

3

n— )by /2



sommando membro a membro:

0= (Cby — 2by — b)z1/2 + 3 [2n — 2)(n - g)bn +(n— %)bn (= )byt — bplz™ (/)

2907 9 2 2

n=1
Uguagliando ogni coefficiente a zero, otteniamo la formula ricorsiva:

3 1 3
2(n — 5)(n— i)bn+(n— E)bn—(n— E)bn_l —b,=0, n=1,2,...

cioe: ( 5)
n—ﬁbn_l 1b
= —bp_1, n=12,...
20— -H+m—p-1 2"

1
pern=1: b1:§b0

1 1
pern:2: bQZ%be1:212—.2b0
F)ern:3: b3:§b2:23.2 3b0
in generale
1
bn:ﬂbo,n:1,2,...

Quindi una soluzione dell’equazione (2.10) in un intorno di z¢ &

2 n
yo(z) = bz~ (1/2) (1+E+x—+---+ ad +)

2 22.2 2" . n!
o n o0 n
(12 ™ _ap) e (2/2)
=boa (/D) oy = boa (Y
n=0 n=0
cioe
yo(z) = bozH/2e™/?
dunque la soluzione generale é:
y(z) = apx 1+£+$—2+---+ il + + bz~ /22
5 5-7 5.-7---(2n+3) )

Esempio 2.5. Trovare la soluzione generale dell’equazione:

1
n 2 _ ! = O
sy +Q2-2)y + oy
in un intorno del punto xg = 0.

Soluzione: In questo caso:

(2.13)



zo = 0 € un punto singolare, ma dato che:

1 1
- =2—1; x2q(x):m2@:—

zp(z) =z
si ha che £y = 0 & un punto singolare regolare, inoltre si ha Ay = 2, By = 7 I’equazione indiciale é:
9 1
A +(2_1))‘+Z:0

1
che ha una radice doppia A\ = Ay = ——.

Quindi c’¢ una soluzione della forma:

(@) =2 7Y an" = 3 a0/
n=0 n=0
Otteniamo
e 1 -
V(@) = 30— Sana™ O
n=0
" = 1 3 n—(5/2)
yi(z) = Z(” - 5)(" - 5)%95
n=0
Quindi otteniamo:
d 1 3 n_ 3 _ ad 1 3 ne
zyy = Z(n - 5)(n - E)anx (3/2) = Za0$( /) 4 Z(n — 5)(n — §)a"$ (3/2)
n=0 n=1
- 1 o 1
_ T _ - n—(3/2) _ . n—(1/2) _
@ = Y20 Pons > (1= gane
oo 1 oo
= a1 £ 3 2(n — Dane™ ) =3 0 a0
n=1 n=1
1 21 1 |
il - —an g 3/2) — 40— (3/2) —a. " (3/2)
4xy1 712_204%:1: 4a0x +nz:14an:1:

sommando membro a membro:

3 1 - 1 3 1 3 1
°_ - —(3/2) B — Naw — (p— 2 - n—(3/2) _
(4 1+ 4> apx + g ((n 2)(n 2)an +2(n 2)an (n 2)an_l + 4an> z 0

n=1

o0 2 .
Z (ann2 _ ”2 3an1> L0612 —

n=1



Uguagliando i coefficienti a zero, otteniamo la formula ricorsiva:

_ 2n—3

n = 55— On—1-

Allora una soluzione é&:

1 1
yi1(x) = ag <a:(1/2) — 53:1/2 - Ex?’/z +.. )

Poiche le radici dell’equazione indiciale sono uguali ¢’eé una seconda soluzione linearmente indipen-
dente della forma:

vo(o) = 1 () Iz + 3 by (12
n=0

Otteniamo:
T 00 .
yé(x) = ylc(E ) + yl(.’L') Inz + E_O(fn, — _)bng; (3/2)

_ —yi(z) | 2yi(2) - 1 3 n—(5/2
Yy (z) = 2 T + 9 (x) 11133‘|'Z(n —5)(n— §)bn$ (5/2)

2 2
n=0
Quindi otteniamo:
1" ) / " = 1 3 n—(3/2) _
ZYy = . + 2y1(z) + zy1(2) 11133"’2(”— 5)(”— §)bn$ =
n=0
_ —u(e) ! " 3 -3/2 = 1 3 n—(3/2
= s 2y1(z) + zyi(z) Inz + Zbow( /2) +nz::1(n - 5)(” - §)bn37 3/2)
R N T/ C.) S Ny
e = -0 (7 Hi@e) + 3200 e
> 1
_ Z(n _ —)bn:c"*(l/Q) =
n=0
= (2 — z) M + y' (z) Inz | — bog;_(3/2) + i Q(n — l)b 3;”_(3/2)_
T ! — 277"
> 3
_ Z(n _ E)an,lx”_@’m
n=1
1 1 =1 . 1 1 1
el - - -(3/2) = = Zphagp—(3/2) Zp. o (3/2)
4$y2 4$y11n$+7§4bn$ 4l_y11n:(;+ 4b0:(; —{—712::141)”30

10



Sommando membro a membro si ha:

1
(:cy'l' +(2—=z)y) + Eyl(a:)) Inz

- 2n —3
P2 ot ) - ) + Y (b = 2 ) 20 0
n=1

La quantita che moltiplica Inz & pari a zero in quanto y; € soluzione dell’equazione (2.13), quindi:

= 2n —3
> (b = 21520y ) a0 = 2D i) 4 (o

n=1 z

Uguagliando i coefficienti si ha che:

3 (bnn2 S 3bn_1> ) 9512 1452 4 1384052 1

n=1
by +12bg =2
4by — 12b; = —14
9b3 — 32b2 = 0

In conclusione otteniamo scegliendo by = 0:
yo(z) = y1(z) Inz + 222 + 3162%/2 + 1322%/%2 4 ...
Esempio 2.6. Trovare una soluzione generale dell’equazione:
22y —(z+2)y=0 (2.14)
in un intorno di xg = 0.

Soluzione: In questo caso a(z) = 2%, f(z) = 0 e y(z) = —(z +2). Poiche a(0) = 0, il punto zy = 0
¢ un punto singolare dell’equazione differenziale (2.14). Si ha che:

Blx) _
(z :vo)a(x) = 0;
2 Y(2)
_ AN, T
(IE :EO) Oé(.’L') z,
il punto zyp = 0 & un punto singolare regolare, I'equazione indiciale & (49 = 0, By = —2):
MP-X-2=0

Le radici sono A\; = 2, Ay = —1.
Una soluzione dell’equazione (2.14) & del tipo:

o0 o
y1(z) = 2 E anz" = E anz™t?

11



Poiche le soluzioni differiscono per un intero la seconda soluzione linearmente indipendente & della
forma:

yo(z) = Cyi(z lnw-l-zbn:v

Calcoliamo i coefficienti a, di y;. Si ha che:

(@) = 30+ 2)ana™™
n=0
() = S0+ 2)(n+ Dana”
n=0
22yl (z) = Z(n +2)(n + 1)az™
n=0

Sostituendo nell’equazione ed uguagliando i coefficienti otteniamo:

o o
Z(n +2)(n + 1)a,z"? — (z + 2) Z anz" % =
n=0 n=0
o o0
Z(n+2)(n+ apz" —QZanx —Zanx"+3 =
n=0 n=0
o o
(2ap — 2ap) + Z(n +2)(n + 1)apz" ™ -2 Z anz"t? — Z Up_12"2 =
n=1 n=1
o
Z((n +2)(n + 1an — 2an + an_1)z" ™2 =0
n=1

Allora otteniamo la formula ricorsiva

1
T a3t
. R
y1(z) = 22 +_+E+

Ora calcoliamo i coeficienti b, di s, lo facciamo nel caso z > 0. Otteniamo

i S o0
—1
ya(z) = C(w +_+E+ )lna:-l—an:B"

3 1 2
! _ Y02 - .3 . il i o n—2
yQ(w)—C<2x+4x —i—lox + )1nx+0<x+4—l—40+ )—FE (n—1)byx

12



3 3 3 1
yh(z) = C(2+ aH—Em +- >1n$+0<2+ :1:+E:1: +- >+

3 = n—3
C(1+ w+ﬁw +- )—I—Z:(n—l)(n—2)bnm

Sostituendo nell’equazione viene:

o
C (2x2+§w3+---> Inz +C <3x2+§w3+---> +) (n—1)(n - 2)byz" -

2 4 oy
C’(:v +—+ )lnx+anw -
T
C(2x2+? )lnx—2anx =
Quindi si ha:
2,9 3 2
C<3$ —i—Zl‘ +---)—|—[(—b0—2b1)+(—b1—2[)2):6—[)2.’1) —---]ZO

uguagliando i coefficienti a zero viene:
(=by — 2by) + (=b1 — 2b)z + (3C — bo)z® +--- = 0.

Prendendo by = 1 otteniamo

1 1 1
bj=—2, b=~ = —
! 2" 2Ty ¢ 12’

Dunque la seconda soluzione linearmente indipendente é:

(:z:)—i 2+ +—4+ In|z| + Lol
Y2\ = 19 4 710 T 271 '

In ogni caso se y; € una soluzione dell’equazione (2.1), una seconda soluzione linearmente indipendente

- d
¢ data da yo(z) = y1(x) / % che si ottiene con il metodo della riduzione d’ordine. Infatti
1

applicando questo metodo cerchiamo una soluzione del tipo y;v, sostituendola nell’equazione (2.1) si
ottiene:

az(x)y1 (z)v" (x) 4+ ' (2) (20291 (2) + a1(x)y1(x)) + v(z)(az(x)y] + a1(x)y) + ao(z)y1(z)) =0
risolvendo in termini di v otteniamo:

@) ()
@) )

In|v'| = —21n|yi(z)| — /p(:z;) dx +C
v'(2) = Dy (x)| 2e” Jp(=)de

13



Ed infine, integrando ancora una volta ambo i membri e prendendo D = 1 otteniamo:

e—fp(m) dz
v(x) :/de (2.15)

Esempio 2.7. Trovare una soluzione generale di:

22y + zy' + 2%y =0, z > 0. (2.16)

1
L’equazione & della forma y” + ~y' +y = 0, quindi z = 0 & un punto singolare regolare. Dal

fatto che zp(z) = z(1/z) = 1 e z2g(z) = 2, si ha che Ay = 1, By = 0, quindi '’equazione indiciale
diventa:

AMA=1D)+A=22-A+2=X=0

quindi A\ = Ao = 0.
Quindi c¢’¢ una soluzione della forma:

o0
y1(z) = Z a,z"
n=0

Sostituendola nell’equazione (2.16) troviamo:

o0 o0 o
z? g n(n —1apz" 2 +z E na,z" ' + 22 i anz" =0
n=2 n=1 n=0

Unificando le tre serie si ottiene:

o o o
Zn(n —1Dapz™ + a1z + Znanw” + Z an_o1™ =0
n=2 n=2 n=2

In questo modo otteniamo:
o
a1z + Z(n(n —1)ap + nap, +ap—2)z" =0
n=2

Uguagliando i coefficienti a zero otteniamo la formula ricorsiva:

a, = 0;
1
an = _ﬁan—Q
2 4
Quindi scegliendo ap = 1 una soluzione & y;(z) =1 — s + ol + .... Usiamo la formula (2.15) per

determinare una seconda soluzione linenarmente indipendente:

e J1/zdx
$2 $4 2
l——+—=+...
( T )

14

dr




Svolgendo 'integrale al numeratore otteniamo:

x
w@) =) [ o
AN
( A )
Svolgendo il quadrato al denominatore otteniamo:
21

dr

z) =y(z
y2(z) =y )/ 1_$_2+ﬁ+
2 32 7
Dopo aver fatto la divisione di polinomi e risolvendo 'integrale otteniamo:

-1

yz(x)=y1(x)/ (1_95_2 $3z4 )dx_yl(x)/i(1+g;2+5£+...) de =

9 +3—2+...

()/ L2050 Vare ) (met &4 25 4
y1(z St tgy T ) de=ule T+t g T

Notiamo che con questo metodo alternativo per trovare una seconda soluzione linearmente indipen-
dente, si ottiene una soluzione della forma che si era trovata nel terzo caso del Teorema.
Una soluzione generale dell’equazione (2.16) ¢ y(z) = c1y1(x) + caya(7), con c1, cp costanti arbitrarie.

3 Applicazioni:

Il metodo di Frobenius &€ un metodo utile per risolvere alcune equazioni differenziali che compaiono
spesso nelle applicazioni. Una di queste & ’equazione di Bessel di ordine p, che & una equazione
differenziale della forma:

a?y" +zy' + (z> —p*)y =0, (3.1)

dove p € una costante.
Vediamo come ’equazione di Bessel appare nella soluzione di problemi specifici.
Supponiamo di sapere la distribuzione della temperatura in un cilindro al tempo ¢ = 0, allora si
ha che la temperatura u = u(r, #,t) nel punto (r,0) in ogni istante ¢ soddisfa la seguente equazione
differenziale alle derivate parziali in coordinate polari:
1

Upp + ;'U'r + T_Q'U'GQ = Eut-
In questo caso abbiamo supposto che la temperatura sia indipendente dall’altezza del cilindro, la
quantita k£ nell’equazione ¢ una costante che dipende dalla conduttivita termica e, in generale, dal
materiale usato nel costruire il cilindro. Usiamo il metodo della separazione di variabili per risolvere
l’equazione. Seguendo questo metodo supponiamo che esista una soluzione u(r, #,t) dell’equazione
che sia il prodotto di una funzione di r, di una funzione di e di una funzione di ¢. Cioé:

u(r,0,t) = R(r)0(0)T(t),
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Dove R, ©,T sono funzioni incognite. Sostituendo « in (3), otteniamo:

1 1 1
R"OT + ~R'OT + —2R®"T = —ROT".
T T k

Possiamo scrivere 1’equazione nel modo seguente:
rR"R+rR'R—r’kT'T = —0"0.

Il primo membro & una funzione indipendente dalla variabile € mentre il secondo membro & una
funzione della sola #. Quindi devono essere entrambi uguali ad una costante che chiameremo p?.
Quindi otteniamo le equazioni:

0" +p’0 =0 (3.2)
€ 9 1 RI 9 TI 9
T E-H"E - kT =p

oppure in maniera analoga:
= ——. (3.3)

Ora il primo membro dell’equazione (3.3) & una funzione solo di 7, mentre il secondo membro & una
equazione solo di ¢, quindi ambo i membri devono essere uguali a una costante, che chiameremo — 2.
Cosi otteniamo:

T + XkT =0 (3.4)

r?R" +rR + (\*r? — p )R = 0. (3.5)

Le funzioni ©(#) e T'(t) si trovano risolvendo le semplici equazioni differenziali (3.2) e (3.4). Per
trovare R(r) bisogna risolvere (3.5), che, come si vede, & un’equazione di Bessel. Facciamo la trasfor-
mazione x = Ar e poniamo y(z) = R(r), otteniamo:

RI = d—R . d_.Z' = )\yl =

dz dr
Sostituendo R’ e R" in (3.5 troviamo I’equazione di Bessel (3.1), che ora risolveremo in un intorno
del punto £ = 0. Supponiamo per semplicita che p > 0, si ha che:

2
d dr on_ T n

T 4 1 !
- =—(Ay)— =\ = —1 .
Ly e B=—-(0) - Yy =5y

Oé(.’L') = $2a /8(‘,1") =, ’Y(‘T) = '7"2 _p2'
Poiché «(0) = 0 si ha che z = 0 & un punto singolare. Ma

pl) _, 2@ _ 2

52 =1ea? L = —p? 442,

a(x) a(z)

Cosi z = 0 & un punto singolare regolare con equazione indiciale A> — p? = 0. Le due soluzioni

dell’equazione indiciale sono A\; = p, A2 = —p, quindi una soluzione dell’equazione di Bessel & della
forma.
[e.e]
yi(z) = |27 ) ana” (3.6)
n=0

le soluzioni di (3.1) hanno senso per |z| > 0, cio¢ per z > 0, x < 0. La seconda soluzione dipende
dal valore di A\; — A2 = 2p, € data da:
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o
Caso 1. Se 2p # intero, allora yo(z) = |z| 7P Z bpz™;
n=0

Caso 2. Se p =0 allora

y2() = y1(2) Infz| + |z Y ba™; (3.7)

n=0

Caso 3. Se 2p = intero positivo, allora

yo2(z) = Cy1(z) In |z| + |z|7P Z bpz”. (3.8)

n=0

Calcoliamo i coefficienti a,,, abbiamo z > 0

o0 oo
yi(z) =Y ana™?, i (z) = (n+planz™ P,
e
o
Yl (z) =D (n+p)(n+p—1)apz" P
n=0
o0
2y (z) =Y (n+p)(n+p—1)anz™"?
n=0
o0
oyl (z) =Y _(n+ p)ana™*?
n=0

o o
2
zy1(z) = E ap_ox" P = E apz"t?
n=2 n=0

o
—p*yi(z) = Y —p’anz™'?
n=0

[p(p — 1)ag + pag — p?aglz? + [(1 + p)pai + (1 + p)as — p?ai]z P+

o0
> [+ p)(n+p = Da + (0 + p)an + an > — pan)]a™
n=2
Questo implica
(14 2p)a; =0e
n(n+2p)a, +an2=0n=2,3,...

Quindi otteniamo
1

———Qpy— =2,3,...
n(n_%2p)an 2n )

a1 =0ea, = —
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Questo implica:
a1:a3:a5:---:Oe

1
a9n — (—1)”

22nl(p+1)(p+2)--- (p+n)

apn=273,...
Quindi la soluzione & data da:

— (_1)n n
L G e+ )---<p+n)$2]

y1(r) = ao|z|?

e la serie converge per ogni z.
Se 2p # intero una seconda soluzione linearmente indipendente puo essere trovata se sostituiamo —p
con p nell’equazione precedente, cioe:

y1(z) = aolax|™P

- (_l)n 0
1 +7§1 22npl(p + 1)(p+2)---(p+n)$2 ]

e la serie converge per £ > 0 0 z < 0.

Nella teoria delle funzioni di Bessel la costante ag si prende uguale a
B 1

- 2T(p+1)

Dove I' & la funzione gamma cioe la funzione definita dall’integrale:

o0
I‘(p):/ P le % dx
0

ao

Con questa scelta di agla soluzione y; & detta la funzione di Bessel del primo tipo di ordine p ed si
indica con Jy,(z). Se usiamo I'identita

Ln+p+1)=(n+p)(ntp—1)---(p+2)(p+1I'(p+1)

si ottiene la formula -
N (—1)” T 2n+P
o) = nz::() nll(n+p+1) (2)

la soluzione yo con ag definito da:
1

~ 2P0 (—p+ 1)

¢ una soluzione di Bessel del primo tipo di ordine —p e si denota con J_,(z), chiaramente

T p(@) =2 % (g)%w

n=0

ao

Allora j,(x) & sempre una soluzione dell’equazione di Bessel. Inoltre quando 2p non & un intero le
funzioni Jy(z) e J_p(z)sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione di Bessel. Se p =0 e
osservando che I'(n + 1) = n!, otteniamo:




La funzione Jy(x) & una soluzione dell’equazione di Bessel con p = 0.

Quando p = 0 oppure quando 2p & un intero positivo la seconda soluzione linearmente indipendente
¢ della forma 3.7 oppure 3.8 rispettivamente e pud essere ottenuta con una sostituzione diretta
nell’equazione. Una tale soluzione con una appropriata scelta della costante by ¢ detta funzione di
Bessel del secondo tipo.
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