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Parte 111

Esercizio 1 Si trovino le soluzioni dei seguenti sistemi di congruenze:

{ r=3 (mod 8) { r=-4  (mod 14) { r=15  (mod 24)
=7 (mod20) | z=3 (mod —21) | z=2 (mod 15)

Esercizio 2 Si dimostri che l'insieme Z[V7] = {a + 0V/7 | a,b € Z}
e, rispetto alle usuali operazioni definite in R, un anello. Si dica se Z[\/ﬂ
possiede divisori di zero.

Esercizio 3 Si dimostri che I'insieme A = {a+bv/5+¢cV/5 | a,b,c € Z} &,
rispetto alle usuali operazioni definite in R, un anello. Si dica se A possiede
divisori di zero.

Esercizio 4 Siano A un anello e z un suo elemento invertibile. Si dimostri
che, per ogni n € N, I’elemento z™ é invertibile.

Esercizio 5 Si consideri I’anello A = Z/2679Z. Dimostrare che la fun-
zione f : A — A definita da f([a]) = [2][a] é una biiezione. (Sugg. : os-
servare che (2679,2) = 1. Per dimostrare la suriettivid & conveniente trovare
'inverso di [2].)

Esercizio 6 Siano A, B due anelli senza divisori di zero. Si trovino tutti
i divisori di zero dell’anello A x B.

Esercizio 7 Siano A, B due anelli. Se X,Y sono sottoanelli rispettiva-
mente di A e B, si provi che X x Y é sottoanello di A x B.

Esercizio 8 Siano A, B due anelli. Dimostrare che un elemento (a,b) €
A x B é invertibile, se e solo se a e b sono elementi invertibili.



Esercizio 9 Si dimostri che, se A, B sono anelli, allora A X B non é mai
un campo.

Esercizio 10 Si dimostri che I'insieme I = {a + b\/7 | a,b € 2Z} é un
ideale dell’anello Z[/7].

Esercizio 11 Sia dato un anello commutativo A con un sottoanello B.
Supponiamo esista un elemento o € A,tale che a? € B. Si dimostri allora
che I'insieme X = {z +ya | z,y € B} é un sottoanello di A. Sia I un ideale
di B. Dimostrare che J = {z +ya | z,y € I} é un ideale di X.

Esercizio 12 Sia A un anello e si consideri un suo ideale destro I. Di-
mostrare che 'insieme J = {x € A |ax =0V a € I} é un ideale bilatero di

A.

Esercizio 13 Sia A un anello e si consideri un suo ideale destro I. Di-
mostrare che l'insieme K = {z € A |ax € I ¥V a € A} é un ideale bilatero di
A. Dimostrare che I C K.

Esercizio 14 Dato un anello A, si consideri 'anello B = A x A. Di-
mostrare che la funzione f : B — B definita da f((z,y)) = (y,z) é un
morfismo di anelli iniettivo e suriettivo.



