
Corso di Algebra I. 2011/2012.

Esame scritto del 10 maggio 2012

Esercizio 1. (10 punti) Sia A 6= ∅ un insieme. Su Ω = AA = {f | f : A→ A} si
definisca la relazione ∼ ponendo, per ogni f, g ∈ Ω,

f ∼ g se esiste una biezione φ : A→ A tale che g = f ◦ φ.

(a) Si provi che ∼ è un relazione d’equivalenza su Ω.

(b) Sia f : A → A un’applicazione costante; si dica quanti elementi contiene la
classe di equivalenza [f ]∼.

(c) Siano f, g ∈ Ω applicazioni iniettive; si provi che f ∼ g ⇔ Im(f) = Im(g).

(d) Siano f, g ∈ Ω con f ∼ g e sia φ : A → A una biezione tale che g = f ◦ φ; si
provi che è ben definita l’applicazione

Λ : Ω/∼f → Ω/∼g

[x]∼f
7→ [φ(x)]∼g

Si dimostri infine che Λ è biettiva.

Esercizio 2. (6 punti) Si dica per quali z ∈ Z si ha

z · 5234567891 + 7345678912 − 8z · 109
999 ≡ 1 (mod 1)1.

Esercizio 3. (10 punti) Per ogni f ∈ RR (cioè f : R→ R), definiamo il supporto
di f come supp(f) = {a ∈ R | f(a) 6= 0}. Lavoriamo ora nell’anello delle funzioni
reali RR.

(a) Si provi che A = {f ∈ RR | ∃n ∈ N : |f(x)| ≤ n per ogni x ∈ R} è un
sottoanello ma non un ideale di RR.

(b) Si provi che B = {f ∈ RR | |supp(f)| <∞} è un ideale di RR.

(c) Si provi che l’ideale B non è principale.

Esercizio 4. (6 punti) Per ogni numero primo p ≥ 1 sia

fp = x2 + 2(p+ 1)x+ 4p+ 1 ∈ Q[x].

(a) Si dica per quali primi p, l’anello quoziente Ap = Q[x]/(fp) è un campo [sugger.:
si provi con la sostituzione x 7→ x− 1].

(b) Per ogni primo p, si descrivano gli ideali massimali di Ap.


