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Correction 1 (Correction de l'exercice 4 de la feuille 7). L'application q est une
forme quadratique, grâce au critère polynomiale. Soit B la base canonique.

(1) Écrivons la matrice de q dans la base B.

MB(q) =

2 1 1
1 1 0
1 0 1

 .

(2) Nous savons que, si X = (x1, x2, x3)t sont les coordonnées d'un vecteur u,
alors :

q(u) = XtMB(q)X.
Par ailleurs, si α est un endomorphisme de E, nous pouvons écrire sa ma-
trice MB(α) dans la base B. On aura :

α(u) = MB(α)X.

Rappelons que, si Y sont les coordonnées d'un vecteur v de E, alors :

〈v, u〉 = Y tX.

Donc nous pouvons écrire :

〈α(u), u〉 = (MB(α)X)tX = XtMB(α)tX,

et si on veut que 〈α(u), u〉 = q(u) on peut poser :

MB(α)t = MB(q),

donc
MB(α) = MB(q),

puisque MB(q) est symétrique. La matrice de α est donc symétrique aussi,
et α est symétrique.

(3) Les valeurs propres de MB(q) sont 0, 1, 3, ce qu'on voit aisément par le
calcul du polynôme caractéristique. Il existe donc une base B′ orthonormée
de vecteurs propres de MB(q). On calcule les espaces propres :

V0 = vect
(
(1,−1,−1)t

)
,

V1 = vect
(
(0, 1,−1)t

)
,

V3 = vect
(
(2, 1, 1)t

)
.

En normalisant les vecteurs ci-dessus on obtient une matrice de passage P
à la base B′ :

P =
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Nous avons alors :

P tMB(q)P = diag(0, 1, 3).

Puisque P est orthogonale, nous avons P−1 = P t. Dans la base B′, la
matrice de α est donc

MB′(α) = P−1MB(q)P = diag(0, 1, 3).

Correction 2 (Correction de l'exercice 3 de la feuille 8). Cet exercice est en partie
analogue au devoir concernant la première partie du cours.

(1) Montrons que ϕ est hermitienne. Soit donc A1, A2, A,B1, B2, B dans E et
λ1, λ2 ∈ C. On a :

ϕ(λ1A1 + λ2A2, B) = tr((λ1A1 + λ2A2)tB) =

= λ1tr(At
1B) + λ2tr(At

2B) =

= λ1ϕ(A1, B) + λ2ϕ(A2, B),

donc ϕ est linéaire en la première variable. On a aussi :

ϕ(A,µ1B1 + µ2B2) = tr(Atµ1B1 + µ2B2) =

= µ1tr(AtB1) + µ2tr(AtB2) =

= µ1ϕ(A,B1) + µ2ϕ(A,B2),

donc ϕ est antilinéaire en la deuxième variable. De plus :

ϕ(A,B) = tr(AtB) = tr(B
t
A) = tr(BtA) = ϕ(A,B),

donc ϕ est hermitienne.

(2) Pour montrer que ϕ est dé�nie positive, nous écrivons la matrice de ϕ dans
la base B. Cela se fait comme dans le devoir, en calculant tr(At

iAj), qui
équivaut à tr(At

iAj) car les Aj sont réelles. On obtient, en calculant ces 16
produits :

MB(ϕ) = I4.
Alors, pour une matrice

A =
(
a1 a2

a3 a4

)
,

nous avons :

ϕ(A,A) = (a1, a2, a3, a4)MB(ϕ)(a1, a2, a3, a4)
t
=

= a1a1 + a2a2 + a3a3 + a4a4 =

= ‖a1‖2 + ‖a2‖2 + ‖a3‖2 + ‖a4‖2,
donc ϕ est dé�nie positive.

(3) Écrivons d'abord la matrice MB(f). Pour cela, on calcule :

JA1J =
(

1 i
−i 1

)
, JA2J =

(
i 1
1 −i

)
,

JA3J =
(
−i 1
1 i

)
, JA4J =

(
1 −i
i 1

)
.

On en obtient la matrice de f , en arrangeant en colonne les coordonnées
des vecteurs f(Aj) (par exemple f(A1) = A1 + iA2 − iA3 +A4).

MB(f) =


1 i −i 1
i 1 1 −i
−i 1 1 i
1 −i i 1

 .
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Puisque B est orthonormée, on peut calculer la matrice de f∗ par :

MB(f∗) = MB(f)
t
=


1 −i i 1
−i 1 1 i
i 1 1 −i
1 i −i 1

 .

Une autre méthode pour calculer f∗ est la suivante. On sait que, étant
données A,B ∈ E, on a :

〈f∗(A), B〉 = 〈A, f(B)〉 = tr(AtJBJ) = tr(AtJBJ).

Remarquons que :

〈JAJ,B〉 = tr(JAJ)tB) = tr(J
t
AtJ tB) = tr(JAtJB),

où la dernière égalité vient de la symétrie de J . On sait que la trace ne
change pas lorsqu'on conjugue par une matrice inversible. Ici on conjugue
par J :

tr(JAtJB) = tr((J
−1
JAtJBJ) = tr(AtJBJ) = 〈JAJ,B〉.

On en obtient :
f∗(A) = JAJ.

(4) Pour montrer que f est normal, on peut :
� calculer MB(f)MB(f∗) et MB(f∗)MB(f) et remarquer que ces deux
matrices sont identiques ;

� calculer :

f(f∗(A)) = JJAJJ = 2I2A 2I2 = 4A,

et aussi :

f∗(f(A)) = JJAJJ = 2I2A 2I2 = 4A,

donc f ◦ f∗ = f∗ ◦ f .
(5) Nous savons que f , en étant normal, est diagonalisable. Donc MB(f) est

semblable à la matrice diag(λ1, λ2, λ3, λ4), où les λj sont les valeurs propres
de f . Pour calculer les valeurs propres on peut :

� calculer det(MB(f) − λI4), et découvrir que que ce polynôme admet
la racine 2 avec multiplicité 2 et les racines simples 2i,−2i ;

� poser g = 1/2f , et remarquer g4 = idE . Les valeurs propres de g sont
donc des racines quatrièmes de 1, donc ±1, ±i. La trace de g vaut 2,
donc on peut avoir les valeurs propres :

{1, 1, 1,−1}, {1, 1, i,−i}.
Mais la première possibilité ne peut pas avoir lieu, car elle implique
g2 = idE , ce qui n'est pas.
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