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DANIELE FAENZI

Exercice 1. Soit B = (b1, . . . , bn) une base d’un K-espace vectoriel E. Soit B′ =
(e′1, . . . , e

′
n) une autre base de E. Notons par P la matrice de passage de B à B′.

– Montrer que si les coordonnées d’un vecteur x dans la base B sont donné par
le vecteur colonne X, alors celles dans la base B′ sont données par le vecteur
colonne X ′ = P−1X.

– Soit C = (c1, . . . , cm) une base d’un espace vectoriel F , et ϕ ∈ L (E,F ).
Rappelons que la matrice (aij)ij = MB,C(ϕ) est donné par :

ϕ(bi) =
m∑

j=1

aji cj .

Démontrer que, si C ′ = CQ est une base obtenue par une matrices de passage
Q, on a :

MB′,C′(ϕ) = Q−1MB,C(ϕ)P.
Appliquer la formule au cas de ϕ endomorphisme de E.

– Pour tout ϕ ∈ E∗, démontrer que :

ϕ =
∑

i=1,...,n

ϕ(bi)b∗i .

Quelle est la matrice de passage de B∗ à (B′)∗ ?

Exercice 2. Soit K un corps, et soit B(Kn) l’espace des formes bilinéaires sur l’es-
pace vectoriel Kn. Notons par S (Kn) (resp. A (Kn)) l’espace des formes bilinéaires
symétriques (resp. antisymétriques) sur Kn.

(1) Décrire une base explicite de S (K4).
(2) Calculer la dimension de B(Kn), S (Kn) et A (Kn).
(3) Décrire un isomorphisme entre S (Kn) et K[x1, . . . , xn]2.

Exercice 3. Pour quelles valeurs des paramètres λi les fonctions ci-dessous
définissent-elles des formes bilinéaires sur C3 ? Des formes bilinéaires symétriques ?

ϕ(x, y) = (λ3 − 4)x3
1 + λ1x1y1 + 6x2y2 + 2x1y2 + λ2x2y1 + 3λ1x1y3 + (λ2 + 2λ3)x3y1,

ψ(x, y) = x1y1 + (λ1 + λ2)x1y2 + x1y3+

+ (λ3 − λ1)x2y1 + x2y2 + λ3x2y3+

+ λ5x3y1 − λ2x3y2 + λ2x3y3.

(1) Si ϕ est bilinéaire et x ∈ C3, on note par ϕx la forme linéaire :

ϕx : y 7→ ϕ(y, x).

Existent-elles des valeurs des λi telles que le morphisme x 7→ ϕx ait un
noyau non trivial ? Quel est le noyau en ce cas ?

(2) Déterminer les valeurs des paramètres λi tels que ψ soit une forme bilinéaire
symétrique dégénérée.
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