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DANIELE FAENZI

Exercice 1. Soit E l’espace vectoriel K[t]≤2 des polynômes en la variable t
et coefficients dans K, de degré au plus 2. Soit ϕ l’application qui associe à
un couple (p, q) d’éléments de E le scalaire :

ϕ(p, q) =
∫ 1

0
p(t)q(1− t)dt.

i) La fonction ϕ est-elle une forme bilinéaire ? Symétrique ?

ii) Calculer l’orthogonal de l’ensemble A = {t2 − t+ 1, t2 + t+ 1, 5t} ⊂ E.

iii) Écrire une matrice de ϕF , où F = vect(A). Quel est le rang de ϕF ?

Corrigé 1. L’espace vectoriel E est de dimension 3 et on peut choisir comme
base :

B = (1, t, t2).

Un polynôme p de degré au plus 2 et de la forme p = at2 + bt+ c, donc les
coordonnées de p dans la base B sont donnés par le vecteur colonne (c, b, a)t.

On répond maintenant aux questions posées dans l’exercice.

i) L’application ϕ est une forme bilinéaire. Pour prouver cela, on doit dé-
montrer que, si λ1, λ2 appartiennent à K, et p, p1, p2, q, q1, q2, appar-
tiennent à E, alors :

ϕ(λ1p1 + λ2p2, q) = λ1ϕ(p1, q) + λ2ϕ(p2, q).(1)
ϕ(p, λ1q1 + λ2q2) = λ1ϕ(p, q1) + λ2ϕ(p, q2).(2)

Or par les propriétés de linéarité de l’intégrale, on a :Z 1

0

(λ1p1(t) + λ2p2(t))q(1− t)dt = λ1

Z 1

0

p1(t)q(1− t)dt+ λ2

Z 1

0

p2(t)q(1− t)dt,Z 1

0

p(t)(λ1q1(1− t) + λ2q2(1− t))dt = λ1

Z 1

0

p(t)q1(1− t)dt+ λ2

Z 1

0

p(t)q2(1− t)dt,

Les propriétés (1) et (2) de ϕ en découlent aussitôt.

Pour montrer que ϕ est symétrique (la réponse sera donc “oui” aux
deux questions) il va falloir prouver :

ϕ(p, q) = ϕ(q, p),

pour tout p, q ∈ E. Cela revient à prouver :

(3)
∫ 1

0
p(t)q(1− t)dt =

∫ 1

0
q(t)p(1− t)dt.
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Au second membre de l’équation ci-dessus on peut utiliser un change-
ment de variables : s = 1− t. On en obtient :∫ 1

0
q(t)p(1− t)dt =

∫ 0

1
−q(1− s)p(s)ds =

∫ 1

0
q(1− s)p(s)ds,

et cette quantité est égale à
∫ 1
0 p(t)q(1− t)dt, ce qui prouve (3).

Avant de répondre à (ii), on calcule la matrice M = MB(ϕ). Par dé-
finition M = (mi,j)i,j=1,2,3 avec mi,j = ϕ(ei, ej), où on note les vecteurs
de base par e1 = 1, e2 = t, e3 = t2. Par exemple on aura :

m1,1 = ϕ(e1, e1) =
∫ 1

0
dt = 1

m1,2 = ϕ(e1, e2) =
∫ 1

0
tdt =

1
2

m1,3 = ϕ(e1, e3) =
∫ 1

0
t2dt =

1
3
.

Par des simples calculs on arrive à écrire la matrice :

M =

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

 .

ii) On rappelle que l’orthogonalA⊥ deA est égale à l’orthogonal de vect(A).
Or vect(A) = vect(t2+1, t), car les deux vecteurs t2+1 et t appartiennent
à vect(A), ils sont indépendants, et on voit facilement que dim(A) = 2.
Les coordonnées de ces deux vecteurs dans la base B sont respectivement
(1, 0, 1)t et (0, 1, 0)t. On a donc A⊥ = {t2+1, t}⊥, et on calcule ce dernier
sous-espace.

{t2 + 1, t}⊥ = {p ∈ E | ϕ(t2 + 1, p) = ϕ(t, p) = 0}.
Si p est de la forme at2 + bt+ c, on a les coordonnées (c, b, a)t de p. On
calcule alors :

ϕ(t2 + 1, p) = (1, 0, 1)

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

cb
a

 =
4
3
c+

7
12
b+

11
30
a;

ϕ(t, p) = (0, 1, 0)

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

cb
a

 =
1
2
c+

1
6
b+

1
12
a.

Donc un polynôme p est dans A⊥ si et seulement si p vérifie ces deux
équations à la foi, c’est-à-dire si :{

4
3c+ 7

12b+ 11
30a = 0,

1
2c+ 1

6b+ 1
12a = 0.

Il est facile de démontrer que ce deux équations définissent un sous-
espace vectoriel de E de dimension 1, engendré par le vecteur dont les
coordonnées sont : (

1,−52
50
,

9
50

)t

.
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Donc :

A⊥ = vect

((
1,−52

50
,

9
50

)t
)
.

iii) On note F = vect(A). Pour écrire une matrice de ϕF il faut d’abord
choisir une base C = (f1, f2) de F (on a dit que F est de dimension 2).
On prend alors f1 = t2 + 1 et f2 = t. On doit donc calculer :

ϕF (f1, f1) = ϕ(f1, f1) = (1, 0, 1)

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

1
0
1

 =
17
10
,

ϕF (f1, f2) = ϕ(f1, f2) = (1, 0, 1)

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

0
1
0

 =
7
12
,

ϕF (f2, f2) = ϕ(f2, f2) = (0, 1, 0)

1 1
2

1
3

1
2

1
6

1
12

1
3

1
12

1
30

0
1
0

 =
1
6
,

et remarquons que ϕF (f1, f2) = ϕF (f2, f1) car ϕ est symétrique donc
ϕF aussi. La matrice MC(ϕF ) est donc :(

17
10

7
12

7
12

1
6

)
.

Exercice 2. Soit Mn(K) l’ensemble des matrices carrées de taille n sur K.

(1) Montrer que l’application ϕ définie par :

Mn(K)×Mn(K)→ K
(A,B) 7→ tr(AtB),

est une forme bilinéaire symétrique. Quel est son rang ?

(2) Étant choisie une base B de Mn(K), écrire la matrice MB(ϕ).

(3) Calculer l’orthogonal de l’ensemble des matrices diagonales puis celui
des matrices symétriques.

Corrigé 2. On rappelle d’abord que Mn(K) est un espace vectoriel sur K, de
dimension n2. Une base B de Mn(K) (celle qu’on appelle la base canonique)
est donnée par :

B = (E1,1, . . . , E1,n, . . . , En,1, . . . , En,n),

où les matrices Ei,j ont des zéros partout, sauf un coefficient 1 à la colonne
numéro j, ligne i.



1 . . . j

1 0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
i 0 . . . 1 . . . 0

...
...

...
0 . . . 0 . . . 0

 = Ei,j
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Cela peut s’écrire en formule, en notant par (ei,j)h,k le coefficient à la place
(h, k) de la matrice Ei,j :

(4) (ei,j)h,k = δi,hδj,k,

où δ est le symbole de Kronecker. Une matrice M = (mi,j)i,j=1,...,n s’écrit
donc :

M =
∑

i,j=1,...,n

mi,jEi,j .

On regarde maintenant les questions posées dans le problème.
(1) On vérifie que ϕ est bilinéaire symétrique. On considère donc des

matrices A, A1, A2, B, B1, B2 de Mn(K) et des scalaires λ1, λ2 ∈ K.
On vérifie alors :

ϕ(λ1A1 + λ2A2, B) = tr((λ1A1 + λ2A2)tB) =

= tr((λ1A
t
1 + λ2A

t
2)B) =

= tr(λ1A
t
1B) + tr(λ2A

t
2B) =

= λ1tr(At
1B) + λ2tr(At

2B) =

= λ1ϕ(A1, B) + λ2ϕ(A2, B).

ϕ(A, λ1B1 + λ2B2) = tr(At(λ1B1 + λ2B2)) =

= tr(Atλ1B
t
1B) + tr(Atλ2B

t
2) =

= λ1tr(AtB1) + λ2tr(AtB2) =

= λ1ϕ(A,B1) + λ2ϕ(A,B2).

Donc l’application ϕ est une forme bilinéaire. Démontrons qu’elle est
symétrique. Pour cela, on remarque que, si C est une matrice de
Mn(K), on a :

tr(C) = tr(Ct).
Donc, en posant C = AtB, et vu que Ct = Bt(At)t = BtA, on en
obtient :

ϕ(A,B) = tr(AtB) = tr(BtA) = ϕ(B,A),

donc ϕ est une forme bilinéaire symétrique.
(2) Pour calculer la matrice de ϕ dans la base B, on doit calculer la

valeur de ϕ sur tous les couples de vecteurs de base, (Ei,j , Ep,q).
On est obligés donc de calculer le produit Et

i,jEp,q (ensuite la trace
tr(Et

i,jEp,q) de ce produit sera ϕ(Ei,j , Ep,q)). Or ce produit est une
matrice, dont le coefficient (h, k) se calcule par la formule :∑

`=1,...,n

ei,j`,he
p,q
`,k ,

vu que le coefficient (h, `) de Et
i,j est ei,j`,h et le coefficient (`, k) de

Et
p,q est ep,q

`,k . En utilisant la formule (4) qui donne l’expression des
coefficients ei,j`,h, on obtient :∑

`=1,...,n

ei,j`,he
p,q
`,k =

∑
`=1,...,n

δi,`δj,hδp,`δq,k = δi,pδj,hδq,k.
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Remarquons que le coefficient (h, k) de Ej,q est ej,qh,k = δj,hδq,k. Donc
la formule ci-dessus entraîne :∑

`=1,...,n

ei,j`,he
p,q
`,k = δi,p(ej,qh,k).

Les deux matrices Et
i,jEp,q et δi,pEj,q ont donc les mêmes coefficients

à la place (h, k), c’est-à-dire :

Et
i,jEp,q = δi,pEj,q.

Rappelons que la trace de Ej,q n’est rient d’autre que δj,q. Donc :

tr(Et
i,jEp,q) = δi,pδj,q,

c’est-à-dire :

(5) ϕ(Ei,j , Ep,q) = δi,pδj,q.

La matrice de ϕ dans notre base est donc l’identité In2 , car étant
donnés deux vecteurs de base A,B, on a ϕ(A,B) = 1 si A = B et
ϕ(A,B) = 0 si A 6= B.

(3) On note par ∆n(K) le sous-espace vectoriel de Mn(K) constitué des
matrices diagonales, et par Sn(K) celui des matrices symétriques. On
sait que une base de ∆n(K) est constitué par les élémentsE1,1, . . . , En,n.
Une matrice A de ∆n(K) est donc de la forme :

A =
∑

i=1,...,n

ai,iEi,i.

On a déjà vu qu’une base de Sn(K) est constitué par les éléments
E1,1, . . . , En,n, E1,2 +E2,1, . . . , En,n−1 +En−1,n. Calculons l’applica-
tion ϕ sur un élément de base de Mn(K) et matrice générique

M =
∑

i,j=1,...,n

mi,jEi,j .

On a :

ϕ(Ep,q,M) =
∑

i,j=1,...,n

mi,j = ϕ(Ep,q, Ei,j) = (par (5))

=
∑

i,j=1,...,n

mi,jδi,pδj,q = mp,q.

On calcule maintenant l’orthogonal de ∆n(K).

∆n(K)⊥ = {E1,1, . . . , En,n}⊥ =

= {M ∈Mn(K) | ϕ(Ei,i,M) = 0, ∀i = 1, . . . , n} =

= {M =
∑

i,j=1,...,n

mi,jEi,j | mi,i = 0, ∀i = 1, . . . , n}.

Donc l’orthogonal de ∆n(K) est constitué par les matrices avec des
zéros sur la diagonale.



6 DANIELE FAENZI

On calcule finalement l’orthogonal de Sn(K).
Sn(K) = {E1,1, . . . , En,n, E1,2 + E2,1, . . . , En,n−1 + En−1,n}⊥ =

=
{
M ∈Mn(K)

∣∣∣∣ { ϕ(Ei,i,M) = 0, ∀i = 1, . . . , n,
ϕ(Ei,j + Ej,i,M) = 0, ∀i ≤ j = 1, . . . , n

}
=

=

M =
∑

i,j=1,...,n

mi,jEi,j

∣∣∣∣ { mi,i = 0, ∀i = 1, . . . , n,
mi,j +mj,i = 0, ∀1 ≤ i < j ≤ n

 =

=

M =
∑

i,j=1,...,n

mi,jEi,j | mi,j = −mj,i, ∀1 ≤ i < j ≤ n

 .

Donc l’orthogonal de Sn(K) est constitué par les matrices antisymé-
triques.
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