ALGEBRE IV - FEUILLE D’EXERCICES 2

DANIELE FAENZI

Exercice 1. Soit E l'espace vectoriel K[t|<o des polynémes en la variable ¢
et coefficients dans K, de degré au plus 2. Soit ¢ 'application qui associe a
un couple (p,q) d’éléments de E le scalaire :

1
e(p,q) = /0 p(t)q(1 — t)dt.

i) La fonction ¢ est-elle une forme bilinéaire ? Symétrique ?
ii) Calculer 'orthogonal de I’ensemble A = {t? —t + 1,2 + ¢+ 1,5t} C E.
iii) Ecrire une matrice de ¢, ott F' = vect(A). Quel est le rang de pp ?

Corrigé 1. L’espace vectoriel E est de dimension 3 et on peut choisir comme
base :

B = (1,t,t%).

Un polynome p de degré au plus 2 et de la forme p = at® + bt + ¢, donc les
coordonnées de p dans la base B sont donnés par le vecteur colonne (c, b, a)t.
On répond maintenant aux questions posées dans ’exercice.

i) L’application ¢ est une forme bilinéaire. Pour prouver cela, on doit dé-
montrer que, si A1, Ao appartiennent & K, et p, p1, p2, q, g1, g2, appar-
tiennent a F, alors :

(1) ©(Mp1 + Aap2,q) = Me(p1,q) + Aap(p2, q)-
(2) (P, A1q1 + X2q2) = Mp(p, q1) + Xap(p; g2)-

Or par les propriétés de linéarité de 'intégrale, on a :
1

(Mpi(t) + Aap2(t))g(1 — t)dt = A /0 p1(t)q(1 — t)dt + >\2/0 p2(t)q(1 —t)dt,

0

/p qr (1 — £) + Aaga(1 — £))dt = /\1/1p(t)q1(1ft)dt+/\2/lp(t)q2(1ft)dt,

Les propriétés et de ¢ en découlent aussitot.

Pour montrer que ¢ est symétrique (la réponse sera donc “oui” aux
deux questions) il va falloir prouver :

©(p,q) = ¢(g;p),

pour tout p,q € E. Cela revient & prouver :
1 1
Q | ptoa = oa = [t oy

Date: 12 février 2009.



ii)

DANIELE FAENZI

Au second membre de I’équation ci-dessus on peut utiliser un change-
ment de variables : s = 1 —¢. On en obtient :

1 0 1
/0 a(t)p(1 — t)dt = / —q(1 - $)p(s)ds = /0 a(1 - $)p(s)ds,

et cette quantité est égale a fol p(t)q(1 — t)dt, ce qui prouve .

Avant de répondre a (i), on calcule la matrice M = Mp(p). Par dé-
finition M = (m; ;)i j=1,2,3 avec m; j = ¢(e;, €j), oil on note les vecteurs
de base par e; =1, ey = t, e3 = t2. Par exemple on aura :

1
mi1 = (e, e1) = / dt =1
0

1
1
mi2 = p(e1,e2) = / tdt = =
o 2

1
mi3 = p(er1,e3) = / t2dt = —.
0

Par des simples calculs on arrive & écrire la matrice :

L1
M= 1 X
O
3 12 30

On rappelle que 'orthogonal A+ de A est égale & 'orthogonal de vect(A).
Or vect(A) = vect(t2+1,1), car les deux vecteurs t2+1 et t appartiennent
a vect(A), ils sont indépendants, et on voit facilement que dim(A4) = 2.
Les coordonnées de ces deux vecteurs dans la base B sont respectivement
(1,0, 1)t et (0,1,0)'. On a donc A+ = {t2+1,¢}*, et on calcule ce dernier
sous-espace.

{P+ 1t} ={peE|ot*+1,p) =(tp) =0}

Si p est de la forme at? + bt + ¢, on a les coordonnées (c, b, a)t de p. On
calcule alors :

1 1 1 ¢
To1 4 7 11
(p(t2—|—1,p) = (1,0,1) 11 15 bl = 70_1_71)_’_7@;
tEoRi\) 312w
1 1 1 c
1 1 1
3 12 30 a

Donc un polynoéme p est dans A+ si et seulement si p vérifie ces deux
équations a la foi, c’est-a-dire si :

4 11

ge+ b+ 302 =0,
Il est facile de démontrer que ce deux équations définissent un sous-
espace vectoriel de E' de dimension 1, engendré par le vecteur dont les

coordonnées sont :
L .52 9 ¢
" 50°50) °



ALGEBRE 1V - FEUILLE D’EXERCICES 2 3

52 9\°
At —veet | (1,=22, 2 ).
vee (( 50’50))

iii) On note F' = vect(A). Pour écrire une matrice de ¢p il faut d’abord
choisir une base C' = (f1, f2) de F' (on a dit que F est de dimension 2).
On prend alors f; = t?> 4+ 1 et fy = t. On doit donc calculer :

Donc :

1

1 L 1
er(f ) =th )=o) (3 5 & o) =30,
3 12 30/ \!
1 i1 0 .
eriinta =elis = o (1 g ) (1) =5
3 12 30
1 é % 0 1
or(f2, f2) = e(f2, f2) = (0,1,0) | 5 & | [1]) ==
it )\, 6
3 12 30

et remarquons que ¢r(fi, f2) = wr(fa2, f1) car ¢ est symétrique donc
¢r aussi. La matrice Mo (pr) est donce :

( §)

Exercice 2. Soit M,,(K) I'ensemble des matrices carrées de taille n sur K.
(1) Montrer que 'application ¢ définie par :
M, (K) x M,,(K) — K
(A, B) — tr(A'B),
est une forme bilinéaire symétrique. Quel est son rang?
(2) Etant choisie une base B de M,,(K), écrire la matrice Mg ().

(3) Calculer 'orthogonal de I’ensemble des matrices diagonales puis celui
des matrices symétriques.

Corrigé 2. On rappelle d’abord que M, (K) est un espace vectoriel sur K, de
dimension n2. Une base B de M,,(K) (celle qu'on appelle la base canonique)
est donnée par :

B = (El,la e 7E1,n7 e )En,la e 7En7n)7

ot les matrices F; ; ont des zéros partout, sauf un coefficient 1 a la colonne
numéro 7, ligne 1.

1 J
1/0 0 0
il o 1 0| =E
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Cela peut s’écrire en formule, en notant par (e7) nk le coefficient a la place
(h, k) de la matrice E; ; :

(4)

(€Nt = 8inbik,

ou ¢ est le symbole de Kronecker. Une matrice M = (mi,j)i,jzl’m,n s’écrit

donc :

M = Z mi,jEivj.

i?j:17"'7n

On regarde maintenant les questions posées dans le probléme.

(1)

On vérifie que ¢ est bilinéaire symétrique. On considére donc des
matrices A, A1, Ao, B, By, Ba de M,,(K) et des scalaires A1, Ay € K.
On vérifie alors :

©(AM AL + AAg, B) = tr((M A1 + X2 A2)'B) =
— (A A + A AL)B) =
= tr(AM A} B) + tr(\ASB) =
= Mtr(A{B) + \atr(ALB) =
= AMp(A1, B) + Aap(As, B).
(A, M B1 + Ao Ba) = tr(A' (M By + Ao Bo)) =
= tr(A°\1 B{ B) + tr(A" X\ BY) =
= Mtr(A*By) + Aatr(A*By) =
= M(A, By) + \ap(A, Bs).
Donc I'application ¢ est une forme bilinéaire. Démontrons qu’elle est
symétrique. Pour cela, on remarque que, si C' est une matrice de
M,,(K), on a :
tr(C) = tr(C").
Donc, en posant C = A'B, et vu que C* = BY(A")' = B'A, on en
obtient :
©(A, B) = tr(A'B) = tr(B'A) = ¢(B, A),
donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
Pour calculer la matrice de ¢ dans la base B, on doit calculer la

valeur de ¢ sur tous les couples de vecteurs de base, (E;;, Ep ).
On est obligés donc de calculer le produit EZt ;Epq (ensuite la trace

tr(Ej ;Epq) de ce produit sera p(E; j, By 4)). Or ce produit est une
matrice, dont le coefficient (h, k) se calcule par la formule :

4,J Dyq
Z € nCe ks
{=1,....n
vu que le coefficient (h,£) de Ej; est eé’% et le coefficient (¢,k) de
Ej , est ei’g.'En utilisant la formule qui donne ’expression des
coefficients ez’jh, on obtient :

0.J Dd _ s — 5 5.
E : ConCor = E : 0i,005,n0p,e0g,k = 0i,p0j,h0qk-
(=1,....,m {=1,....,n
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Remarquons que le coefficient (h, k) de Ej 4 est e{fk = 0;n0q,k- Donc
la formule ci-dessus entraine :

S clhedt = bl

{=1,...,n

Les deux matrices Et Ep q €t 0; pEj 4 ont donc les mémes coefficients
a la place (h,k), ¢ ebt a~dire :

Et = 0ipEjq-
Rappelons que la trace de Ej,q n’est rient d’autre que d; 4. Donc :
t
tr(Ez‘,jEp,q) = 0ip0jq;
c’est-a-dire :
(Elj’ E ) - 627])6]7(1'
La matrice de ¢ dans notre base est donc l'identité I,2, car étant

donnés deux vecteurs de base A, B, on a ¢(A,B) =1si A = B et
©(A,B)=0si A+# B.

On note par A, (K) le sous-espace vectoriel de M,,(K) constitué des
matrices diagonales, et par S,,(K) celui des matrices symétriques. On
sait que une base de A, (K) est constitué par les éléments E1 1, ..., Ep 5.
Une matrice A de A, (K) est donc de la forme :

A= g ai,iEzz
i=1,...,n

On a déja vu qu'une base de S, (K) est constitué par les éléments
Eii,....Eyn, E12+ FEa1,...,Eppn_1+ Ep_1,. Calculons I'applica-
tion ¢ sur un élément de base de M,,(K) et matrice générique

M = Z mi’jEm.

ij=1,...,n
On a
P(Ep,q, M Z m” = @(Ep,q, Eij) = (par ()
4,7=1,...,
= Z Mi,;0i,p05,q = Mp,q
7,7=1,..., n

On calcule maintenant 'orthogonal de A, (K).
An(K)E={E11,....Eppn}t =
—{M e M,(K) | p(Ei;,M)=0,Vi=1,...,n}=
={M = Z mi B ; | mi; =0,Vi=1,...,n}

4j=1,n

Donc lorthogonal de A, (K) est constitué par les matrices avec des
zéros sur la diagonale.
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On calcule finalement I'orthogonal de S,,(K).
Sh(K)={Fi1,....Enn.Ei2+FEo1,...., Eppo1 + Enfl,n}L =

@(Ei,i’M)ZO, Vi=1,...,n, _
{MEMH(K) ’{ (B j+E;;{yM)=0, Vi<j=1,...,n -

={M= ) miEy

ij=1,..,n

mi,i:O, ‘v’i=1,...,n,
m;;+mj; =0, VI<i<ji<n

=< M= Z mm-Em- ‘ Mg 5 = —Myji, Vi<i< ] <n

ij=1,.em
Donc lorthogonal de Sy, (K) est constitué par les matrices antisymé-
triques.
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