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Exercice 1 (Questions de cours). Soit E un espace vectoriel de dimen-
sion �nie sur un corps K, E∗ le dual de E, et ϕ une forme bilinéaire
symétrique sur E.

(1) Donner la dé�nition de l'application Lϕ : E → E∗ donnée par
la forme bilinéaire ϕ.

(2) Soit F un sous espace vectoriel de E. Décrire l'application de
restriction πF : E∗ → F ∗ et montrer qu'elle est linéaire.

(3) Montrer que ker(πF ◦ Lϕ) = F⊥.

(4) Sachant que πF est surjective, montrer que :

dim(E) ≤ dim(F ) + dim(F⊥).

(5) Donner une condition su�sante pour que l'égalité dans la for-
mule ci-dessus soit atteinte.

Exercice 2. Soit E l'espace des matrices carrées de taille 2 à coe�-
cients complexes. Posons :

J =

(
0 1
−1 0

)
,

et soit ϕ l'application de E × E sur C dé�nie, ∀A,B ∈ E, par :
ϕ(A,B) = tr(AtJB).

(1) Montrer que ϕ est une forme bilinéaire sur E.

(2) Dire si ϕ est symétrique, ou antisymétrique.

(3) Calculer le rang de ϕ.
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(4) Soit F l'espace des matrices de E qui ont trace nulle. Calculer
F⊥ et montrer que F⊥ est contenu dans F .

(5) Soit T l'espace des matrices de E qui sont triangulaire supé-
rieures. Calculer le rang de la restriction de ϕ à T .

(6∗) Montrer que, si f 6= 0 est une forme linéaire sur E, la restriction
de ϕ à ker(f) a rang au plus 2.

Exercice 3. Soit a, b ∈ R et soit q1, q2 les formes quadratiques dé�nies
sur R4 par :

q1(x1, . . . , x3) = 2x2
1 + 4x1x2 − 4x1x3 + 2x2

2 + 2x2
3,

q2(x1, . . . , x3) = x2
1 + 2x1x2 + ax1x3 + bx2x3.

(1) Écrire les matrices de q1 et q2 dans la base canonique.

(2) Calculer rang et signature de q1.

(3) Dire pour quels a, b, la forme q1 est équivalente à q2.

(4) Poser a = 1, b = 0, et donner une base de R3 qui soit orthogo-
nale pour q2.

(5) Poser b = 0, et dire quelles sont les valeurs de a telles que la
restriction de q1 au noyau de q2 soit dé�nie positive.
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Corrigé 1. On renvoie au cours pour les réponses à ces questions.

Corrigé 2. L'espace en question E est de dimension 4. Remarquons
aussi que J t = −J .

(1) Par la linéarité de la trace et du produit de matrices, on montre
que, étant donnés A1, A2, A,B1, B2, B ∈ E et λ1, λ2 ∈ C, on a :

tr((λ1A1 + λ2A2)
tJB) = λ1tr(A

t
1JB) + λ2tr(A

t
2JB).

tr(AtJλ1B1 + λ2B2) = λ1tr(A
tJB1) + λ2tr(A

tJB2).

Ceci prouve que ϕ est bilinéaire.

(2) On a :

tr(AtJB) = tr((AtJB)t) = tr(BtJ tA) = −tr(BtJA),

donc ϕ est antisymétrique.

(3) Dé�nissons :

E1,1 =

(
1 0
0 0

)
, E1,2 =

(
0 1
0 0

)
,

E2,1 =

(
0 0
1 0

)
, E2,2 =

(
0 0
0 1

)
,

Z =

(
1 0
0 −1

)
, U =

(
1 0
0 1

)
.

Une base de E est donnée par B = (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2).
On calcule la matrice de ϕ dans la base B.

tr(Etr
1,1JE1,1) = 0, tr(Etr

1,1JE1,2) = 0, tr(Etr
1,1JE2,1) = 1, tr(Etr

1,1JE2,2) = 0,

tr(Etr
1,2JE1,1) = 0, tr(Etr

1,2JE1,2) = 0, tr(Etr
1,2JE2,1) = 0, tr(Etr

1,2JE2,2) = 1,

tr(Etr
2,1JE1,1) = −1, tr(Etr

2,1JE1,2) = 0, tr(Etr
2,1JE2,1) = 0, tr(Etr

2,1JE2,2) = 0,

tr(Etr
2,2JE1,1) = 0, tr(Etr

2,2JE1,2) = −1, tr(Etr
2,2JE2,1) = 0, tr(Etr

2,2JE2,2) = 0.

On en obtient :

MB(ϕ) =


0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 .

On a det(MB(ϕ)) = 1, donc le rang de ϕ est 4.

(4) Une base de F est donnée par (Z,E0,1, E1,0). La matrice des
coordonnées de ces vecteurs est donnée par :

N =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 0 0

 .
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Donc l'orthogonal de F est donnée par le noyau de :

N ·MB(ϕ) =

 0 1 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0

 .

Ce noyau est engendré par le vecteur de coordonnées (0,−1, 1, 0)t.
On en obtient :

F⊥ = vect(Z).

Puisque Z appartient à F , on a montré F⊥ ⊂ F .

(5) Une base C de T est donné par (E1,1, E1,2, E2,2). Donc la matrice
de la restriction de ϕ à T , dans la base C, se lit comme sous
matrice de MB(ϕ) par suppression de la troisième ligne et de la
troisième colonne. Cette matrice est donc :0 0 0

0 0 1
0 −1 0

 ,

ce qui donne rang 2.

(6∗) Puisque f n'est pas nulle, on a dim(ker(f)) = 3. Soit D une base
de ker(f). La matrice G de la restriction de ϕ à ker(f) dans la
base D est donc une matrice carrée de taille 3, antisymétrique.
Alors on a :

det(G) = det(Gt) = det(−G) = (−1)3 det(G) = − det(G).

Ceci implique det(G) = 0 donc G a rang au plus 2.

Corrigé 3. On sait que les applications en question sont des formes
quadratiques grâce au critère de réalisation polynomiale.

(1) Soit B la base canonique. On a :

MB(q1) =

 2 2 −2
2 2 0
−2 0 2

 , MB(q2) =

1 1 a
2

1 0 b
2

a
2

b
2

0

 .

(2) E�ectuons une réduction de Gauss.

q1(x1, x2, x3) = 2(x1 + x2 − x3)
2 − 2x2

2 − 2x2
3 + 4x2x3 + 2x2

2 + 2x2
3 =

= 2(x1 + x2 − x3)
2 + 4x2x3 =

= 2(x1 + x2 − x3)
2 + (x2 + x3)

2 − (x2 − x3)
2 =

= 2f1(x1, x2, x3)
2 + f2(x1, x2, x3)

2 − f3(x1, x2, x3)
2,

où nous avons posé :

f1(x1, x2, x3) = x1 + x2 − x3,

f2(x1, x2, x3) = x2 + x3,

f3(x1, x2, x3) = x2 − x3.

La signature de q1 est donc (2, 1) et le rang est 3.
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(3) E�ectuons une réduction de Gauss aussi pour q2.

q2(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x1x2 + ax1x3 + bx2x3 =

=
(
x1 + x2 +

a

2
x3

)2

− x2
2 −

a2

4
x2

3 + (−a+ b)x2x3 =

posons `1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + a
2
x3 ;

= `1(x1, x2, x3)
2 − x2

2 −
a2

4
x2

3 − (a− b)x2x3 =

= `1(x1, x2, x3)
2 −

(
x2 +

a− b
2

x3

)2

+
−a2 + (a− b)2

4
x2

3 =

posons `2(x1, x2, x3) = x2 + a−b
2
x3 ;

= `1(x1, x2, x3)
2 − `2(x2, x2, x3)

2 +
b2 − 2ab

4
x2

3.

La signature de q2 vaut (2, 1) si et seulement si b(b − 2a) > 0,
donc si b < 0, 2a > b ou si b > 0, 2a < b. La forme q2 est donc
équivalente à q1 précisément pour ces valeurs de a, b.

(4) Si a = 1, b = 0, la forme q2 devient :

q2(x1, x2, x3) = `1(x1, x2, x3)
2 − `2(x2, x2, x3)

2.

Nous pouvons poser `3(x1, x2, x3) = x3. En regardant les ex-
pressions de `1 et `2 ci-dessus, on a les coe�cients de `1 et `2
dans la base (e∗1, e

∗
2, e
∗
3). La matrice de passage P de (e∗1, e

∗
2, e
∗
3)

à (`∗1, `
∗
2, `
∗
3) est donc :

P =

1 0 0
1 1 0
1
2

1
2

1

 .

En calculant la transposée de P−1, nous avons la matrice :

Q =

1 −1 0
0 1 −1

2
0 0 1

 .

On obtient la base orthogonale (v1, v2, v3) suivante :

v1 = (1, 0, 0)t,

v2 = (−1, 1, 0)t,

v3 = (0,−1

2
, 1)t.
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(5) Si b = 0, le noyau de q2 est donné par les vecteurs (x1, x2, x3)
tels que `1(x1, x2, x3) = `2(x1, x2, x3) = 0. Nous avons donc :

x1 = −x2 −
a

2
x3,

x2 = −1

2
x3.

Alors les formes f1, f2, f3 prennent les valeurs :

f1(x1, x2, x3) = −
(
1 +

a

2

)
x3,

f2(x1, x2, x3) =
(
1− a

2

)
x3,

f3(x1, x2, x3) = −
(
1 +

a

2

)
x3.

Donc f3 = f1 et 2f 2
1 −f 2

3 = f 2
1 . En remplaçant dans l'expression

de q1, on en obtient que la forme q1 est dé�nie positive, quel que
soit a ∈ R.
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