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16 gennaio 2017

Esercizio 1. (10 punti) Siano G un gruppo che agisce sull’insieme Q e H, K
sottogruppi di G. Se A e un’orbita di H e I un’orbita di K tali che AUT =Q e
ANT # 0, provare che (H,K) ¢é transitivo su Q. Siano a = (143), B = (235) €
Ss, e st ponga G = («, 5).

1. Provare che G ¢é transitivo su Q = {1,2,3,4,5}.
2. Provare che 3 e 5 dividono l'ordine di G.
8. Provare che lordine di G non puo essere 15.

4. Sapendo che As ¢ semplice, provare che G = As.

Esercizio 2. (8 punti) Si provi che A = {n/5* | n € Z, k € N} & un sottogruppo
di Q contenente Z. Posto G = AJ/Z si dimostri che, se g € G, allora esiste
m € N tale che o(g) = 5™. Mostrare che, per ogni morfismo 0 : Z — G, il
sottogruppo 0(Z) ¢ finito ed isomorfo a Z./5'7 per qualche | € N.

Siano a, B : G — G definite da a(g) = 29 e B(g) = bg per ogni g € G.
Provare che o € un isomorfismo, mentre 8 & un morfismo suriettivo ma non
iniettivo. Determinare ker(83).

Esercizio 3. (7 punti) Sia Q = Z/1027Z e si considerino le funzioni o, 7 : {8 —
Q definite ponendo, per ogni x € Q, o(x) =x + 1, 7(x) = —x + 3. Provare che
o,7 € G = Sym(Q). Trovare gli ordini di o e 7 e mostrare che T € Ng((0)).
Trovare l'ordine del gruppo H = (o, 7). Si dica se H possiede elementi di periodo
4.
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Esercizio 4. (7 punti) Sia u =1+ 7 Provare che g = 3 — 5 ha uno zero in

Q[u]. Trovare f, polinomio minimo diu su Q. Detto & il campo di spezzamento
per f su Q, provare che g si fattorizza completamente in E. Dedurre che E é il
campo di spezzamento per g su Q e determinare |E : Q|



