Corso di Algebra 2.
Prova scritta del 3 marzo 2009

Esercizio 1. Sia Zg = Z/6Z. Sull'insieme G = Zg X Zg si definisce la
seguente oprazione:

(a,b) * (c,d) = (a + (=1)%, b+ d)

Allora (G, %) & un gruppo (non serve provare questo!).
(a) Determinare il centro Z(G).
(b) Provare che G/Z(G) ~ Ss.

Esercizio 2. Sia G un gruppo di ordine 28. Provare che se G ammette un
sottogruppo normale di ordine 4 allora G ¢ abeliano.
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Esercizio 3. Sia Q@ = {az + b2? | a,b € Zs} C Zs|z], e sia G il gruppo
moltiplicativo Z.

(a) Si provi che il porre, per ogni g € G ed ogni az + bz? € Q,
(az +bz?)? = a(gz) + b(gx)?
definisce un’azione di G su 2,
(b) Si dica, motivando la risposta, quante sono le orbite di G su Q.
Esercizio 4. Per ogni a € Z, sia
fo=2*+2°+az — d®
(a) Dire per quali a € Z, f, ¢ irriducibilg in Q[z].

b) Dire per quali a € Z, f, & completamente riducibile in Q|z].
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(c) Sia E il campo di spezzamento di f, su Q; si dica per quali a € Z,
[E:Q] =4 ’

Esercizio 5. Sia F|F un’estensione di Galois, e sia L campocon F < L < E.
Si provi che se L|F' ¢ normale, allora o(L) = L per ogni o € Gal(E|F).



