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Esercizio 1 Siano (A,+, ·) un anello commutativo e c un elemento non nullo
di A; si consideri l’applicazione ϕ : A −→ A definita ponendo per ogni a ∈ A,
ϕ(a) = ac. Provare che

1. ϕ è iniettiva se e solo se c non è un divisore dello zero di A.

2. ϕ è biettiva se e solo se c è un elemento invertibile di A.

Fissato ora c elemento invertibile di A, si definisca sull’insieme A un altro
prodotto ponendo per ogni a, b ∈ A

a ∗ b := a · b · c.

Mostrare che

3. (A,+, ∗) è un anello.

4. (A,+, ·) e (A,+, ∗) sono anelli isomorfi.

Esercizio 2 Determinare gli elementi invertibili, i nilpotenti e i divisori dello
zero dell’anello

A :=
Z

10Z
× Z

Esercizio 3 Provare che l’insieme A =

{(
a b
0 a

)
| a, b ∈ Z/3Z

}
è , rispetto

alle usuali operazioni tra matrici, un anello commutativo, e trovarne la cardi-
nalità . Mostrare che, per ogni α ∈ A, si ha 3α = 0A. Provare quindi che la
funzione f : A −→ A definita da f(α) = α3 è un morfismo di anelli. Dire se f è
iniettivo e/o suriettivo. Determinare la cardinalità di A/ ker(f) e dire se questo
anello possiede divisori di zero.

Esercizio 4 Risolvere il seguente sistema di congruenze{
x ≡ 5 (mod 15)

x ≡ 2 (mod 24)


