
Corso di Algebra 1. A.A. 2008/2009.

Prova scritta del 16/06/09

Esercizio 1. Poniamo a0 = 0, a1 = 1 e, per ogni n ≥ 2, an = an−1 − an−2.
Dimostrare che, per ogni n ∈ N si ha
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Esercizio 2. Fissato 2 ≤ k ∈ N, nell’anello di polinomi Z[x] si definisca la
relazione ∼ ponendo, per ogni f, g ∈ Z[x], con f = a0 + a1x + . . . + anx

n,
g = b0 + b1x+ . . .+ bmx

m,

f ∼ g ⇔
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i=0
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m∑

i=0

(−1)ibi (mod k)

(a) Si provi che ∼ è una relazione d’equivalenza.

(b) Si determini il numero di classi di equivalenza in Z[x] modulo ∼, e si dica
quali tra tali classi sono ideali di Z[x].

Esercizio 3. Siano A un anello commutativo e σ : A −→ A un morfismo.
Dimostrare che la funzione ϕ : A[x] −→ A[x] definita da ϕ(
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i) =∑n
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i, è un morfismo di anelli. Dimostrare che ker(ϕ) = {
∑n
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i |

n ∈ N, ai ∈ ker(σ)∀i}. Nel caso in cui A sia un dominio, si dica se ker(ϕ) è
un ideale primo.

Esercizio 4. Siano R un anello commutativo ed I un suo ideale. Dimostrare

che A(I) =
{( a 0

x a

)
| a ∈ R, x ∈ I

}
è un anello commutativo rispetto

alle usuali operazioni tra matrici. Dimostrare che J =
{( 0 0

x 0

)
| x ∈ I

}
è un ideale di A(I), e dire in quali casi è primo e/o massimale. Nel caso in
cui R = Z, si determinino gli invertibili di A(I).

Esercizio 5. Si dica per quali valori di a ∈ Z, l’anello A = Q[x]/(2x2 +
2ax− 1) è un dominio.


