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CAPITOLO 1

INTRODUZIONE



SPAZI DI PROBABILITA E VARIABILI
ALEATORIE



CAPITOLO 2

INTRODUZIONE

Il calcolo delle probabilita e la statistica costituiscono quella parte
della matematica e della scienza piu in generale che si occupa dei feno-
meni casuali; questo fatto crea talvolta qualche difficolta nel compren-
derne scopi e metodi. Per tentare di ovviare a queste incomprensioni,
noi iniziamo qui presentando alcuni problemi, tratti da situazioni con-
crete del mondo reale, che, opportunamente formalizzati e predisposti
per un approccio scientifico alla loro trattazione, faranno da guida per
lo sviluppo di quasi tutta la teoria che presenteremo. Il lettore ¢ invita-
to a tentare di fornire qualche risposta, sia inizialmente che durante lo
sviluppo della materia, nonché a riferirsi a questi problemi quando stia
perdendo di vista il senso di quanto viene discusso. Tutto cio rendera
la teoria molto semplice e naturale.

EseMpPIO 1. Supponiamo di partecipare ad un gioco in cui viene
lanciata, da un addetto, una moneta 1000 wvolte, e supponiamo che
not si vinca 1$ se esce testa e se ne perda 1 se esce croce. Vogliamo
valutare la nostra reazione ai vart possibili valori di k, il numero di
teste suz 1000 lanci. Quale reazione sarebbe ragionevole esprimere se k
fosse 5107 E 4927 Oppure 459, 423, 397, 354, 299, 212, 154, 227

EsEMPIO 2. Su una scatola di componenti elettronici contenente
100 pezzi ¢ indicato che ognuno ha tempo medio di funzionamento di
1000 ore. Come nell’esempio precedente, proviamo ad immaginare qua-
le sarebbe una reazione ragionevole se il tempo totale di funzionamen-
to dellintera scatola fosse 99800, oppure 95400 oppure 90200 oppure
84000 oppure 72000 ore.

EsEMPIO 3. Supponiamo che in una popolazione vi siano solo due
possibili forme di un certo carattere, per semplificare diciamo capelli
biondi o castani, determinati dalla trasmissione genetica che ci € ora
nota, con biondo carattere recessivo. Se nella popolazione i biondi sono

il 30%, su 100 figli di genitori entrambi castani, quanti ce ne aspettiamo
di biondi?

Problemi come questi si riferiscono ad esperimenti di cui non si
riesce a determinare con certezza 'esito. Ci sono di solito varie o anche
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2. INTRODUZIONE 5

molte possibili alternative e le informazioni in nostro possesso non ci
permettono di prevedere quale di queste si verifichera .

Non ci interessa discutere qui se questo sia solo un problema di
mancanza di informazioni (come ad esempio nei problemi che si riferi-
scono alla meccanica classica) o se l'indeterminatezza sia intimamente
connessa con la natura dell’esperimento (come si assume, per esempio,
in meccanica quantistica o in una interpretazione soggettiva della mate-
ria qui esposta). Ci interessa soltanto che tale indeterminatezza renda
per noi I'esperimento ad esito incerto. Chiameremo tali esperimenti
casuali.

Poiché pero spesso a noi interessa tentare qualche previsione dell’e-
sito dell’esperimento descriveremo qui un metodo che e stato sviluppato
a partire dal XVII secolo (e presumibilmente gia nel mondo greco) per
prepararci agli esiti piu frequenti. L’idea principale ¢ quella di introdur-
re una nuova quantita, a cui si da comunemente il nome di probabilita,
che appunto serva come misura di quanto spesso o quanto facilmente
si realizza un certo esito di un esperimento casuale.

Naturalmente non importa che tale quantita esista realmente, cosi
come non ¢ molto importante sapere se la lunghezza di un tavolo esi-
ste davvero, quest’ultima cosa essendo difficilmente accertabile anche
per il fatto che alcuni atomi si attaccano e si staccano continuamente
dalle estremita e che queste non sono affatto liscie quando osservate al
microscopio. Quello che importa pero , sia per le lunghezze che per le
probabilita , € che queste quantita siano misurabili con relativa faci-
lita in vari casi interessanti e che si sia poi in grado, sulla base di tali
misurazioni, di dire qualcosa di utile per qualche problema di un certo
rilievo.

In considerazione di queste finalita pratiche non deve sorprendere
che, essendovi vari diversi ambiti di applicazione, vi siano definizioni di
probabilita non uguali tra loro e che vi siano discussioni anche accese
sui meriti delle varie definizioni; discussioni che spesso sfociano nella
sterile diatriba di quale sia quella piu ‘vera’. La discussione filosofica
e poi ulteriormente complicata dall’ovvia presenza di avvenimenti con
esito non determinato a cui non ¢ semplice associare una valutazione
di probabilita, e dalla meno ovvia esistenza di altri il cui risultato e
ben determinato, ma di complessita tale che conviene inventarsi una
probabilita.

Noi presenteremo qui alcune di queste definizioni e ne discuteremo
lo sviluppo della teoria elementare ed alcune applicazioni di rilievo.

La caratteristica principale della probabilita e che, al contrario della
lunghezza che si misura attraverso la comparazione fisica con un oggetto
campione, essa si misura attraverso la riflessione astratta, usando logica
e calcolo matematico. Queste note espongono vari metodi di calcolo di
probabilita e varie applicazioni dei risultati.
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Essendo un prodotto di calcoli logici, la probabilita verra misurata
tramite numeri puri; spesso nel linguaggio comune essa viene riportata
in frazione di 100, ossia in percentuale: cosi si parla di 30% o 2%. E’
pero piu comodo matematicamente esprimere la probabilita in frazione
di 1, indicando quindi 0,3 = 30% oppure 0,02 = 2%, principalmente
perche la moltiplicazione di probabilita riesce cosi pitt comoda: il 2%
del 30% ¢ lo 0, 6%, direttamente ottenibile da 0,02 - 0,3 = 0, 006.

Si noti che anche le frequenze sono espresse tramite percentuali (co-
me fatto nell’esempio 2), ma che si tratta per lo pitt di una coincidenza
(cosl come, per esempio, sia pesi che lunghezze si esprimono tramite
numeri decimali).

Avendo tuttavia deciso di misurare le probabilita con valori in [0, 1]
si vede che per due casi estremi e possibile determinare subito il valo-
re della probabilita. Agli eventi logicamente impossibili da realizzare
¢ naturale assegnare probabilita 0, mentre a quelli certi va assegnata
probabilita 1. A tutte le altre situazioni andra assegnata una proba-
bilita nellintervallo [0, 1] chiuso (cio signfica che potranno esserci altre
situazioni che avranno probabilita 0, che saranno logicamente possibili
ma senza la possibilita di realizzarsi). Ora cominciamo a vedere vari
metodi per tale assegnazione.

EsErcizio 1. Calcolare il 3% del 25%.
EsERrc1z10 2. Calcolare il 90% del 20% dell’80%.
EsERrc1z10 3. Calcolare 1'80% del 120%.

Esercizio 4. Calcolare, se possibile, la probabilita che una asser-
zione falsa venga correttamente ritenuta vera.

EseErcizio 5. Calcolare, se possibile, la probabilita di un evento la
cui probabilita sia uguale ad 1 meno la probabilita stessa.
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CAPITOLO 3

PROBABILITA UNIFORMI

3.1. Spazi di probabilita uniformi

Iniziamo ora a definire questa nuova quantita, la probabilita, in
modo che serva per alcune situazioni semplici, come ad esempio:

EsEmPIO 4. Nel lancio di una moneta calcolare la probabilita che
venga testa.

EsEmMP1O 5. Nel lancio di un dado calcolare la probabilita che il
dado mostri la faccia 3.

In questi esempi dobbiamo naturalmente fare un piccolo sforzo di
astrazione. Assumiamo che il risultato di un lancio sia necessariamente
una faccia (non una moneta verticale o la sparizione del dado), e che
prima del lancio vi sia stato un adeguato mescolamento. Cosa questo
sia non ¢ ben determinato, ma a noi interessa l’esito di tale mescolamen-
to, e cioe che, per quanto ne sappiamo, ognuna delle facce si comporta
in modo equivalente a tutte le altre. Ossia, se dobbiamo assegnare
una probabilita ad una, dobbiamo assegnare la stessa probabilita alle
altre. Avendo gia deciso che la probabilita che qualcosa avvenga e 1 ne
consegue che per queste situazioni e adeguata la prossima definizione.
E’ chiaro che il discorso esposto finora e euristico, ossia non rigoroso
ma fatto cercando di interpretare la realta esterna, mentre da ora in
poi si inizia a fare matematica partendo da una definizione precisa e
sviluppandone le conseguenze. Per decidere a quali situazioni si potra
applicare si ritorna a fare discorsi euristici: a tutte quelle situazioni
in cui vi siano un numero finito di alternative equivalenti dal punto di
vista probabilistico.

Visto che si parla di un numero finito di alternative conviene consi-
derare un insieme finito ed adottare quindi la terminologia delle teoria
degli insiemi.

DEFINIZIONE 1. (Spazi di probabilita uniformi). Sia S un insieme
finito. I suoi sottinsiemi A C S sono detti eventi, e la probabilita
uniforme su S € una funzione P definita su ogni evento A da

A
P(A> = Tap

5]

avendo indicato con |A| il numero di elementi dell’insieme A.

8



3.1. SPAZI DI PROBABILITA UNIFORMI 9

Si dice talvolta che queste probabilita sono definite come rapporto
tra il numero di casi favorevoli ed il numero di casi possibili.
Inoltre, gli elementi di S sono anche detti eventi elementari.

Dalla definizione discendono alcune proprieta elementari:

LEMMA 1. (i) P(0) =0,P(S) =1
(11) per ogni A C S, 0 < P(A) <1;

(iii) per ogni s € S, P(s) = ﬁ;

(iv) per ogni A C B C S, P(A) < P(B).

In questo modo si calcolano le probabilita di eventi relativamente
ad un singolo lancio di una moneta, di un dado, all’estrazione di carte
o di numeri nel lotto ecc.

In taluni casi ¢ piu semplice calcolare la probabilita della negazione

di un evento A, ossia del suo complemento insiemistico A = S\ A. Si
ha

COROLLARIO 1. (I) Per ogni evento A C S si ha P(A°) = 1—P(A);
(II) in generale, se A C B C S si ha che P(B\A) = P(B)— P(A).

A volte e piu agevole dedurre probabilita di certi eventi da altri
per i quali la probabilita si deriva piu facilmente. Come si vede dalle
proprieta della cardinalita:

LEMMA 2. Per ogni A,B C S si ha

(1) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

(2) se AN B =0 allora P(AU B) = P(A) + P(B)
(1) se Ay A; =0 allora P(UL_,A;) =37 P(A)

EsemMPIO 6. Calcoliamo la probabilita di uscita di un numero (di-
ciamo il 23) su una certa ruota nel lotto (in cui si estraggono senza
reinserimento 5 numeri da 90). Se A é l’evento che esce il 23 ed A; ¢
[’evento che il 23 esce all’i-sima estrazione, per i = 1,...,5, si ha che
gli A; sono disgiunti e P(A;) = 1/90 (attenzione, qui si intende che il
23 esce alla i-sima prova senza sapere nulla delle altre, torneremo su
questo calcolo), per cui

5
P(A4) = P(UL,A) = 3 P(4) = 5/90

i=1
Per la probabilita dell’'unione di n eventi anche non disgiunti si ha:
LEMMA 3. per ogni A; CS,i=1,...,n

n

PUL A=Y Y (D)'P(A, NN A,

k=1 {il ..... ik}Eln
ove I, = {{i1,...,ix}i; € {1,...,n} per ogni j, i; # iy per j # k}.
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DIMOSTRAZIONE. Segue dalla parte (1) del Lemma 2 per induzio-
ne. Per n = 2 essa € equivalente infatti alla tesi. Supponiamo quindi
valida la conclusione per ogni famiglia al piu n — 1 eventi. Di nuovo
dalla parte (1) del Lemma 2 e dall’ipotesi di induzione si ha

PU"A) = PUSMAUAY)
= P(UZA) + P(4,) — P(UZ] AN Ay)
1
_ ST (CDMIP(NELAL) + P(AL)(3.1)
=1 {i1,.ix} €1,k
— Z (—1)F PP, A, N A,)

{ilv"'vik/}EIn—l,k’

_ Zn: Z (—1)k+1P(Ai1ﬁ"'ﬂAik)-

k=1 {i1,....ix }EIn

3
|

o

L’ultima uguaglianza vale avendo posto k' = k+1, da cui —(—1)¥*! =

(—=1)* in quanto i termini con n ¢ {iy,..., i} vengono dalla prima
sommatoria, quelli con k > 1 ed n € {iy,...,ix} vengono dalla seconda
ed il termine con k=1 ed iy =n ¢ P(A,). O

Si noti che la dimostrazione precedente ¢ basata unicamente sulla
parte (1) del Lemma 2.

ESEMPIO 7. In 3 lanci di una moneta, se A = {esce almeno una testa}
e A = {esce testa all’i-simo lancio}, si ha A = U_, A;. Si puo applica-
re la (3.1) e per questo basta osservare che peri,j € {1,...,3} diversi
tra loro

come si ottiene facilmente dalla scelta di un appropriato spazio di
probabilita finito per ogni evento. Si ottiene quindi P(A) = 7/8.

Esemp1O 8. Collocando a caso n palline numerate da 1 ad n in n
urne anch’esse numerate, una per urna, calcoliamo la probabilita che
nessuna pallina sia al posto giusto. Si puo passare all’evento comple-
mentare ed usare la (3.1). Osservando poi che se A; é l'evento che
li-sima pallina ¢ al suo posto allora P(NF_,A;) = m come
descritto nel successivo paragrafo sul calcolo combinatorio, allora per
la probabilita dell’evento considerato B ¢ possibile dare una formula
esplicita:

n

P(B)=1- Z(—nk“m.

i=1
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3.2. Calcolo combinatorio

La necessita di stabilire delle cardinalita di vari insiemi ha portato
allo sviluppo del calcolo combinatorio, le cui formule principali sono le
seguenti:

Il numero di campioni ordinati ossia delle k-ple ordinate con ripe-
tizione da n elementi, dette disposizioni con ripetizione, ¢ dato da

Df:,)C =nk.

Il numero dei campioni senza ripetizione ordinati ossia delle k-
ple ordinate senza ripetizione da n elementi, dette disposizioni senza
ripetizione, ¢ dato da

Dyr=nn—-1)----- (n—k+1)=(n).

Il numero delle sottopopolazioni, ossia delle k-ple non ordinate sen-
za ripetizione da n elementi, dette combinazioni senza ripetizione, e
dato dal coefficiente binomiale

n n!
Cnie = (k) T k(- k)

Il numero delle sottopopolazioni con ripetizione, ossia delle k-ple
non ordinate con ripetizione da n elementi, dette combinazioni con

ripetizione, ¢ dato da
n+k—1
o) = .
n,k < EL—1 )

Il numero delle permutazioni di n elementi ¢ dato da
P,=D,, =nl

Il numero di ripartizioni in sottopopolazioni di k1, ko, . . . , k, elemen-
ti di un insieme di n elementi, con k; + ko + --- + k. = n, & dato dal
coefficiente multinomiale

n!

Ol ko) = kol kel

3.3. Indipendenza

La teoria della pobabilita esposta finora, basata sulla definizione di
probabilita uniformi, era costituita essenzialmente di conteggi di car-
dinalita di insiemi, e, a parte la terminologia, non si discostava molto
dalla teoria degli insiemi. C’& pero un concetto intuitivo la cui tradu-
zione nell’ambito della teoria le conferisce uno sviluppo automono. Si
tratta dell’indipendenza che noi percepiamo tra vari eventi, ad esempio
tra i risultati di lanci successivi di una moneta o di un dado (a patto
che siano stati opportunamente mescolati tra un lancio e ’altro).

Per capire come inserire tale concetto all’interno della teoria consi-
deriamo un esempio semplice: in due lanci successivi di una moneta il
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conteggio ci dice che la probabilita di due teste ¢ 1/4, che risulta quindi
uguale a 1/2 moltiplicato per 1/2. In altre situazioni che riteniamo

indipendenti si verifica la stessa proprieta per cui e naturale porre la
definizione seguente. Come al solito, queste erano riflessioni euristiche
e da qui comincia la teoria.

DEFINIZIONE 2. (i) due eventi A, B C S si dicono indipendenti se
P(ANB)=P(A)P(B); (3.2)

(ii)) n eventi A; C S, i = 1,...,n si dicono (collettivamente)
indipendenti se per ogni sottofamiglia J C {1,... ,n} di indici,

zEJA HP

e

ESEMPIO 9. Nel lancio di un dado, se A e l’evento che esce un pari,
B [’evento che esce un numero minore o uguale a 2 e ¢ ’evento che
esce un numero minore o uguale a 3, allora P(A) =1/2, P(B) = 1/3,
P(C)=1/2 e PIANB) = P(ANC) = 1/6 per cui A e B sono
indipendenti e A e C non lo sono.

Il concetto di indipendenza e pero molto utile non quando si deve
verificare l'indipendenza dalla definizione, come nell’ultimo esempio,
ma quando l'indipendenza si deriva da qualche altra informazione e si
utilizza la formula (3.2), ossia P(AN B) = P(A)P(B), per calcolare
P(AN B) dagli altri due valori.

Questo alle volte comporta un possibile problema logico: possiamo
usare la formula solo se sappiamo che i due eventi sono indipendenti,
cosa che pero dovremmo verificare dalla formula stessa. In realta i
casi piu interessanti sono proprio quelli in cui non sarebbe semplice
effettuare tale verifica, per cui in qualche modo si ragiona dicendo: io
non so bene come sia fatta P perche l'insieme S e troppo complicato,
ma so che questi eventi sono indipendenti per cui la formula (3.2) deve
valere, e conoscendo le probabilita dei due eventi A e B posso calcolare
quella di AN B. La pratica permette di non fare errori applicando
questa formula senza verificarla.

EseEmPio 10. Due lanct ripetuti di dado sono indipendenti, quindi
se A indica l'uscita di due 3 e A;, i = 1,2, indica l'uscita del 3 all’i-simo
dado, allora A = Ay N Ay e P(A) = P(A)P(A2) = ==

Questo caso ¢ ancora facilmente verificabile, ma con pit dadi questo
diventa un po’ pit complesso.

EseEMpPIO 11. Anche n lanci ripetuti di dado sono collettivamen-
te mdz’pendenti, quindi se A indica ['uscita del 3 in tutti i dadi e
A, i=1,..., , indica l'uscita del 3 all’i-simo dado, allora P(A) =

Hz IP( ) 6"'
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Vediamo ora che l'indipendenza collettiva di eventi implica l'indi-
pendenza collettiva di parte degli eventi con i complementari degli altri.
Questo e un esempio in cui l'indipendenza si deduce e non si verifica
dalle definizioni.

TEOREMA 1. Dati eventi Ay, ..., A, C S collettivamente indipen-
denti in uno spazio di probabilita (S, P), indicando con A} = A e con
AY = A° si ha che per ogni o = (v, ...,qp) € {0,1}", gli eventi
AT, .o A% sono collettivamente indipendenti.

DIMOSTRAZIONE. Una dimostrazione si puo fare per induzione su
n.

Per n = 2 verifichiamo prima che I'affermazione e vera per a =
(1,0), ossia per A; = A] e AS = AJ. Si ha che, essendo A; N Ay C Ay,

vale
P(A1NAS) = P(A\A1NA,)
(A1) — P(A; N Ap)
) — P(
)

I
e

P(A;) — P(A)P(A)
= P(A)(1 — P(Ay)) = P(A;)P(AS)

ove si e usato che P(A; N Ay) = P(A;)P(As) per la supposta indipen-
denza.

Per il resto della dimostrazione basta utilizzare piu volte quanto
ora verificato. Se scambiamo il ruolo di A; e Ay otteniamo la tesi per
a = (0,1), e poi partendo dallindipendenza di A; e A$ si ottiene quella
per a = (0,0).

Ora supponiamo che la tesi sia vera fino ad n—1 e verifichiamola per
n. Nella definizione di indipendenza collettiva si considerano anche i

sottinsiemi di indiciese k <n—1e {iy,...,i} =J C{1,...,n} dalla
indipendenza collettiva di A“, ..., A;, discende, per l'ipotesi di induzio-
ne su n anche quella di Al1 e ,AZ:‘“ per ogni (v, ...,q;, ) € {0, 1}
Quindi rimane solo da verificare la fattorizzazione per A", ..., AS". Si

puo procedere con una seconda induzione sul numero m di zeri di «.
Se m = 0 la fattorizzazione vale per ipotesi e supponiamo che valga

quando ci sono al pitt m — 1 zeri. Si consideri ora o = (aq,...,q,)
con m zeri e supponiamo, per semplicita di notazione e senza perdita
di generalitd , che «,, = 0; si ha che la famiglia A", ... A0"7' AL @

tale che il suo vettore a ha solo m — 1 zeri e quindi per essa vale la
fattorizzazione:

PMS AT N Ay = ] PAf)PAy)

= P(Ni5 A7) P(A),

ove la seconda uguaglianza e vera per l'ipotesi di induzione su n. Ma
allora N?~' A% e Al sono indipendenti, per cui, per la verifica fatta per
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n =2, anche N?_' A% e A? sono indipendenti. Ne segue che anche per
m zeri si ha:

P(MLAT) = PN AT N A)
= PN AT)P(A4,)

B | GEREEE

= I Peas.
=1

ove la terza uguaglianza segue dall’ipotesi di induzione su n.
O

Da qui non e difficile dedurre che anche per n eventi collettiva-
mente indipendenti tutte le combinazioni di eventi o complementi sono
collettivamente indipendenti.

EsEmMPIO 12. Se A indica l'uscita di almeno una testa in 3 lanci
di una moneta ed A; luscita di testa all’i-simo lancio, allora gli A;
sono collettivamente indipendenti e A = U>_,A;; ma gli eventi non
sono disgiunti e quindi il calcolo si complica. Tuttavia, A° = N3_;AS e
dall’indipendenza collettiva si ha P(A°) = [[o_, P(AS) = (3), cosi che
P(A)=1-1/8=1/8.

Facciamo una pausa per riassumere le regole che abbiamo visto per
calcolare probabilita. Per calcolare la probabilita di un evento A si puo
provare a:

(1) contare gli elementi di A e di S;

(2) provare a passare a A

(3) vedere A come unione, ossia A = U} | B; per certi B;, e poi

(31) se B; sono disgiunti si ha P(A) =" | P(B;),

(33) se B; non sono disgiunti ma ci sono solo due eventi (ossia
n = 2) si ha P(A) = P(By) + P(By) — P(B1 N By), se invece n > 2 c’¢
una formula che non abbiamo descritto qui;

(4) vedere A come intersezione, ossia A = NP, B; per certi B;, e poi

(41) se B; sono collettivamente indipendenti si ha P(A) = [[I_, P(B;),
(43) se B; non sono collettivamente indipendenti non abbiamo
ancora una formula adeguata.

ESERCIZIO 6. In un esempio che dette origine a molti di questi
calcoli, nel 1654 un incallito giocatore, Chevalier De Méré, scrisse a
Pascal chiedendogli se l'uscita di almeno un 6 in 4 lanci di dado avesse
la stessa probabilita dell’uscita di almeno un doppio 6 in 24 lanci di
due dadi. Una storia racconta che avesse perso una grossa somma
assumendo che in entrambi i casi si trattasse di ‘due probabilita su tre’
di vincere. Pascal rispose al De Méré, poi scrisse a sua volta a Fermat
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e questo fu l'inizio della teoria che stiamo presentando. Calcolare le
probabilita di questi eventi.

Con i metodi precedenti si puo anche scrivere in forma esplicita la
probabilita che escano esattamente k teste in n lanci di una moneta.
Scriviamo ora l’espressione in forma ancora pit generale.

EseEMPIO 13. Supponiamo di effettuare n esperimenti indipendenti
tali che in ciascuno la probabilita di successo sia un certo valore p €
[0, 1], ad esempio potrebbe essere p = 1/6 se per successo intendessimo
Vuscita del 3 in un dado e cosi via. Se p(k,n,p) indica la probabilita di
esattamente k successi su n prove indipendenti ognuna con probabilita
di successo p ed A; indica il successo alla i-sima prova si ha:

p(k,n,p) = P(Uscq,..nyi=k(NjesAj N NjegeAS))
= Y P(NjesAj NNjeseAS)

- > IIPanII e

JC{1,dots,n},|J|=k j€J jeJe

= ()=

Ci si riferisce a queste probabilita chiamandole distribuzione bino-
miale o di Bernoulli di parametri n e p od usando il simbolo B(n,p).

Nel caso delle monete siamo interessati alla distribuzione di Ber-
noulli B(n, 1/2). L’espressione ora ottenuta permette di fare un passo
formale verso la soluzione del problema 1 posto all’inizio, ma ancora
calcolare queste probabilita nel caso di 1000 monete non sarebbe age-
vole e non sapremmo nemmeno bene con cosa confrontare i valori cosi
ottenuti.

Prima di analizzare meglio questo problema generalizziamo il con-
cetto di probabilita.

3.4. Utilizzo della probabilita

Prima di passare alla generalizzazione facciamo una pausa di rifles-
sione: abbiamo visto alcuni ragionamenti che conducono al calcolo di
probabilita e forse e il momento di tentare una prima connessione tra
i valori di tali probabilita e la relta. Non abbiamo ancora abbastanza
strumenti per una discussione approfondita, ma possiamo fare alcune
osservazioni.

1) E’ ragionevole aspettarsi che un evento che ha probabilita 1% si
verifichi circa 1 volta su 100 esperimenti indipendenti. Dopo tutto la
probabilita che si realizzi esattamente una volta, data dalla distribu-

zione di Bernoulli B(100, ﬁ), e
1 L9

1,100, —) = 1 2
p(1,100, 755) = 100756+ (755
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che quindi abbastanza grande per poter procedere.

ESERCIZIO 7. Se non vi sembra abbastanza grande stimate la pro-
babilita che un evento di probabilita 1% si verifichi 0,1 o 2 volte su 100
prove indipendenti.

Analogamente, eventi di probabilita 1/m si verificheranno circa 1
volta ogni m prove indipendenti (con alta probabilita).

Alla luce di questo e ragionevole affermare che se individuiamo un
evento A a priori, ossia prima che sia effettuato 1’esperimento che ne
verifichera il realizzarsi o meno, e se la probabilita di A & circa 1/m
con m grande (m = 50,100, 1000), allora sara sorprendente (tanto pit
quanto minore ¢ la probabilita) vedere A realizzato gia alla prima di
queste prove.

2) D’altra parte se abbiamo 100 eventi disgiunti di probabilita ognu-
no 1% segue dal Lemma 2 che la probabilita dell’'unione & 100%, ossia
uno di questi accade di sicuro. Questo accade per esempio nella tom-
bola: ogni numero ha probabilita 1/90, ma in ogni estrazione viene
estratto un numero.

Questo si puo leggere cosi : e ben diversa la situazione a posteriori:
dopo che un esperimento e stato realizzato possiamo selezionare eventi
che avevano probabilita (a priori!) piccolissima e che si sono realizzati.

Esercizio 8. Calcolare la probabilita che 10 lanci successivi di un

dado (quindi indipendenti) risultino in una successione data di facce,
per esempio (1234565432).

I calcoli a priori vengono definiti probabilita ed in questo ambito
siamo riusciti a dare un senso ai nostri calcoli, mentre quelli a posteriori
(in cui rientrano i calcoli relativi all’esempio 1 sulle monete) vengono
definiti statistica e per questo la nostra analisi ¢ ancora insufficiente.

OSSERVAZIONE 1. Le riflessioni di questo paragrafo sembrano coin-
cidere con una frase di Cicerone, che dice che gettando degli schizzi di
colore a caso sul muro sara molto facile osservare dei tratti che asso-
miglino ad una faccia, ma sara assai difficile che questa possa essere
quella della Venere di Milo.



