Capitolo I

Funzioni

Ovunque e sempre ci troviamo di fronte  a quantità che variano nel tempo e spesso ci domandiamo se ci sia una qualche relazione tra le variazioni delle diverse quantità o meglio se una data quantità vari in "funzione" di un'altra. Per evitare ambiguità dovremo definire cosa si intende con il termine funzione. Per esempio è noto che una popolazione di batteri  varia nel numero al variare  del tempo t, cioè ad ogni istante corrisponde un certo numero di individui presenti nella popolazione ed uno solo, questa osservazione ci suggerisce la seguente definizione di funzione.

Le funzioni sono particolari relazioni tra insiemi
 e precisamente una funzione  f  è una legge tra due insiemi  A  e  B  tale che ad ogni elemento  x  del primo insieme  A  associa uno ed un solo elemento del secondo insieme  B  detto f(x).

Nel caso dell'esempio  B  è l'insieme dei numeri che indicano gli individui presenti in una popolazione nei vari istanti e  A  è l' insieme degli istanti.

L'insieme  A  è detto dominio o campo di esistenza o insieme di definizione della funzione  f . L'insieme  B  è detto codominio, mentre l'insieme dei punti immagine  f(x) per x(A è detto insieme immagine.

Utilizzando i diagrammi di Venn una funzione si può rappresentare con delle frecce che partono dagli elementi del primo insieme ed arrivano negli elementi del secondo insieme, ma perché si tratti di una funzione da ogni elemento del primo insieme deve partire una ed una sola freccia.

 Si veda ad esempio la figura n. 1 riportata di seguito in cui sono rappresentate due relazioni di cui una funzione e l’altra non funzione.
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Fig. n.1 – Rappresentazione di relazioni tra insiemi utilizzando i diagrammi di Venn


Esistono altri modi per rappresentare una funzione: 

i) con un'equazione:

ad esempio  y=3x+2  è una  funzione di x (infatti ad ogni x resta associata una sola y), 

	Fig. n.2 – Frafico della funzione y=3x+2[image: image2.wmf],
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mentre    y2+x2 = 9   non  è  una funzione di x  (infatti per esempio ad x = 2 restano associati due valori di y: y = ( 5ed y = -(5);

	Fig. n.3 – Grafico di y2+x2 = 9[image: image3.png]y=abs(ln x)







ii) con un grafico:

	Fig. n.4 – Grafico di funzione[image: image4.wmf]3
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	Fig. n.5 – Grafico di non funzione[image: image5.wmf]3
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Per riconoscere se un grafico è il grafico di una funzione della variabile x basta intersecarlo con le rette verticali, se le intersezioni in qualche punto sono più di una allora non è il grafico di una funzione;

iii) con una tabella:

nella seguente è riportato il legame esistente tra il peso (in kg) e l'età (in anni) rilevati nello stesso soggetto in 7 tempi diversi,

	Età espressa in anni
	Peso espresso in kg

	0
	4

	2
	7

	3
	10

	4
	16

	5
	16

	8
	28

	12
	36


si constata che il peso è una funzione del tempo, ma non viceversa. Si può dare a questa tabella una rappresentazione grafica riportando sull'asse delle ascisse gli anni e su quello delle ordinate i pesi:

	Fig. n.6 – Grafico del peso funzione[image: image6.wmf].
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La seguente tabella mostra come la dimensione dei residui colturali della trinciatura condizioni il tempo di decomposizione, il quale risulta funzione della lunghezza degli steli.

	Lunghezza degli steli (cm)
	Giorni necessari per degradare il 50% della sostanza organica

	0.1
	14

	0.5
	29

	1
	30

	2
	47

	5
	54

	10
	60


Gli insiemi  A  e  B  possono essere di natura qualunque come si è visto nell'esempio precedente; nel seguito se non meglio specificato considereremo  A  e  B  come sottoinsiemi dei numeri reali  R .

Se riportiamo un sistema di assi cartesiani (x,y) su di un piano e rappresentiamo l'insieme  A  sull'asse delle ascisse x e l'insieme  B  sull'asse delle ordinate y, il grafico di una funzione  f :  A  (   B è l'insieme delle coppie ordinate (x,f(x)) con x ( A , ovvero dei punti del piano (x,y) tali che x appartiene al dominio  A  e y = f(x) è l'immagine di x tramite f. La variabile x si chiama variabile indipendente e y variabile dipendente cioè che dipende dal variare di x.
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Fig. n.7 – Grafico di funzione


Dal grafico si possono trarre molte informazioni sulla funzione, si visualizza il dominio e l'immagine, l'insieme delle x che hanno la stessa immagine y , tale insieme è detto retroimmagine di y, l'andamento………

Esempio: 

sia  y = -x2 + 1  (grafico di una parabola e grafico di una funzione della variabile x)

Il dominio è tutta la retta reale R , l'immagine è l'insieme delle y tali che y ( 1 e la retroimmagine di  y = 0.5 è l'insieme (-1/(2, 1/(2(, cioè l'insieme fatto da due valori di  x : x1 = -1/(2,  x2 = 1/(2.
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Fig. n. 8 – Grafico di y = -x2+1


Osservazione

 x = - y2 +1  rappresenta ancora una parabola, ma non è il grafico di una funzione di x come si verifica immediatamente intersecando il grafico con le rette verticali.

Se proviamo a risolvere l'equazione ricavando la  y , si ottiene y2 = 1-x  da cui se 1-x ( 0, ovvero x ( 1, estraendo la radice si ottengono i due valori di  y  seguenti:

	[image: image10.png]


Fig. n. 9 – Grafico di x = -y2 +1


y = (((1-x)  . Il doppio segno indica che non si tratta di una funzione, infatti ad ogni x  restano associate due  y  una non negativa e l'altra negativa. Esempio per x =1/3 si ha y = (((1-1/3) =  (((2/3). Però se consideriamo l'equazione y = ((1-x) , tale equazione rappresenta i punti della parabola che hanno ordinata non negativa cioè il ramo superiore della parabola e questa è una funzione di x . 
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Fig. n. 10 – Grafico della funzione  y = ((1-x)


Analogamente dicasi per y = -((1-x) che rappresenta il ramo inferiore.

Dunque le equazioni y = ((1-x) e y2 = 1-x  non sono equivalenti in quanto non rappresentano gli stessi punti in un piano cartesiano (x,y).

Se vogliamo usare delle scritture equivalenti, dovremo scrivere che y = ((1-x) è equivalente al sistema    y2 = 1-x ,  y ( 0. La seconda condizione ci dice appunto che vanno considerati della parabola  y2 = 1-x solo i punti che hanno ordinata non negativa, cioè proprio quelli del ramo superiore.

	Fig. n. 11 – Grafico della funzione  y = -((1-x)[image: image12.wmf]3
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Vediamo altri esempi:

 y2 = 3  in un piano cartesiano rappresenta i punti (x,y) tali che il quadrato dell'ordinata è uguale a tre e questi sono i punti che hanno ordinata (3 e -(3, per cui 

 y2 = 3 rappresenta i punti che giacciono su due rette orizzontali e quindi non si tratta del grafico di una funzione.

	[image: image13.wmf].
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Fig. n. 12 – Grafico di y2 = 3


Consideriamo adesso l'equazione  y = ((x2) da non confondere con l'equazione y = x. A tal scopo ricordiamo che la radice quadrata di un numero reale ( se esiste cioè se è ancora un numero reale) preceduta dal segno + o senza segno rappresenta sempre un numero non negativo, dunque  y = ((x2)  non può essere y = x  ma deve essere y = (x( cioè il valore assoluto di x . Infatti se  x = 3 , x2 = 9 e  ((x2)  = (9 = 3, mentre se  x = -3 , x2 = 9 e  ((x2)  = (9 = 3 e questa è proprio la definizione di valore assoluto di x.

Ricordiamo la definizione di valore assoluto di x per ogni x  ( R ,

(x( = x    se  x  (  0,

(x( = -x   se x  (  0.

Il grafico di y = (x( coincide con il grafico di y = x  se  x  (  0 e con il grafico di y = 

-x se  x  (  0, pertanto il grafico di y =(x( è il seguente:
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Fig. n. 13 – Grafico di y =(x(


Usando la definizione di valore assoluto si ottengono facilmente grafici di funzioni del tipo y = (g(x)(  noto che sia il grafico della funzione g(x), infatti il grafico di  y = (g(x)( coinciderà con il grafico di y = g(x) ove g(x) è   (  0 e   con il grafico di     y = - g(x) cioè del suo opposto dove g(x)  è (  0.

Esempio:

consideriamo  y = (x-3(. In tal caso g(x) = x-3  ed è l'equazione di una retta,
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Fig. n. 14 – Grafico di y = x-3


il grafico della funzione con il valore assoluto si ottiene lasciando inalterati i rami della funzione nel semipiano superiore e ribaltando per mezzo di una simmetria attorno all'asse delle x  i rami nel semipiano inferiore.
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Fig. n. 14 bis – Grafico di y = (x-3(


Vediamo un altro esempio:

sia y = (x2-1(, in tal caso g(x) =  x2-1 ed i rispettivi grafici sono qui di seguito riportati.
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Fig. n. 15 – Grafici di g(x) =  x2-1 e di y = (x2-1(


Una funzione definita su un insieme  A  può essere  ristretta ad un sottoinsieme di  A, esempio la funzione y = x2 -2x  (parabola) è definita su tutta la retta reale R, ma se scriviamo y = x2 -2x  per x ( [1,2 ], intendiamo che la funzione è considerata solo relativamente alle x appartenenti all'intervallo chiuso [1,2 ] e dunque il suo grafico è 

	[image: image19.png]funzione




Fig. n. 16 – Grafico di y = x2 -2x  per x ( [1,2 ]


Proprietà delle funzioni

Definizione di funzione pari e di funzione dispari.

Una funzione si dice pari se f(-x) =  f(x) , ovvero se x ed il suo opposto -x hanno la stessa immagine.

Una funzione si dice dispari se f(-x) =  -f(x) , ovvero se l'immagine di -x è l'opposta dell'immagine di x.

Le funzioni pari presentano dal punto di vista grafico una simmetria assiale rispetto all'asse delle y, quelle dispari una simmetria centrale rispetto all'origine degli assi.

Esempi:

y = 9x2+1 è una funzione pari , y = x3 è una funzione dispari come risulta dai grafici

	[image: image20.png]funzione
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Fig. n. 17 – Grafici di y = 9x2+1 e di  y = x3

Esempi di funzioni pari: tutte le funzioni potenza di x ad esponente pari, la funzione valore assoluto y = (x(, la funzione trigonometrica  y = cos x.

Esempi di funzioni dispari: tutte le funzioni potenza di x ad esponente dispari e  la funzione trigonometrica  y = sen x..

Osservazione: 

la funzione y = x3+1 non è una funzione dispari, infatti  f(-x) = (-x)3+1 = -x3+1, mentre -f(x) = -x3-1 diverso da f(-x).

Per motivi algebrici il quoziente e il prodotto di funzioni dispari è pari e di funzioni pari è pari, cioè vale la regola dei segni. Lo stesso dicasi per la somma di funzioni pari che è pari e di funzioni dispari che è dispari, mentre nulla si può dire circa la somma di una funzione pari e di una dispari.

Riportiamo il grafico di y = x 3 con sopra evidenziata la simmetria centrale rispetto all’origine degli assi:

	[image: image22.png]


Fig. n. 18 – Grafico di y = x 3


Definizione di funzioni monotone.

Una funzione f si dice monotona crescente se per ogni coppia x1, x2   appartenente al dominio A di f(x) con x1( x2 si ha f(x1) ( f(x2).

Una funzione f si dice monotona decrescente se per ogni coppia x1, x2   appartenente al dominio A di f(x) con x1( x2 si ha f(x1)( f(x2).

Se le disuguaglianze valgono in senso stretto le funzioni si dicono rispettivamente crescenti strette e decrescenti strette.

Con il termine monotone si intende l'insieme delle funzioni crescenti e delle funzioni decrescenti.

Le funzioni costanti sono un caso limite nel senso che soddisfano entrambe le definizioni e quindi risultano contemporaneamente crescenti e decrescenti.

Esempio di funzione costante:

y = 5

	[image: image23.png]9)




Fig. n. 19 – Grafico di y = 5


Osservazione

Nella definizione data di funzione monotona crescente ( analogamente dicasi per quelle decrescenti) si è detto che comunque si scelga la coppia  x1, x2   appartenente al dominio A con x1( x2  deve succedere che f(x1) ( f(x2).

La funzione y = 4 x5 +1 è monotona crescente stretta, infatti comunque si scelga la coppia x1, x2  di numeri reali con x1( x2 si ha f(x1) ( f(x2) cioè 4 x1 5 +1(  4 x2 5 +1 ,   ( se x1( x2  anche le rispettive potenze con esponente 5 soddisfano la stessa disuguaglianza e lo stesso se moltiplichiamo ambo i membri per 4 e successivamente aggiungiamo 1).

	[image: image24.png]142




Fig. n. 20 – Grafico di y = 4 x5 +1


Ma esistono funzioni che non sono né crescenti né decrescenti perché non soddisfano la stessa disuguaglianza per coppia  x1, x2   appartenente al dominio A con x1( x2  . 

Esempio y = x2.

Se prendiamo la coppia  x1 = -3 e x2 = 2 è x1( x2   (infatti -3 ( 2) ma   f(x1) ( f(x2) (infatti 9 ( 4), d'altro canto se prendiamo la coppia x1 = 3 e x2 = 5 è ancora x1( x2, ma . f(x1) ( f(x2) ( infatti 9( 25).

	[image: image25.png]


Fig. 21 – Grafico di  y = x2  


Se restringiamo y = x2  al sottoinsieme di R fatto dai numeri  reali non negativi , cioè x ( 0 , otteniamo il seguente grafico e relativamente a detto insieme la funzione è crescente.

	[image: image26.png]


Fig. 22 – Grafico di y = x2  per x ( 0


La funzione y = 1/x  (iperbole equilatera) non è né crescente né decrescente.

	[image: image27.png]





Fig. n. 23 – Grafico di y = 1/x 

Tale funzione non è né crescente né decrescente, infatti se prendiamo la coppia 2, 3 (2 ( 3) si ha 1/2 ( 1/3, se invece prendiamo la coppia -2, 5 (-2 ( 5)  si ha -1/2 ( 1/5, cioè disuguaglianze diverse. Però i due rami del grafico presi separatamente sono decrescenti.

Dunque per provare la non monotonia di una funzione è sufficiente esibire due coppie estratte dal dominio della funzione x1, x2  con x1( x2 per cui una volta si ha   f(x1) ( f(x2) e l'altra  f(x1) ( f(x2). 

Altri esempi:

Il volume di una sfera è una funzione crescente del suo raggio, infatti V = 4( r3 /3.

La velocità di caduta di un solido inizialmente fermo e posto ad una certa altezza h dal suolo è  una funzione crescente del tempo secondo la formula:

v = gt , ove g è l'accelerazione di gravità (g = 9.8 m/s2 ) .

	[image: image28.png]


Fig. n. 24 – Grafico di V = 4( r3 /3
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Fig. n. 25 – Grafico di v = gt


La funzione y = ((1-x)  (ramo superiore di una parabola) è una funzione decrescente stretta nel suo dominio cioè per le  x ( 1.

	[image: image30.png]y=x-3




Fig. n. 26 – Grafico di y = ((1-x


Le funzioni esponenziali , cioè le funzioni della forma y = a x  con  a  numero reale positivo diverso da uno sono funzioni monotone strette e precisamente crescenti strette se  a  (  1     e  decrescenti strette se   0 (  a ( 1, (il caso a =1 darebbe luogo alla funzione costantemente uguale a 1).

	[image: image31.png]


Fig. n. 27 – Grafici del tipo  y = a x  con a > 1


Se la base  a è invece tale che   0 ( a ( 1, i grafici sono del tipo:

	Fig. n. 28 – Grafici del tipo  y = a x  con a < 1[image: image32.png]





Una funzione esponenziale rappresenta il decadimento radioattivo di una sostanza contenente un solo isotopo:

N = N0 e -(  t ove N0 è il numero degli atomi radioattivi presenti nella sostanza al tempo t = 0, N è il numero degli atomi radioattivi presenti nella sostanza al tempo t e ( è la costante di disintegrazione (positiva) caratteristica dell'isotopo preso in considerazione.

Le funzioni logaritmiche  y = loga  x  con  a ( 0  e a (1  sono funzioni monotone strette nel loro dominio cioè per x ( 0 e precisamente se la base a è maggiore di 1 sono crescenti strette e se la base  0 ( a ( 1  sono decrescenti strette. 

	[image: image33.png]grafico della parabola ristretta all’intervallo di estremi 1 e 2




Fig. n. 29 – Grafici del tipo y = loga  x  con  a (1


Con il simbolo ln x si intende il logaritmo naturale di x cioè il logaritmo in base e (numero di Nepero, ovvero un  numero irrazionale compreso tra 2 e 3), talvolta invece di ln x scriveremo semplicemente log x sottointendendo la base  e.
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Fig. n. 30 - Grafico del tipo y = loga  x  con  a <1

Definizione di funzioni periodiche.

Una funzione f(x) si dice periodica di periodo T ( 0 se  f(x+T) = f(x) per ogni x reale 

e si chiama periodo della funzione il più piccolo  tra i T  che godono di detta proprietà. Esempio y = sen x  è tale che  sen(x+4() = sen(x), sen(x+8() = sen(x), sen(x+2() = sen(x) ed il periodo della funzione seno è 2(.
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Fig. n. 31 – Grafico di y = sen x


Graficamente una funzione periodica si riconosce dal fatto che il grafico si ripete con periodicità.

Altre funzioni periodiche sono y = cos x , periodica di periodo 2( e le funzioni 

y = tg x e y = cotg x entrambe periodiche di periodo (.

	[image: image35.png]funzione dispari




Fig. n. 32 – Grafico di y = cos x
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Fig. n. 33 – Grafici di y = tg x e y = cotg x


La funzione y = (sen x( è periodica di periodo ( come risulta dal grafico:

	[image: image38.png]


Fig. n. 34 – Grafico di y = (sen x(


e così pure risulta periodica di periodo 2 la funzione riportata nel grafico seguente:
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Fig. n. 35 – Grafico di funzione periodica di periodo 2


Composizione di funzioni

Sia y = f(x) una funzione definita in un insieme A a valori in un insieme B e sia z = g(y) una funzione definita in B a valori in un insieme C , allora si può parlare di funzione composta z = g(f(x)) come di quella funzione che ad ogni x ( A  associa z = g(f(x)) ( C e scriveremo  g o f  intendendo che prima si applica ad x la funzione f e poi al risultato la funzione g.

Naturalmente per poter parlare di funzione composta g o f  occorre che l'immagine di f abbia intersezione non vuota con il dominio di g, in altre parole se identifichiamo le funzioni con i treni, i domini con le stazioni di partenza e le immagini con le stazioni di arrivo occorre che ci sia la…… coincidenza.

             A                                             B                                                     C     
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Attenzione la composizione di funzioni non gode della proprietà commutativa, in generale  g o f  (  f o g  e quindi è importante l'ordine nella composizione.

Osservazione

Una funzione è perfettamente individuata dalla sua espressione analitica, ad esempio y = x3+5x e u = w3+5w rappresentano la stessa funzione solo che nel primo caso si sono utilizzate le variabili x, y  mentre nel secondo le variabili u, w. La legge è la stessa indipendentemente dalle variabili utilizzate.

In generale utilizzeremo le variabili x, y per rappresentare le funzioni. Pertanto se vogliamo comporre le funzioni f(x) = sen x  e g(x) = x3  avremo (g o f )(x) = g(sen x) =(sen x)3 = sen3 x, mentre  (f¨ o g)(x) = f(g(x)) = f(x3) = sen x3.  Le due funzioni sono chiaramente diverse, nel primo caso abbiamo il seno elevato al cubo nel secondo è l'argomento del seno ad essere elevato al cubo.

Altro esempio di composizione di funzioni:

sia f(x) = 3x+1 e g(x) = 2/x , allora g(f(x)) = g(3x+1) = 2/(3x+1) mentre f(g(x)) = 

f(2/x) = 1+6/x.. Le funzioni ottenute sono entrambe due iperboli , ma non la stessa iperbole confermando così la non commutatività della composizione tra funzioni.

La funzione y = 2/(3x+1) è un iperbole equilatera con asintoti la retta x = -1/3 e l'asse delle x, mentre y = 1+6/x è un ' iperbole con asintoti la retta y = 1 e l'asse delle y come si verifica nella figura sottostante.
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Fig. n. 36 – Grafici di y = 2/(3x+1) e di y = 1+6/x.




Sia f(x) = (x(  e  g(x) = ln x  allora  g(f(x)) = g((x() = ln(x( e  f(g(x)) = f(ln x) = (ln x( . Anche in questo caso si ottengono funzioni differenti come è evidenziato nella figura sottostante.
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Fig. n. 37 – Grafici di y = ln(x( e di y = (ln x(


La funzione y = ln(x( è una funzione pari, mentre y = (ln x( non è né pari né dispari. Inoltre le due composizioni differiscono anche per l'insieme di definizione.

Infatti  y = ln(x( è definita per x ( 0 mentre y = (ln x( è definita per x ( 0.

Definizione di funzione invertibile.

Una funzione y = f(x) definita in  A  a valori in  B si dice invertibile se esiste una funzione x = f -1(y) definita in  B  a valori in  A  tale che  f o f -1 è la funzione identica in  B  cioè   f (f -1(y))  = y, e   f –1 o f  è la funzione identica in  A  cioè  f -1(f(x)) = x..

                                        A                                       B             
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                                                            f -1
Dalla definizione discende  che una funzione invertibile è tale che, non solo ad ogni x resta associata una sola y, ma ogni y dell'immagine proviene da una sola x del dominio ed inoltre nel passare da una funzione alla sua inversa il dominio dell'una diventa l'immagine dell'altra e viceversa.

E' immediato osservare che le funzioni monotone strette sono invertibili.

Esempio di funzione invertibile: 

y = ((x) è definita per x ( 0 ed è ivi invertibile, infatti esiste la funzione x = y2 che composta con y = ((x) dà l'identità:   f (f -1(y)) = f(y2) = (( y2) = y (essendo y ( 0 ) e  f -1(f(x)) = f -1(((x)) = (((x))2 = x (essendo x ( 0 ). In entrambi casi si ottiene la funzione identica cioè la funzione che manda ogni punto in se stesso.

Altro esempio:

la funzione y = 5 x  ha come inversa  x = log 5 y, infatti f -1(f(x)) = log 5 5 x = x  ( per definizione stessa di logaritmo) e lo stesso dicasi per f (f -1(y)) = y.

In generale assegnata una funzione y = f(x) invertibile in un certo dominio, per trovare l'espressione analitica dell'inversa si esplicita la x in funzione della y.
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Esempio: sia y = x3 +1 , possiamo scrivere  x3 = y-1 e  quindi 

Questa è l'espressione analitica della funzione inversa x = f -1(y). Se vogliamo scrivere tale funzione nella forma tradizionale cioè con la variabile x come variabile indipendente dobbiamo "rinominare" le variabili e precisamente alla y sostituire la x e viceversa in modo da ottenere l'espressione dell'inversa nella forma tradizionale
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Dal punto di vista geometrico scambiare le x con le y, significa sottoporre il grafico della funzione inversa x = f -1(y)  ad una simmetria assiale rispetto alla retta bisettrice del 1° e 3° quadrante cioè alla retta y = x..

Dunque per ottenere il grafico della funzione inversa nella forma y = f -1(x) dovremo ribaltare il grafico di x = f -1(y) rispetto alla retta y = x  come nella figura che segue.
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Fig. n. 38 – Grafici di y = x3 +1, y = x e di y = (x-1)1/3


E' immediato osservare che il grafico di y = ln x è il simmetrico del grafico di y = e x

rispetto alla retta y = x essendo l'una funzione l'inversa dell'altra e lo stesso dicasi del grafico di y = log10 x  che risulta essere il simmetrico di y = 10x  rispetto al solito asse.

Non tutte le funzioni sono invertibili, ad esempio le funzioni pari per loro stessa definizione non sono invertibili, però opportunamente ristrette ad un sottointervallo dell'insieme di definizione possono diventarlo.
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Fig. n. 39 – Grafici di y = e x , y = x e di y = ln x


Esempio:

y = x2-3x+2  (parabola) non è invertibile su tutta la retta reale, ma se la restringiamo all'intervallo [-2,-1] lo diventa.

Per trovare un'espressione analitica dell'inversa si cerca di esplicitare x in funzione di y scrivendo:
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x2-3x+2-y = 0, si risolve l'equazione di 2° grado con termine noto 2-y e si  ottiene dopo aver calcolato il  ( = 9-4(2-y) = 9-8+4y = 1+4y ed averlo imposto ( 0, il che avviene se y (-1/4,

Chiaramente  delle due espressioni trovate una sola è accettabile e precisamente quella in cui compare il segno - , infatti dobbiamo tener conto che x deve appartenere all'intervallo [-2,-1] e come tale non può essere positiva . E' immediato verificare che
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soddisfa la condizione di essere maggiore di -2 e minore di -1, a patto di tener conto che se x appartiene a [-2,-1] le corrispondenti y appartengono all'intervallo [6,12] (basta sostituire nell'espressione della parabola).
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Fig. n. 40 – Grafico di y = x2-3x+2  


Le funzioni periodiche in quanto tali non sono invertibili però opportunamente ristrette a certi intervalli lo diventano, è questo il caso delle funzioni trigonometriche.

La funzione y = sen x  ristretta all'intervallo [-(/2, (/2] è invertibile e la sua inversa si chiama: x = arcsen y. Tale funzione ha per dominio l'immagine di y = sen x  ristretta

all'intervallo [-(/2, (/2] cioè l'intervallo [-1, 1] e per immagine l'intervallo [-(/2, (/2].

Il grafico della funzione y = arcsen x  si ottiene per simmetria dal grafico di y = sen x

ristretto all'intervallo [-(/2, (/2] rispetto alla bisettrice y = x.
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Fig. n. 41 – Grafico di y = arcsen x


Lo stesso dicasi per le altre funzioni trigonometriche.

y=cos x  viene ristretta all'intervallo [0,(] e la sua inversa si chiama x = arccos y, tale funzione ha come dominio l'intervallo [-1,1] e come immagine l'intervallo [0,(]. Il grafico di y = arccos x si ottiene per simmetria attorno alla retta y = x dal grafico di

y=cos x   ristretto all'intervallo [0,(].
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Fig. n. 42 – Grafico di y = arccos x


La funzione y = tg x viene ristretta all'intervallo [-(/2, (/2] e    la sua inversa x = arctg y  ha dominio (-( ,  () e immagine l'intervallo [-(/2, (/2].

Il grafico di y = arctg x è ottenuto per simmetria rispetto alla retta y = x dal grafico di

y = tg x  ristretto all'intervallo [-(/2, (/2].

	Fig. n. 43 – Grafico di y = arctg x


In maniera analoga si ottiene il grafico di y = arccotg x dopo aver ristretto y = cotg x all'intervallo [0,(].

Esercizi

1) Si disegni il grafico delle seguenti funzioni, si trovi il dominio e l'insieme immagine .

Si dica se si tratta di funzioni pari, dispari, periodiche, crescenti o decrescenti, e se si tratta di funzioni invertibili. In caso affermativo si trovi un'espressione analitica dell'inversa:

f(x) = -1 , f(x) = (5x-1(+4 , f(x) =9x+7x2  , f(x) = x +(x(, f(x) = ((1-x 2), 

f(x) = 6 sen x , f(x) = sen 5x, f(x) = sen(-3x),  f(x) = 5 +tg x, f(x) = e(x( , f(x) = 

( 3 - ln x(, f(x) = (((3-x().

2) Si calcolino le funzioni  f o g  e  g o f  per ciascuna delle seguenti coppie di funzioni reali di variabile reale:

f(x) = 1- 4x,                                    g(x) = x3+ x  , 

f(x) = x 2+ 5x+ 5,                           g(x) = ex,

f(x) = 1/( x 2+ 5x) per x (0,-5,       g(x) = ((x-2) per x(2,

f(x) = sen 4x,                                 g(x) =  x 2,

f(x) = log3 (7x-3) per x (3/7,        g(x) =1/x  per x ( 0,

f(x) =((3-x2 ) per - (3 (  x  ((3,  g(x) =1/x2  per x ( 0.

3) Data  la funzione  f(x) = log3 (7x-3) , si disegni il suo grafico dopo aver determinato il dominio ed infine si disegnino i grafici delle seguenti funzioni

y = -f(x),  y  = f(x) +4, y = f(-x)  ,y  = (f(x)(, y = f((x(), y =(f((x()(, y = f(x+3) .

4) Dire se le seguenti funzioni ristrette agli intervalli indicati sono invertibili e in caso affermativo si trovi un'espressione analitica dell'inversa:

y = x2+5x+4 per x ( [2,5],

y = x2+5x+4 per x ( [-2,-1],

y = sen x per x ([0,(/2],

y = sen x per x ([-(/2, (],

y = ln(4-x2 ) per x ([-2,-1].

5) Si verifichi che ciascuna delle seguenti funzioni è invertibile  e se ne determini l'inversa:  ( si consiglia di tracciarne i grafici)

f(x) = 4x+3, f(x) = 6-ln x, f(x) = 104x-2, f(x) = 7-ln(x+1), f(x) = ln x-1,  f(x) = ln(x-1),

f(x) = e 5x-6.

6) Dire quale delle seguenti funzioni è pari e quale è dispari oppure nessuna delle due:

f(x) = 3x/(x2+5),  f(x) = (x+3(, f(x) = x/((x(-4), f(x) = arcsen x, f(x) = arctgx,

f(x) = arcsen(x(, f(x) = arccos x, f(x) = ((1+x 4), f(x) = sen x + cos x, f(x) = senx +

5 tgx, f(x) = x+4senx.
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� Un insieme è una collezione di oggetti che soddisfano una certa  proprietà che è la proprietà caratterizzante l’insieme. Esempio: l’insieme dei numeri pari ha come proprietà caratterizzante quella di essere un numero pari, dunque il numero 3 non può appartenere all’insieme dei numeri pari.
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