Capitolo II

Limiti di funzioni

Supponiamo di avere una sbarra metallica e di esporla a varie temperature T , è immediato osservare che al variare della temperatura  T varia la lunghezza  L della sbarra metallica cioè L = L(T)  a causa della dilatazione termica. Può sorgere spontanea la domanda di quale sia il comportamento della sbarra man mano che la temperatura  T  tende ad una particolare temperatura T0 , ovvero se la lunghezza L tenderà ad assumere un particolare valore L0 oppure no . 

Per prima cosa dovremo chiarire cosa si intende con il termine "tende". Non è sufficiente dire che la temperatura T si "avvicina" alla temperatura T0. Il termine si avvicina lascia ancora molte incertezze. Cosa vuol dire si avvicina? Che saltella attorno a T0 oppure che viaggia alla velocità di 3 km/h o cosa altro?

Per definire correttamente la proposizione seguente: se la temperatura T tende alla temperatura T0  allora la lunghezza  L tende al valore L0 , ovvero L0 è il limite delle lunghezze L quando le temperature T tendono alla temperatura T0, occorre introdurre 

il concetto di punto di accumulazione per un insieme.

Sia A un insieme, x0 si dice punto di accumulazione per l'insieme A se in ogni intorno di x0 cadono punti di A  distinti da x0; x0 può appartenere o no ad A.

Esempio: sia A l'insieme dei numeri naturali N, e sia x0 = 3.5, x0 non appartiene ad N e non è neanche punto di accumulazione per N infatti se consideriamo l'intorno di centro 3.5 e raggio 0.1 in esso non cadono numeri naturali.

[image: image1.wmf].

)

(

lim

+¥

=

+¥

®

x

f

x


                                                   3.4       3.5     3.6      

Esempio: sia A = [2,3] ( (4(, cioè l'intervallo chiuso di estremi 2 e 3 oltre al numero 4. Si osserva che 3 è  punto di accumulazione per l'insieme  A , infatti in ogni intorno di centro 3 cadono punti di A (a sinistra di 3),  mentre  4 non è punto di accumulazione per A perché ad esempio nell'intorno di centro 4 e raggio 1/2 non cadono punti di A distinti da 4.
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Il concetto T " si avvicina" a T0 può essere espresso usando il concetto di punto di accumulazione dicendo che T0 è un punto di accumulazione per l'insieme delle temperature ammissibili .

Allora si dirà che il limite per T che tende a T0 di L(T) è il valore L0  e scriveremo    
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se comunque si fissi un intorno V di  L0 (sull'asse delle ordinate) esiste un intorno W di T0 (sull'asse delle ascisse) contenuto nel dominio della funzione L(T) tale che per tutti i valori T delle temperature  appartenenti a W escluso al più T0 , i corrispondenti valori delle lunghezze L(T) appartengano a V.
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Fig. n. 44 - Il valore L0 è il  limite per T che tende a T0 di L(T) 


Nella definizione si dice "comunque si fissi un intorno V di  L0 ", è chiaro che avremo interesse a scegliere  l'intorno V sempre più piccolo in modo da restringerci sempre di più attorno a  L0, se a seguito di questa operazione di restringimento riusciamo sempre a trovare un intorno W di T0 che ha come immagine (tramite la funzione) un sottoinsieme di  W è vero che il limite è L0.

Esempio: Verifichiamo che
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Utilizziamo il grafico della funzione y = 1/x  per avere un'idea del comportamento della funzione in un intorno di 2:
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Fig. n. 45 – Il valore 1/2  è il limite per x che tende a 2 di y = 1/x


Comunque si scelga un intorno V di 1/2 utilizzando il grafico della funzione se ne trova la retroimmagine e si verifica se si tratta di un intorno W di 2.

Dal punto di vista analitico si opera nel modo seguente:

un intorno arbitrario V di 1/2 è della forma (1/2-( ,1/2+() con ( ( 0 (raggio dell'intorno), la retroimmagine di V secondo la funzione f(x) = 1/x è costituita dalle x tali che  le corrispondenti f(x) appartengono a V cioè soddisfano la disuguaglianza
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Per trovare l'eventuale intorno W di 2 si deve risolvere il sistema di disequazioni seguente
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poiché stiamo cercando un intorno di 2 non è restrittivo considerare solamente le x positive (questo ci facilita la risoluzione del sistema di disequazioni).

Dunque

[image: image347.wmf].

10

1

10

2

2

1

lim

=

-

®

x

x


nella prima disequazione abbiamo un confronto tra quantità positive per cui passando ai reciproci si ha  x > 2/(1+2().

Nella seconda disequazione abbiamo un confronto tra quantità positive solo se ( ( 1/2

( e questo non è restrittivo dal punto di vista della definizione di limite dovendo restringere sempre più l'intorno) e quindi si ha 2/(1-2() > x.

Pertanto il sistema di disequazioni è risolto se

[image: image348.wmf]2

2

10

-

x


la condizione x non negativa è soddisfatta.

Si tratta adesso di verificare se è un intorno di 2, cioè se 2 soddisfa
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dalla prima disuguaglianza si ha dividendo per 2 e moltiplicando per 1+2( ,

1< 1+( (vera perché ( > 0 ), dalla seconda disuguaglianza  dividendo per 2 e moltiplicando per 1-2( (fattore positivo per le ipotesi fatte su ( ) si ottiene 1-2( < 1, ovvero -2( < 0 (vera perché ( > 0 ).

La restrizione (non restrittiva dal punto di vista della definizione di limite) fatta ad ( , cioè ( ( 1/2, si capisce guardando il grafico.

Se ( fosse maggiore di 1/2 l'intorno V conterrebbe anche dei valori di y negativi e la  retroimmagine di V non costituerebbe  un intorno di 2, ma sarebbe l'unione disgiunta di intervalli.

Altro esempio: si verifichi che
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In questo caso il candidato ad essere il valore del limite è 1/10, per cui dovremo fissare intorni arbitrari  V  di 1/10 e di conseguenza trovare intorni   W di 1 tali che 

( eccettuato al più il numero 1) siano interamente "mappati" dalla funzione in V.
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Consideriamo dunque intorni di centro 1/10 e raggio ( ( 0 con ( arbitrariamente piccolo, dovremo trovare  intorni  W del punto 1 tali che per tutte le x ( W \ (1( le corrispondenti immagini cioè

appartengano a V , cioè soddisfino la doppia disuguaglianza seguente

[image: image352.wmf],

2

)

10

1

(

log

2

10

-

<

-

x

e


Per trovare l'intorno W si devono risolvere le disequazioni precedenti cioè trovare l'insieme delle x che le soddisfano e si deve verificare se queste costituiscano o no un intorno di 1.

In generale conviene risolvere separatamente le due disequazioni e poi fare l'intersezione insiemistica delle soluzioni.
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Si consideri

Non è restrittivo supporre  0 (  ( ( 1/10 (infatti (  deve essere arbitrariamente piccolo, sarebbe stato restrittivo supporre la disuguaglianza contraria) e quindi, in queste ipotesi, i due membri della disuguaglianza precedente sono quantità positive per cui possiamo estrarne il log10  e scrivere
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la disuguaglianza si mantiene perché la base del logaritmo è maggiore di 1.

Quindi per le proprietà dei logaritmi possiamo scrivere
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e quindi

Si tratta di una disequazione di secondo grado la cui equazione associata è
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Tale equazione ammette due soluzioni reali
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e la disequazione  è soddisfatta per valori esterni alle due radici, cioè
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In maniera analoga si risolve la seconda disequazione:

[image: image361.wmf],

)

10

1

(

log

2

10

e

+

+

±

=

x


Trattandosi di un confronto tra quantità positive possiamo estrarre il logaritmo in base 10 di ambo i membri
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e quindi
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le soluzioni dell'equazione associata sono

e quindi la disequazione è soddisfatta per valori interni alle due radici cioè
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Dobbiamo adesso fare l'intersezione insiemistica tra i due insiemi di soluzioni ovvero 
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A tal scopo occorre rappresentare sulla retta reale i valori trovati

[image: image369.wmf])

10

1

(

log

2

10

e

-

+

-

[image: image370.wmf]                                                      o                                o

               o                                                                                                                o

[image: image371.wmf]),

10

1

(

log

2

)

10

1

(

log

2

,

)

10

1

(

log

2

)

10

1

(

log

2

10

10

10

10

e

e

e

e

+

+

<

<

-

+

-

+

-

<

<

+

+

-

x

x

[image: image372.wmf]).
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L'intersezione insiemistica ci dà come risultato i due intervalli
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il primo non può essere un intorno di 1 perché gli estremi sono negativi, vediamo se il secondo è un intorno di 1 cioè vediamo se
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Innalzando al quadrato tutti i termini della disuguaglianza e sottraendo 2 si ottiene
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ovvero considerando i tre membri come esponenti di 10 si ottiene

le disuguaglianze si mantengono perché la base è maggiore di uno.

[image: image381.wmf]E' immediato osservare che la disuguaglianza scritta è vera, e  quindi l'insieme delle x che soddisfano

è un intorno di 1. Pertanto è vero che
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Può essere signicativo un esempio contrario, cioè tale che non sia vero che il limite è quello indicato.

Supponiamo di voler verificare se
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Si anticipa subito che non è vero che tale limite è 2 , ma il limite vero è 5/2 (lasciamo la verifica al lettore).

Ciò nonostante se volessimo sottoporre a verifica l'ipotesi limite 2, si dovrebbe dire:

( ( ( 0 (piccolo a piacere),  ( W intorno di 4 : ( x ( W \ (4( si ha
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In generale non è noto il segno di x percui non possiamo moltiplicare tutti i membri per x. Nel caso specifico cerchiamo un intorno di 4 per cui non è restrittivo supporre x > 0. Per cui possiamo scrivere
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[image: image387.wmf]Ovvero un sistema di disequazioni
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sommando i termini simili si ottiene

Non è restrittivo supporre  0<(<1 e quindi possiamo scrivere
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Se facciamo l'intersezione  insiemistica si ottiene
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E questo dovrebbe essere un intorno di 4, verifichiamo se lo è oppure no cioè se
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la prima disuguaglianza ci dice che
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ovvero che      ( > -3/4 (vera per le ipotesi fatte su ( ), la seconda ci dice che
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cioè  ( >3/4,  e questo è in contraddizione con le ipotesi fatte su ( che deve essere arbitrariamente piccolo. Ne consegue che il limite non è  2 .
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Spesso  useremo la simbologia seguente per intendere che una funzione ha limite l per x che tende ad x0 :
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 Diremo che il tal caso f(x) è convergente ad l (numero reale) per x che tende ad x0 .

Prima di dare un'altra definizione di limite ricordiamo il concetto di intorno di +(.
Dicesi intorno di +( ogni intervallo della forma (a, +() ovvero l'insieme 

(x(R: x > a(, analogamente si dirà intorno di -( ogni intervallo della forma (-(, a ) ovvero l'insieme  (x(R: x < a(. Ricordiamo che +( , -(   non sono numeri reali ma simboli che vengono utilizzati per rappresentare delle semirette.
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Definiamo dunque 

con x0 punto di accumulazione per l'insieme di definizione  A di f(x):

comunque si scelga un intorno V di +( dovrà esistere un intorno  W di x0  tale che per ogni x( W \{x0} le corrispondenti f(x) ( V.

In altri termini comunque si scelga k > 0 (grande a piacere)  (estremo inferiore della semiretta intorno di +( sull'asse delle y) deve esistere un intorno  W di x0  tale che per ogni x( W \{x0} le corrispondenti f(x) > k.
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Fig. n. 46 – f(x) ha limite +( per x che tende ad x0


In tal caso diremo che f(x) diverge positivamente per x che tende ad x0 e che il grafico di f(x) presenta un asintoto verticale di equazione x = x0 .
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Esempio: si voglia verificare che

la defizione di limite ci dice che:

( k > 0 (grande a piacere) ( W intorno di 2  : ( x ( W \{x0} si ha
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(Ricordiamo il significato dei simboli, ( significa "per ogni" e ( significa "esiste").

Per soddisfare la verifica occorre trovare l'intorno  W di 2  per ogni scelta di k, risolviamo dunque la disequazione fratta per trovare le x che hanno immagine maggiore di k. Trattandosi di un confronto tra quantità positive possiamo passare ai reciproci e scrivere
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Disequazione di secondo grado la cui equazione associata è

la quale ammette le due soluzioni
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Pertanto la disequazione è soddisfatta per valori interni alle due radici cioè

Per vedere se questo è l'intorno W cercato occorre verificare che si tratta di un intorno di 2 cioè che
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e questo è banalmente vero.

In maniera analoga si definisce
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Comunque si scelga un intorno V di -( dovrà esistere un intorno  W di x0  tale che per ogni x( W \{x0} le corrispondenti f(x) ( V.

In altri termini comunque si scelga k < 0 ((k(grande a piacere)  (estremo superiore della semiretta intorno di -( sull'asse delle y) deve esistere un intorno  W di x0  tale che per ogni x( W \{x0} le corrispondenti f(x) < k.
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Fig. n. 47 - f(x) ha limite -( per x che tende ad x0


Nelle definizioni date è immediato osservare che  W dipende dalla scelta di V , variando  V varia  W.

Vediamo un esempio:
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( k < 0 ((k( grande a piacere) (  W intorno di -3 tale che ( x(W\ (-3( le corrispondenti immagini soddisfano

[image: image410.wmf]
Per trovare W dobbiamo risolvere la disequazione precedente. Trattandosi di quantità negative prima di passare ai reciproci moltiplichiamo ambo i membri per -1,
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e quindi
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si ricorda che il secondo membro è positivo essendo k < 0.

Le soluzioni dell'equazione associata sono
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e la disequazione è soddisfatta per valori interni cioè
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Di nuovo si deve verificare che si tratta di un intorno di -3, cioè
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E questo è banalmente vero.

Nelle definizioni precedentemente date di limite per x che tende ad x0 di una funzione si richiedeva l'esistenza di un intorno W completo di x0 , se invece si richiede che 
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esista solamente un intorno destro di x0 , cioè un intervallo della forma (x0 , x0 +() con ( > 0, allora si parlerà di limite destro e scriveremo

oppure
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a seconda dei casi.
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Analogamente  se si richiede che esista solamente un intorno sinistro di x0, cioè un intervallo della forma ( x0-(, x0) con ( > 0, allora si parlerà di limite sinistro e scriveremo:
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a seconda dei casi.

Attenzione x0+ e x0- sono solamente dei simboli che utilizziamo per indicare rispettivamente il limite destro cioè per x ( x0 da destra ed il limite sinistro cioè per

x ( x0 da sinistra .

E' immediato osservare  che se esiste il limite allora esistono anche i limiti destro e sinistro e coincidono con esso. Viceversa se esistono i due limiti destro e sinistro e sono uguali allora esiste anche il limite e coincide con essi.

Sia f(x) = x/(x(. Tale funzione coincide con 1 se x > 0,  e con -1 se  x < 0, in 0 non è definita:

	[image: image421.wmf].

log

2

/

1

0

lim

$

/

=

-

®

x

x

Fig. n. 48 -  Grafico di y = x/(x(


è immediato osservare che 
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e che
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I due limiti destro e sinistro sono diversi quindi la funzione non ha limite per x che tende a zero.

Sia f(x) = 1/x, è immediato osservare che
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e che
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e che essendo i due limiti destro e sinistro diversi il limite non esiste cioè
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Fig. n. 49 – Grafico di y = 1/x


Nel seguito useremo i simboli  1/0+  = +( e  1/0-  = -( intendendo che quando il denominatore tende a zero percorrendo numeri positivi la frazione diverge positivamente, se invece il denominatore tende a zero percorrendo numeri negativi la frazione diverge negativamente. Se il denominatore tende a zero variando il segno in ogni intorno di zero il limite non esiste.

Attenzione  1/0+ e   1/0-   sono simboli e non numeri.

E' sufficiente che uno solo dei due limiti destro o sinistro valga +(  (oppure -() perché la funzione abbia un asintoto verticale.

Dunque gli asintoti verticali di una funzione vanno ricercati nei punti  in cui la funzione non è definita ma che sono di accumulazione per il dominio.

y = log3 x ha un asintoto verticale in x = 0, infatti
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Fig. n. 50 – Grafico di y =  log3 x


Lo stesso dicasi della funzione y = log1/2 x dal cui grafico ( riportato qui di seguito)

è immediato osservare che
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e che
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Fig. n. 51 – Grafico di y = log1/2 x


Altro esempio di funzione con asintoti verticali è la funzione y = tg x  la quale ha asintoti verticali in x =( (/2 )+ k( con k ( Z.

Definiamo adesso
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Analogamente a quello visto finora, si dirà: comunque si scelga un intorno V di l dovrà esistere un intorno W di  +( tale che per tutte le x( W le corrispondenti f(x) ( V. Ovvero ( ( > 0 (piccolo a piacere) dovrà esistere  M = M (() tale che ( x >  M le corrispondenti f(x) soddisfino

l-( < f(x) < l+(.

	[image: image435.wmf].

1

4

1

2

2

lim

=

-

+

-¥

®

x

x

x

Fig. n. 52 – Il valore l è il limite di f(x) per x che tende a +(


Anche in questo caso l'intorno W di +( dipende dalla scelta dell'intorno V , ovvero M è funzione di (.

Dal punto di vista grafico dire che una funzione converge ad  l  per x che tende a +( significa che il  grafico della funzione presenta un asintoto orizzontale  ( a destra )di equazione y = l.

Esempio:

si verifichi che 
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( ( > 0 (piccolo a piacere) dovrà esistere  M = M (() tale che ( x >  M le corrispondenti immagini soddisfino
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 Per trovare l'intorno di +( cercato si deve risolvere il seguente sistema di disequazioni:
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In generale non si conosce il segno di x2 -4, ma poiché stiamo cercando un intorno di 

+( non è restrittivo supporre x >2, in tal modo x2 -4 è maggiore di zero e possiamo scrivere
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da cui il sistema di disequazioni di 2° grado seguente
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[image: image442.wmf].
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la prima disequazione è sempre soddisfatta essendo il primo membro maggiore o uguale a zero e il secondo membro una quantità minore di zero  (( è piccolo a piacere e quindi non è restrittivo supporlo minore di 5/4). La seconda disequazione è soddisfatta per valori esterni alle due radici dell'equazione associata per cui il sistema diventa:

l'intersezione insiemistica ci dà
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 delle due semirette soltanto la semiretta a destra soddisfa la condizione fatta all'inizio su x cioè  x > 2 , pertanto l'intorno cercato di +( è la semiretta
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La funzione y = arctg x presenta un asintoto orizzontale per  x che tende a +(, infatti
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Anche la funzione y = (1/2)x ha un asintoto orizzontale per x che tende a +( e precisamente la retta y = 0 cioè l'asse delle x, lo stesso dicasi di y = 1/x.

Vediamo adesso un esempio tratto dalla fisica di una funzione che presenta un asintoto orizzontale.

Sia  F una fonte puntiforme di onde elettromagnetiche e supponiamo che  F  irradi la sua energia in tutte le direzioni di uno spazio tridimensionale. Indichiamo con E l'energia irradiata dalla fonte F nell'unità di tempo (ad esempio il secondo). Si definisce intensità  I  della radiazione, misurata ad una distanza  r  dalla fonte, l'energia irradiata nell'unità di tempo e sull'unità di superficie.

Poiché abbiamo supposto che la radiazione avvenga in tutte le direzioni, i punti  di uguale intensità sono i punti su una superficie sferica di centro  F  e raggio r .
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Pertanto  I è uguale all'energia irradiata attraverso la superficie sferica nell'unità di tempo diviso l'area della superficie stessa cioè

E' immediato osservare che l'intensità  I  è asintotica a zero per r che tende all'infinito, cioè il limite per r ( + ( di   I  è zero.

Analogamente si definisce
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Si dirà: comunque si scelga un intorno V di l dovrà esistere un intorno W di  -( tale che per tutte le x( W le corrispondenti f(x) ( V. Ovvero ( ( > 0 (piccolo a piacere) dovrà esistere  M = M (() tale che ( x <  M le corrispondenti f(x) soddisfino

l-( < f(x) < l+(.
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Fig. n. 53 - Il valore l è il limite di f(x) per x che tende a -(


La funzione esaminata in precedenza y = (x2+1)/(x2-4) è unafunzione pari e quindi il suo grafico presenta una simmetria assiale rispetto all'asse delle y. Abbiamo visto che il grafico di questa funzione ammette un asintoto orizzontale di equazione y = 1 per x che tende a + ( e quindi per la proprietà di "essere una funzione pari" dovrà ammettere lo stesso asintoto orizzontale per x che tende a - (, cioè
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Verifichiamolo usando la definizione:

ovvero ( ( > 0 (piccolo a piacere) dovrà esistere  M = M (() tale che ( x <  M le corrispondenti immagini soddisfino

[image: image450.wmf]1

,

,

lim

>

Î

"

+¥

=

+¥

®

a

p

x

a

p

x

x

R


 Per trovare l'intorno di -( cercato si deve risolvere il seguente sistema di disequazioni:
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In generale non si conosce il segno di x2 -4, ma poiché stiamo cercando un intorno di 

-( non è restrittivo supporre x <-2, in tal modo x2 -4 è maggiore di zero e possiamo scrivere
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Il sistema è uguale a quello già studiato per cui i risultati sono gli stessi cioè le soluzioni del sistema sono le due semirette seguenti:
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 Questa volta però abbiamo la condizione x <-2 e delle due semirette trovate soltanto la semiretta a sinistra soddisfa la condizione  x <-2 , pertanto l'intorno cercato di -( è la semiretta
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ovvero (-(, M) = (-(,-((5+4()/((). 

La funzione y = arctg x presenta un asintoto orizzontale per  x che tende a -(, infatti
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Anche la funzione y = ex ha un asintoto orizzontale per x che tende a -( e precisamente la retta y = 0 cioè l'asse delle x, lo stesso dicasi di y = 10x  e di y = 1/x..

In generale una funzione può avere o un solo asintoto orizzontale (solo a destra o solo a sinistra) o due asintoti distinti o lo stesso asintoto o non avere asintoti orizzontali.

Definiamo adesso 
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Analogamente a quanto visto sopra si dirà: comunque si scelga un intorno  V  di +( (sull’asse delle y) deve esistere un intorno  W  di +( sull’asse delle x tale che ( x ( W le corrispondenti f(x) ( V, ovvero ( k > 0 (grande a piacere) deve esistere L = L(k) tale che ( x > L si ha

f(x) > k.

In tal caso si dice che f(x) diverge positivamente per x che tende a +(.
	. [image: image2.png]£060







Fig. n. 54 – La funzione f(x)  ha limite +(  per x che tende a +(
Esempio: 
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Infatti (k > 0 (grande a piacere) ( L = L(k)  : (x> L si ha

5x > k,

ovvero

x > log5 k.

Abbiamo trovato l’intorno di +( cercato, cioè  (log5 k,+ ().

Altro esempio: 
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(k > 0 (grande a piacere) ( L = L(k)  : (x > L si ha
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Per risolvere agevolmente la disequazione facciamo l’ipotesi non restrittiva  x > 1(infatti si deve trovare un intorno di +( ) e quindi
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ovvero                                                   
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L’equazione associata è 
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per vedere se ha radici reali si calcola il ( =  k2-4k-12 > 0 se k <-2 e se  k > 6, ma poiché k deve essere maggiore di zero e grande a piacere, non sarà restrittivo supporre k > 6 e quindi l’equazione associata ha due radici reali
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e la disequazione è soddisfatta per valori esterni , ovvero
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La condizione x > 1 è soddisfatta se consideriamo 
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e questo è l’intorno di +( cercato.

In maniera analoga si definisce
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Comunque si scelga un intorno  V  di +( (sull’asse delle y) deve esistere un intorno  W  di -( sull’asse delle x tale che ( x ( W le corrispondenti f(x) ( V, ovvero ( k > 0 (grande a piacere) deve esistere L = L(k) tale che ( x < L si ha

f(x) > k.

In tal caso si dice che f(x) diverge positivamente per x che tende a -(.
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Fig. n. 55 - La funzione f(x)  ha limite +(  per x che tende a -(
Analogamente si definisce
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Si dirà: comunque si scelga un intorno  V  di -( (sull’asse delle y) deve esistere un intorno  W  di  +( sull’asse delle x tale che ( x ( W le corrispondenti f(x) ( V, ovvero ( k < 0 ((k(grande a piacere) deve esistere L = L(k) tale che ( x > L si ha

f(x) < k.

In tal caso si dice che f(x) diverge negativamente per x che tende a +(.
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Fig. n. 56 - La funzione f(x)  ha limite -(  per x che tende a +(
Così pure si definisce
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Comunque si scelga un intorno  V  di -( (sull’asse delle y) deve esistere un intorno  W  di -( sull’asse delle x tale che ( x ( W le corrispondenti f(x) ( V, ovvero ( k < 0 ((k(grande a piacere) deve esistere L = L(k) tale che ( x < L si ha

f(x) < k.

In tal caso si dice che f(x) diverge negativamente per x che tende a -(.
	[image: image17.png]£060






Fig. n. 57 - La funzione f(x)  ha limite -(  per x che tende a -(
Esempi:
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Verifichiamo adesso che
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Per prima cosa occorre fare l’insieme di definizione della funzione di cui si vuole calcolare il limite, cioè 1-x > 0, ovvero x < 1.

Dovremo verificare che  ( k < 0 ((k(grande a piacere)  esiste L = L(k) tale che ( x < L si ha
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Sappiamo che la radice dove è definita rappresenta sempre un numero non negativo (nel caso specifico un numero positivo) per cui possiamo scrivere
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Disequazione irrazionale con il secondo membro negativo essendo k < 0, dunque affinché la disequazione abbia soluzioni in campo reale occorre che anche il primo membro sia negativo essendo minore del secondo membro, per cui  x < -3.

Sotto questa ipotesi abbiamo un confronto tra quantità negative, moltiplichiamo per –1 entrambi i membri in modo da avere un confronto tra quantità positive e potere poi innalzare al quadrato:
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e quindi
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con la condizione x < -3. Riordinando si ottiene
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l’equazione associata
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ha   ( = (6+k2)2-4(9-k2) = k4 + 16k2 > 0, per cui esistono due radici reali e la disequazione sarà soddisfatta per valori esterni a dette radici
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Se  
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 è  <-3 , l’intorno cercato di -( è (-(,
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Vediamo se  
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<-3, cioè se 
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 e questo è vero perché un numero negativo è sempre minore di un numero positivo.

ATTENZIONE non sarebbe corretto scrivere
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Infatti il primo membro sarebbe un numero positivo ed il secondo membro un numero negativo causa la presenza del fattore k (numero negativo).

La scrittura CORRETTA è    
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 essendo k < 0.

Diamo adesso la definizione di “infinito”.
Una funzione y = f(x) si dice un infinito se si realizza uno dei seguenti fatti:
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cioè se in qualche punto o all’infinito la funzione diverge positivamente o negativamente.

Esempi:
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y = x3  è un infinito per 
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y = log3 x è un infinito per 
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y = 5x è un infinito per 
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Una funzione si dice un “infinitesimo” se si realizza una delle seguenti condizioni:
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Esempi: 
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y = 10x è un infinitesimo per
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y =(x( è un infinitesimo per
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Operazioni con i limiti nel caso di funzioni convergenti.

1. Siano f(x) e g(x) due funzioni convergenti rispettivamente ad l ed m per 
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2. Siano f(x) e g(x) due funzioni convergenti rispettivamente ad l ed m per 
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Queste proprietà possono essere agevolmente dimostrate utilizzando la definizione di limite e sono di grande utilità per il calcolo dei limiti.

Esempi:
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(abbiamo verificato in precedenza, utilizzando la definizione di limite, che il primo addendo della somma converge ad uno),
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Vediamo adesso un altro tipo di asintoti, gli asintoti obliqui.

Sia y = f(x) una funzione definita su un insieme illimitato superiormente e sia 
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Si dice che f(x) ammette un asintoto obliquo per x che tende a +( se esiste una retta y = mx+p con m ( 0  tale da essere tangente al grafico della funzione all’infinito, ovvero
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Se tale asintoto esiste dovrà essere
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Inoltre, poiché 
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 e poiché il prodotto di funzioni convergenti a zero è una funzione convergente a zero, possiamo dire che
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e poiché 
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  il ramo di un’ iperbole , possiamo scrivere
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Pertanto se il grafico della funzione ammette un asintoto obliquo y = mx+p per 
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, i coefficienti m  (m ( 0) e p saranno dati dalle formule precedenti scritte in riquadro.

Il discorso è perfettamente analogo se 
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Osserviamo che l’esistenza dell’asintoto orizzontale esclude l’esistenza dell’asintoto obliquo e che una funzione può avere comportamenti  diversi per 
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Come esempio consideriamo il ramo superiore di un’iperbole

y ( 0 ,  
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che ha come asintoto obliquo 
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 la retta y = -3x e per 
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 la retta y = 3x.
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Fig. n. 58 – Grafici dei rami superiori di un’iperbole e dei suoi asintoti

Funzioni continue

Definizione: una funzione y = f(x) si dice continua in x0 se 
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, cioè se il limite esiste, se è un numero e se coincide con il valore della funzione in quel punto.

Questa definizione implica che x0 deve non solo essere punto di accumulazione per il dominio, ma deve appartenere al dominio.

Una funzione y = f(x) si dice continua a destra in x0 se 
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, cioè se il limite destro esiste e coincide con il valore della funzione in quel punto.

Una funzione y = f(x) si dice continua a sinistra in x0 se 
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, cioè se il limite sinistro esiste e coincide con il valore della funzione in quel punto.

Se una funzione è continua in x0  allora è continua sia a destra che a sinistra di x0 .

Una funzione si dice continua in un intervallo se è continua in ogni punto dell’intervallo.

Si capisce l’importanza delle funzioni continue, per esse è semplice calcolare il limite, basta sostituire il valore di x0 nell’espressione della funzione.

Sono funzioni continue nel loro insieme di definizione le funzioni polinomiali, razionali, irrazionali, logaritmiche, esponenziali, trigonometriche e loro inverse quando esistono.

Somme, prodotti, quozienti e composizioni di funzioni continue sono continue.

Dal punto di vista geometrico una funzione continua su un intervallo ha un grafico che può essere disegnato senza sollevare la penna dal foglio.

Ad esempio per calcolare
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basta osservare che si tratta di una funzione razionale e il risultato del limite sarà il valore che la funzione assume in 2 cioè –7
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Lo stesso dicasi di
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Una funzione non continua in un punto si dice discontinua in quel punto.

Ci sono vari tipi di discontinuità:

a) si dice che una funzione presenta in x0 una discontinuità di 1° specie (salto) se esistono limite destro e sinistro in quel punto e sono numeri diversi, esempio 
[image: image105.wmf]x
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 ha un salto in zero in quanto il limite destro è 1 ed il limite sinistro –1;

b)  si dice che una funzione presenta in x0 una discontinuità eliminabile se i limiti destro e sinistro in quel punto coincidono ma sono diversi dal valore della funzione in quel punto, (si dice eliminabile perché modificando la funzione in quel punto la si rende continua);

c) si dice che una funzione presenta in x0 una discontinuità di 2° specie se almeno uno dei due limiti destro o sinistro è infinito o non esiste.

Operazioni con i limiti nel caso di funzioni entrambe divergenti o una convergente e l’altra divergente.

a) Siano f(x) e g(x) due funzioni divergenti entrambe allo stesso infinito per 
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), se invece f(x) e g(x) divergono ad infiniti di segno diverso f(x)+g(x) dà luogo ad una forma indeterminata del tipo +(-(, cioè ad una forma non immediatamente calcolabile, ma che con uno studio più approfondito può dare un qualsiasi risultato. Brevemente scriveremo +(+( = +(  e -(-( = -( intendendo che sono solamente dei simboli che esprimono in maniera sintetica la proprietà precedentemente espressa.

b) Siano f(x) e g(x) due funzioni divergenti  per 
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), il segno dell’infinito è determinato dalla regola dei segni. In maniera sintetica scriveremo  (+()(+( )= +(  , (-()(-( )= +(  e (+()(-( )= -( .

c) Siano f(x) e g(x) due funzioni divergenti  per 
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), allora la funzione quoziente  f(x)/g(x) dà luogo ad  una forma indeterminata 
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d) Sia f(x) convergente ad l con l ( 0 e sia g(x) divergente per 
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), allora la funzione somma è divergente allo stesso infinito di g(x). La funzione prodotto è divergente ad un infinito il cui segno si determina con la regola dei segni e la funzione f(x)/g(x)  converge a zero mentre g(x)/f(x) diverge ad un infinito il cui segno e determinato dalla regola dei segni. 

Osserviamo che il reciproco di una funzione divergente è convergente a zero e scriveremo brevemente 
[image: image125.wmf]0
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. Se invece f(x) è convergente a zero nulla si può dire sul suo reciproco senza ulteriori informazioni, ma se f(x) tende a zero ed è ( 0 in un intorno del punto in cui si calcola il limite allora il reciproco diverge positivamente analogamente se f(x) tende a zero ed è ( 0 in un intorno del punto in cui si calcola il limite allora il reciproco diverge negativamente se invece f(x) ha segno variabile in ogni intorno del punto in cui si calcola il limite allora il limite non esiste.

Brevemente scriveremo 
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 non esiste.

Un esempio si ha pensando all’iperbole 
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 che è il reciproco di y = x , quando
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 cioè a zero da destra l’iperbole diverge a +(, quando
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 cioè a zero da sinistra l’iperbole diverge a -( , mentre non esiste il limite per 
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e) Sia f(x) convergente ad 0 e sia g(x) divergente per 
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), allora la funzione somma è divergente allo stesso infinito di g(x). La funzione prodotto è una forma indeterminata 0(±() e la funzione f(x)/g(x)  converge a zero mentre g(x)/f(x) diverge ad un infinito se f(x) converge a zero mantenendo il segno costante e il segno dell’infinito è determinato dalla regola dei segni. 

Osserviamo inoltre che se f(x) e g(x) entrambe convergono a zero la loro somma ed  il loro prodotto converge a zero mentre il loro quoziente è una forma indeterminata 
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.

Riassumendo le forme indeterminate finora incontrate sono le seguenti:
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Esaminiamo alcune di queste forme.

Sia  f(x) = 3x2 e g(x) = -x  entrambe divergono per
[image: image139.wmf]+¥
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, la prima a +( e la seconda a -(,  quindi la loro somma darebbe luogo ad una forma indeterminata 

+(-(, però se scriviamo il limite 
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si vede che mettendo in evidenza la potenza di grado massimo riusciamo a calcolare il limite.

Questa volta la forma indeterminata ha dato come risultato +(.

Se invece consideriamo le due parabole  f(x) = 3x2 –5  e g(x) = -3x2  di cui la prima divergente a +( e la seconda a -(  per
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 di nuovo la somma dà luogo ad una forma indeterminata del tipo +(-( però se calcoliamo il limite si ha
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Questa volta la forma indeterminata ha dato come risultato –5.

Consideriamo adesso il rapporto delle funzioni esaminate in precedenza, in entrambi i casi si ha una forma indeterminata del tipo
[image: image143.wmf]¥
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, però se andiamo a scrivere i due limiti si ha, nel primo caso
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e nel secondo
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[image: image144.wmf]
.

Dunque sono possibili tutti  i risultati nello studio delle forme indeterminate da cui il nome di indeterminate.

Vediamo un altro esempio:

sia  f(x)  =
[image: image145.wmf]1
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 e g(x) = -3x entrambe divergono per
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, una a +( e l’altra a -( , (la prima è il ramo superiore di un’iperbole e la seconda è una retta).

La loro somma dà luogo ad una forma indeterminata +(-(, calcoliamo il limite con il metodo della razionalizzazione:
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Per razionalizzare abbiamo usato il prodotto notevole (a+b)(a-b)=(a2-b2) .

 Riportiamo in figura i due grafici

	[image: image148.png]y=I(Ix2 43







Fig. n. 59 – Grafico di  y =
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 e del suo asintoto destro y = 3x

Si osserva che la retta y = 3x  diventa tangente al ramo dell’iperbole per 
[image: image150.wmf]+¥
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 infatti la loro differenza tende a zero come abbiamo visto quindi possiamo concludere che la retta y = 3x è l’asintoto obliquo al ramo dell’iperbole  per 
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.

Utilizziamo le proprietà dei limiti per vedere se la funzione seguente diverge e se ammette asintoti obliqui, sia
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 è immediato calcolare
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Dunque la funzione può ammettere asintoto obliquo per 
[image: image154.wmf]+¥
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, calcoliamo m e p ricordando che devono essere due numeri con m ( 0.
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Quindi la funzione ammette asintoto obliquo per
[image: image157.wmf]+¥
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 di equazione  y = x-4. In questo caso particolare la funzione ammette lo stesso asintoto per 
[image: image158.wmf]-¥
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 come è facile verificare.

Osservazione nel calcolo di limiti per 
[image: image159.wmf]±¥
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 di funzioni razionali siamo quasi sempre di fronte a forme indeterminate del tipo
[image: image160.wmf]¥
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 e per determinarle conviene mettere in evidenza al numeratore che al denominatore la potenza di grado massimo, semplificare e poi utilizzare le proprietà dei limiti.

E’ facile provare che se il grado del numeratore è uguale a quello del denominatore il limite coincide con il quoziente dei coefficienti di grado massimo e la funzione ammette un asintoto orizzontale.

 Se il grado del numeratore è maggiore di quello del denominatore la funzione razionale diverge , il segno dell’infinito si determina con la regola dei segni.

Se il grado del numeratore supera di uno il grado del denominatore la funzione razionale diverge ed ammette un asintoto obliquo.

Se infine il grado del numeratore è minore di quello del denominatore la funzione razionale converge a zero e la funzione ammette come asintoto orizzontale l’asse delle x.

Teoremi sul calcolo dei limiti.

Alcuni teoremi sono di grande utilità per il calcolo dei limiti, noi non li dimostriamo ma discendono immediatamente dalla definizione di limite.

Teorema del confronto: 

“Siano f(x) e g(x) due funzioni tali che f(x) ( g(x) in un intorno di x0 (oppure di +( o di-( ) e sia g(x) divergente positivamente per
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 (oppure 
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, o 
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) allora anche f(x) , come maggiorante di g(x), diverge positivamente. Se invece f(x) diverge negativamente allora anche g(x), come minorante di f(x) diverge negativamente.”
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	Fig. n. 60 – Teorema del confronto
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	Fig. n. 61 – Teorema del confronto


Ad esempio se vogliamo calcolare 
[image: image166.wmf])
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, osserviamo che la parabola diverge positivamente all’infinito ma la funzione y = sen x essendo una funzione periodica non costante non ha limite all’infinito per cui con  le sole operazioni sui limiti non possiamo concludere nulla circa l’esistenza del limite.

Se osserviamo però che  la  funzione y = sen x è una funzione limitata  tra –1 e 1 e che in particolare  -1 ( senx  , possiamo perciò scrivere   -1+ x2  ( senx + x2 , cioè la funzione di cui vogliamo calcolare il limite è maggiorante di y = -1+ x2 e questa parabola diverge positivamente per
[image: image167.wmf]+¥
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, quindi il per il teorema del confronto la maggiorante diverge positivamente e il risultato del limite è +(.

Altro teorema fondamentale per il calcolo dei limiti è il seguente:

Teorema dei carabinieri:

 “Siano f(x), g(x), h(x) tre funzioni definite in un intorno di  x0 (oppure di +( o di-( ) e siano tali che f(x) ( g(x) ( h(x) per le x di questo intorno e sia inoltre soddisfatta la seguente condizione
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oppure
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Allora anche g(x) “incastrata” tra f(x) e h(x) ha lo stesso comportamento cioè esiste il limite di g(x) e coincide con il limite di f(x) e di h(x).”
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	Fig. n. 62 – Teorema dei carabinieri


Esempio:

si calcoli   
[image: image172.wmf]x
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Poiché y = senx ed y = x sono funzioni continue in 0 , calcolando il limite sostituendo il valore delle funzioni in zero si ottiene la forma indeterminata  
[image: image173.wmf]0
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.

Vediamo di determinare questa forma con l’aiuto del teorema dei carabinieri.

Facciamo qualche osservazione. La funzione 
[image: image174.wmf]x
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 è una funzione pari (essendo quoziente di due dispari) quindi presenta una simmetria assiale rispetto all’asse y, pertanto sarà sufficiente calcolare   
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. Infatti per la proprietà di “parità” anche 
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 dovrà essere uguale al
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 e quindi anche il limite.

Inoltre poiché si deve calcolare il limite per 
[image: image178.wmf]+
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 non sarà restrittivo supporre  0 < x < (/2,

per le x  di tale intervallo aperto valgono le disuguaglianze seguenti;

0 < senx < x < tgx
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	Fig. n. 63 – 0 < sen x < x < tg x , se x >0


Basta ricordare che x è la misura dell’arco che sottende in una circonferenza unitaria un angolo al centro di x radianti.

Si ha

0 < senx < x < senx/cosx

e quindi passando ai reciproci

1/senx > 1/x  > cosx/senx > 0,

moltiplicando tutti i membri per senx (fattore positivo in un intorno destro di 0) si ha

1 > senx/x  > cosx > 0, 

cioè per x ((0, (/2) la funzione di cui dobbiamo calcolare il limite si trova “incastrata” tra le funzioni 1 e cos x  e queste due funzioni convergono ad 1 per 
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, dunque per il teorema dei carabinieri 
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Il risultato ottenuto è di notevole importanza per il calcolo dei limiti come vedremo in seguito e ad esso diamo il nome di limite notevole.

Vediamo un’altra applicazione del teorema dei carabinieri.

Si calcoli
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sen

x

x

1

lim

2

0

®

.

Si osserva che la parabola converge a zero, 1/x non ha limite ed inoltre y = senx non ha limite all’infinito, dunque per calcolare il limite dobbiamo ricorrere al teorema dei carabinieri dopo aver osservato che sen(1/x) è limitata, precisamente
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e moltiplicando per x2 si ha
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La funzione di cui si vuole calcolare il limite è “incastrata” tra due parabole che convergono a zero per 
[image: image186.wmf]0
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 e quindi per il teorema dei carabinieri la funzione nel mezzo ha lo stesso limite, cioè
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Se avessimo voluto calcolare invece
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poiché la parabola diverge positivamente e poiché 1/x converge a zero e quindi sen1/x converge a zero, si avrebbe una forma indeterminata del tipo (+()0.

Questa volta la disuguaglianza 
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 non ci dà informazioni utili perché y = –x2 diverge negativamente e y = x2 diverge positivamente e quindi non possiamo applicare né il teorema del confronto  (perché la minorante diverge negativamente e la maggiorante diverge positivamente) né quello dei carabinieri (perché le due parabole non hanno lo stesso limite).

 Riportiamo il grafico della funzione
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 (funzione dispari) per visualizzare il comportamento della funzione nelle vicinanze dello zero e all’infinito. Osserviamo ancora che la disuguaglianza 
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 ci dice che il grafico della funzione  è compreso tra il grafico delle due parabole come ben evidenziato in figura .

Per calcolare la forma indeterminata utilizziamo il limite notevole
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 che per comodità riscriviamo
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. Abbiamo già osservato che 1/x converge a zero per 
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 per cui ponendo  ( = 1/x nel limite precedente si ha che
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  e quindi sostituendo 1/x al posto di ( si ha 
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. Questo altro non è che il limite notevole  riscritto in forma diversa. Dunque possiamo scrivere

[image: image460.wmf]0

1

)

(

lim

+¥

=

+¥

®

x

x

x


.

	[image: image199.png]Hed





	Fig. n. 64 – Grafico di 
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Cambiamo adesso la scala per evidenziare il comportamento della funzione all’infinito
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	Fig. n. 65 – Grafico di 
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Vediamo un altro esempio di calcolo di limiti con l’ausilio del teorema dei carabinieri.

Si voglia calcolare
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Si osserva che l’iperbole 1/x  converge a zero per
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 e y = senx  non ha limite all’infinito però è limitata tra –1 ed 1 , per cui
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e quindi moltiplicando la funzione per 1/x  (positivo perché non è restrittivo supporre x > 0 dovendo calcolare un limite per
[image: image206.wmf]+¥
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) tutti i membri  della disuguaglianza si ha 
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e quindi poiché le due iperboli convergono a zero per 
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 anche la funzione
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 converge a zero per
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 per il teorema dei carabinieri.

Attenzione a non confondere i due limiti:
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il primo rappresenta il comportamento della funzione 
[image: image213.wmf]x
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 (funzione pari) nelle vicinanze dello zero e l’altro il comportamento della funzione all’infinito.

Osserviamo che   
[image: image214.wmf]x
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   non è definita nell’origine, ma può essere prolungata con continuità in 0 assegnandole il valore del limite , cioè 1 e quindi in 0 la funzione presenta una discontinuità eliminabile.

Riportiamo il grafico della funzione e delle due iperboli maggioranti e minoranti
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	Fig. n. 66 – Grafico di  
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 di y = -1/x e di y = 1/x 


In generale il prodotto di una funzione limitata per una convergente a zero è una funzione convergente a zero.

Oltre al limite notevole prima citato ne esistono altri che riassumiamo in  tabella.

Prima però completiamo la tabella delle forme indeterminate aggiungendo:

00            (+()0          1±(
Tabella riassuntiva dei limiti notevoli
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Il primo limite ci dice che y = sen x si comporta come y = x per 
[image: image217.wmf]0
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 e lo stesso y = e x –1 e così pure y = log(1+x) ( sarebbero state tutte forme indeterminate del tipo 0/0) .

Il primo limite del secondo rigo ci dice che y = a x  (con a>1) è un infinito superiore ad ogni potenza della x   per 
[image: image218.wmf]+¥
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, mentre log x è inferiore ad ogni potenza della x anche se lo innalziamo a qualunque potenza (sarebbero state tutte forme indeterminate del tipo +∞/(+∞)) .

.

Dai limiti della precedente tabella si deducono i seguenti limiti di grande utilità per il calcolo delle forme indeterminate:
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Il primo limite del secondo gruppo ci dice che anche y = tg x si comporta come y = x per 
[image: image219.wmf]0
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 entrambi infinitesimi, il secondo ci dice che y = 1-cosx si comporta come y = x2/2 per
[image: image220.wmf]0
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.

Il terzo limite è una forma indeterminata del  tipo (+()0 e il risultato vale 1, lo stesso dicasi del terzo e quarto limite.

Riportiamo i grafici di y = sen x, y = e x-1, y = log(x+1), y = tg x  nelle vicinanze dell’origine, da tali grafici risulta che  dette funzioni si comportano come y = x nelle vicinanze dell’origine.
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	Fig. n. 67 – Grafici di y = sen x  e di y = x
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	Fig. n.68 – Grafici di y = e x-1 e di y = x
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	Fig. n. 69 – Grafici di y = log(x+1) e di y = x
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	Fig. n. 70 – Grafici di y = tg x e di y = x


La funzione y = 1-cosx si comporta come y = x2/2 nelle vicinanze dell’origine come è immediato verificare dal grafico
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	Fig. n. 71 – Grafici di y = 1- cos x e di y = x2/2 


Come applicazione dei limiti precedenti si calcoli
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si tratta di una forma indeterminata, mettendo in evidenza la potenza si ha
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Se invece vogliamo calcolare
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si ha una forma indeterminata del tipo (+()0 , per risolvere tale forma occorre ricordare una proprietà dei logaritmi: (( > 0 si può scrivere ( =  e log(  (al posto della base  e  ci può essere  un qualunque numero maggiore di 0 e diverso da 1), dunque

x 1/x = e (logx)/x  . Pertanto il limite diventa
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In generale tutte le volte che si ha y =(f(x)) g(x) conviene scrivere y = e (g(x))log(f(x)).  

Abbiamo precedentemente osservato che in un intorno dell’origine la funzione y = senx e la retta y = x hanno lo stesso comportamento, infatti
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,

ma anche la funzione y = arcsenx  ha lo stesso comportamento di y = x essendo il suo grafico il simmetrico di y = senx rispetto proprio alla retta y = x, come si ben vede in figura
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	Fig. n. 72 – Grafici di y = arcsen x , y = sen x e di y = x


quindi si ha anche
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 In maniera analoga si osserva che dall’essere
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,

si ha che i grafici della funzione y = tgx ed y = x  hanno lo stesso comportamento in zero e quindi anche y = arctgx e y = x, cioè
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,

in figura si riportano i tre grafici.
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	Fig. n. 73 – Grafici di y = arctg x, y = tg x e di y = x


Completiamo il quadro dei limiti notevoli o dedotti da questi osservando che  a x = 

e xloga , e quindi
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Analogamente, tenendo presente la formula di cambiamento di base dei logaritmi (
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Esercizi

1. Si disegni il grafico di una funzione che soddisfi le seguenti condizioni:

           a) 
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           b) 
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           c) f(x) è pari, 
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2. Utilizzando i grafici delle funzioni elementari e la definizione di valore assoluto si disegni il grafico di
[image: image233.wmf]1

5

1

-

+

-

=

x

x

y

 e osservando il grafico si dica quanto valgono i limiti seguenti
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3. Si trovino tutti gli asintoti della funzioni seguenti:
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4. Si calcolino i seguenti limiti:
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5. Si calcoli 
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 nel caso in cui f(x) soddisfi la disuguaglianza seguente
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6. Supponiamo che una reazione chimica origini ad un certo istante t una concentrazione C di un particolare ione data da

C(t) = 9 e-5t + 3 e-2t.

           Si calcoli la concentrazione all’ istante iniziale e quando 
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7. Dalla teoria della relatività la massa  m  di una particella e la sua velocità   v  sono legate dalla relazione 
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             ove m0 è la massa a riposo della particella e  c  la velocità della luce. Si trovi la massa della

             particella quando  
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8. Dire se la  seguente funzione è continua    
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Infinitesimi ed infiniti

Una funzione y = f(x) si dice un infinitesimo per 
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Siano y = f(x) e y = g(x) due infinitesimi, si dicono simultanei se convergono a zero per le stesse x.

Esempio: y = senx e y = x2+3x sono simultanei perché tendono entrambe a zero per 
[image: image260.wmf]0

®

x

, mentre

y = x-3  e y = tgx non sono simultanei perché y = x-3 tende a zero per 
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,mentre y = tgx tende a zero per
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Si chiamano infinitesimi campione i seguenti:

y = x-x0      per 
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y = x           per 
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y = 1/x       
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Due infinitesimi simultanei y = f(x) e y = g(x) si dicono dello stesso ordine se
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Per indicare che i due infinitesimi sono dello stesso ordine scriveremo brevemente

f(x)(mg(x) per  
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Esempio di infinitesimi dello stesso ordine: 

gli infinitesimi y = x3 –5x  e y = 7x , infinitesimi per
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, sono dello stesso ordine, infatti
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Il limite notevole
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ci dice che y = senx e y = x sono infinitesimi dello stesso ordine 
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 e precisamente del primo ordine.

Analogamente:
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Ci dice che y = log(x+1) e y = x sono infinitesimi dello stesso ordine 
[image: image274.wmf]0

®

x

 e precisamente del primo ordine.

Possiamo dunque riscrivere i limiti notevoli  nel modo seguente  evidenziandone i così detti comportamenti asintotici 

 sen x ( tg x ( log(1+x) ( e x-1 ( arcsen x ( arctg x ( x   per 
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,

mentre

 a x-1 ( x log a  per 
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e

 1-cosx  ( x2/2  per
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.
In modo analogo (utilizzando la formula di cambiamento di base dei logaritmi) si vede che

 loga (1+x) ( x loga e.
Tali comportamenti asintotici permettono di calcolare le forme indeterminate  0/0  con più facilità,
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esempio:

abbiamo utilizzato il fatto che per
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 log(5x+1)(5x  , sen3x(3x e che tg5x ( 5x.

Altro esempio:
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forma indeterminata, per utilizzare i comportamenti asintotici sommiamo e sottraiamo 1 al numeratore
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Dati due infinitesimi simultanei y = f(x) e y = g(x) si dice che  y = f(x) è di ordine superiore a y = g(x)  se
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Esempio: le funzioni y = 1-cos7x  e y  = log5 (1+x) sono entrambe infinitesime per
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, per stabilire chi delle due sia di ordine superiore si considera il loro rapporto e se ne calcola il limite
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forma indeterminata , ma utilizzando i comportamenti asintotici si ha

Se ne deduce che y = 1-cos7x  è di ordine superiore a  y  = log5 (1+x).

Dati due infinitesimi simultanei y = f(x) e y = g(x) si dice che  y = f(x) è di ordine inferiore a y = g(x)  se
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Di dice ordine di un infinitesimo la potenza a cui va innalzato l’infinitesimo campione perché i due siano equivalenti ovvero dello stesso ordine .

Esempio  y = sen3x2  è un infinitesimo  del secondo ordine per
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, infatti
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Principio di sostituzione degli infinitesimi: siano y = f(x), y = F(x), y =g(x) e y = G(x) quattro infinitesimi simultanei per  
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 ) e sia F(x) di ordine superiore a f(x) e G(x) di ordine superiore a g(x), allora
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 EMBED Equation.3  [image: image290.wmf], 
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Il principio di sostituzione degli infinitesimi ci dice che nel calcolo di una forma indeterminata si possono trascurare gli infinitesimi di ordine superiore.

Esempio:
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forma indeterminata, aggiungiamo 1 e –1 al numeratore per poter utilizzare gli sviluppi asintotici

al numeratore abbiamo due infinitesimi del secondo ordine e uno di ordine 100, per il principio di sostituzione trascureremo quest’ultimo. Al denominatore si ha un infinitesimo del primo ordine e sotto radice la somma di due infinitesimi uno del quarto ed uno di ordine ottavo, tra i due dobbiamo considerare quello di orine quattro e scrivere
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l’infinitesimo a numeratore è di ordine superiore di quello a denominatore  e quindi il limite vale zero.

Una funzione y = f(x) si dice un infinito per 
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Siano y = f(x) e y = g(x) due infiniti, si dicono simultanei se divergono per le stesse x.

Esempio: y = log x e y = x2+3x sono simultanei perché tendono entrambe ad infinito per 
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, mentre

y = x-3  e y = 1/x2 non sono simultanei perché y = x-3 tende ad infinito per 
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, mentre

y = 1/ x2 tende ad infinito  per
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Si chiamano infiniti campione i seguenti:

y =1/( x-x0)    per 
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y =1/( x-x0)    per 
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y = x           per
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y = 1/x       
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Due infiniti simultanei y = f(x) e y = g(x) si dicono dello stesso ordine se
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Per indicare che i due infiniti sono dello stesso ordine scriveremo brevemente

f(x)(mg(x) per  
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Esempio:

le funzioni y = x3-3x+5 ed y = 4x3-7x2+2  infinite per
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 sono dello stesso ordine
infatti
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Altro esempio: le funzioni y = 3x +senx  ed y = 3x  sono infiniti dello stesso ordine per 
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, infatti: la funzione y = senx non ha limite all’infinito però sommata a y = 3x diverge (per il teorema del confronto), dunque
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Dati due infiniti simultanei y = f(x) e y = g(x) si dice che  y = f(x) è di ordine superiore a y = g(x)  se
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Esempio: le funzioni y = x3-cos7x  e y  =1+x sono entrambe infinite per 
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 , per stabilire chi delle due sia di ordine superiore si considera il loro rapporto e se ne calcola il limite
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forma indeterminata , ma utilizzando i comportamenti asintotici si ha
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Se ne deduce che y = x3-cos7x  è di ordine superiore a  y  =1+x.

Dati due infiniti simultanei y = f(x) e y = g(x) si dice che  y = f(x) è di ordine inferiore a y = g(x)  se
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Di dice ordine di un infinito la potenza a cui va innalzato l’infinito campione perché i due siano equivalenti ovvero dello stesso ordine .

Esempio  y = 3x2+senx  è un infinito  del secondo ordine per
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I due limiti notevoli 
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ci dicono che le funzioni esponenziali sono infiniti di ordine superiore ad ogni potenza della  x mentre il logaritmo come infinito è più debole di ogni potenza .

Principio di sostituzione degli infiniti: siano y = f(x), y = F(x), y =g(x) e y = G(x) quattro infiniti simultanei per  
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 ) e sia F(x) di ordine superiore a f(x) e G(x) di ordine superiore a g(x), allora
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Il principio di sostituzione degli infiniti ci dice che nel calcolo di una forma indeterminata si possono trascurare gli infiniti di ordine inferiore.

Esempio:
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Altro esempio.

per calcolare questa forma indeterminata (infinito su infinito) si é osservato che cos7x non ha limite però è limitato,  la funzione esponenziale va a zero essendo la base della potenza minore di uno, il logaritmo come infinito è più debole di ogni potenza di x ed inoltre la radice è un infinito del 4° ordine in questo caso.
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Di nuovo 3x-senx ( 3x per 
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, 3-x tende a zero per
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, 4x  è un infinito  di ordine superiore sia a x100 che ad x1/2 . 

Consideriamo adesso
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di nuovo il logaritmo come infinito è più debole di ogni potenza di x, inoltre 5 x è di ordine superiore a  3x come si può verificare in base alla definizione e sen(x pur non avendo limite  è limitato.

Calcoliamo adesso il limite della stessa funzione per 
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trattandosi di un confronto tra infinitesimi abbiamo utilizzato i comportamenti asintotici per
[image: image330.wmf]+

®

0

x

e poi si è osservato che x3/2 è di ordine superiore ad x e come tale si può trascurare.

Riassumendo, per il principio di sostituzione, nel caso di infinitesimi devo trascurare quelli di ordine superiore e nel caso di infiniti quelli di ordine inferiore.

Esercizi

9. Sia y = f(x) convergente a zero per
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, allora cosa si può dire del
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10. Sia y = g(x) divergente positivamente per 
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, allora cosa si può dire del                                           
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11. Sia y = g(x) convergente a zero per 
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12. Sia f(x) > 0 in un intorno di 3 e sia inoltre un infinitesimo per 
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