Capitolo III

Teoremi sulle funzioni continue

Prima di studiare le proprietà delle funzioni continue diamo alcune definizioni.

Dato un sottoinsieme  A  di R , A si dice limitato superiormente se ammette dei maggioranti cioè se esistono numeri b ( R tali che b ( a  (a ( A e si dice limitato inferiormente se esistono dei numeri  c ( R tali che c ( a  (a ( A. Un insieme  A  si dice limitato se è limitato sia inferiormente che superiormente. Se  A  non è limitato superiormente si dice illimitato superiormente e si scrive sup A = +(.

Analogamente se  A  non è limitato inferiormente si dice illimitato inferiormente e si scrive inf A = -(. 

Un assioma dei numeri reali  asserisce che un insieme  A  limitato superiormente ammette estremo superiore cioè esiste in R un numero che è un maggiorante per  A  e tra tutti i maggioranti è il più piccolo.

 Se tale estremo superiore appartiene all’insieme  A  si dice massimo. Analogamente un insieme  A  limitato inferiormente ammette estremo inferiore cioè esiste in R un numero che è un minorante per  A  e tra tutti i minoranti è il più grande. Se tale estremo inferiore appartiene all’insieme  A  si dice minimo. 

Esempio: sia  A = (0,1] = {x ( R :  0 < x ( 1}, maggioranti di  A  sono i numeri 3, 8, 9…. e tra questi ce n’è uno più piccolo degli altri : il numero 1. E’ il più piccolo perché se si diminuisce di poco non è più un maggiorante per l’insieme  A  nel senso che esistono in tal caso elementi di  A  che lo superano. Inoltre  1 ( A e quindi è massimo. L’insieme A ammette minoranti: i numeri –1, -4, -100…..e tra questi minoranti il più grande è  0  e  0 ( A dunque  0 è estremo inferiore ma non è minimo.

Sia  A  = {1/n , n ( N }={1,1/2,1/3,1/4………,1/100,…..}, si vede che max A = 1 ed inf A = 0  e 0 non è minimo.

Sia  A  = {n , n ( N }={1,2,3,4………,100,…..}, si vede che sup A = + (  e min A = 1  .

Sia  A  = Z (l’insieme dei numeri interi), allora sup A = + (  e inf A = -(.

Le definizioni ora date si estendono alle funzioni riferendoci all’insieme immagine, ovvero data y = f(x) si chiama estremo superiore di f  l’estremo superiore dell’insieme immagine ed estremo inferiore di  f  l’estremo inferiore dell’insieme immagine.

Una funzione si dice limitata se l’insieme immagine è limitato. Si dice illimitata superiormente se l’insieme immagine è illimitato superiormente e scriveremo sup f = + (.

Esempio: una funzione convergente a  3 per 
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 è limitata in un intorno di 2, infatti dalla definizione di limite si ha che  (( > 0  (  W intorno di  2  tale che ( x ( W/{2} si ha

3 - ( < f(x) < 3 + (, cioè l’immagine della funzione è compresa tra i numeri 3 - (  e  3 + ( a patto che  x ( W/{2}.

Sia f(x) = 1/x  osservando il suo grafico si vede che Im f = (- (,0) ( (0, + () e quindi inf f = - ( e sup f = + (.

Sia f(x) = log1/3 x , la sua immagine è (- (,+ () e quindi inf f = - ( e sup f = + (.

Sia f(x) = arctg x la sua immagine è (-π/2, π/2) quindi inf f =-π/2 e sup f = π/2 , ma non sono massimo e minimo quindi f(x) non ha massimo e non ha minimo.

Sia f(x) = 1+ x2 , Im f  = [1,+ (), quindi min f = 1 e sup f = + (.

Sia f(x) = senx , Im f = [-1,1] , quindi min f =-1 e max f = 1.

Sia f(x) = (x( , Im f = [0,+ (] , quindi min f = 0 e sup f = + (.

Sia f(x) = x/(x( , Im f = {-1, 1} ( cioè l’immagine è fatta solo da due numeri) , allora min f =-1 e max f = 1.

Si pone il problema di quale siano le funzioni che hanno massimo e minimo e a questo quesito risponde il

 Teorema di Weierstrass:

“Sia y = f(x) continua in un intervallo limitato e chiuso [a,b] allora f(x) ammette massimo  M e minimo m  assoluti, cioè esistono x1 e x2 ( [a,b] tali che f(x1) = M, f(x2) = m  e  m ( f(x) ( M per ogni x ([a,b].”

Osservazione: i punti x1 e x2   possono essere interni ad [a,b] , ma anche coincidere o con a o con b.

Esempio : la funzione y =1+ ((4-x2)  definita e continua nell’intervallo chiuso [-2,2]  ha minimo m uguale a 1 assunto in x = -2  (ma anche in x = 2) e massimo M = 3 assunto in un punto interno all’intervallo [-2,2]   e precisamente in 0 come si vede dalla figura sotto riportata.
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	Fig. n. 74 – Grafico di y =1+ ((4-x2)  


Il grafico di cui sopra è il grafico del ramo superiore di una circonferenza di centro l’origine e raggio 2 traslato di 1.  

La funzione y = (+ arcsen(x-()  invece ha sia il minimo che il massimo  assunti agli estremi dell’intervallo di definizione.

L’insieme di definizione si determina imponendo che  -1 (  x- ( ( 1, ovvero -1+( ( x ( 1+(.

In tale insieme la funzione è continua essendo somma e composizione di funzioni continue inoltre la funzione vale (/2 in x = –1+( e vale 3(/2 in x = 1+(.

Il grafico si ottiene immediatamente osservando che y = arcsen (x-() è il grafico della funzione  arcseno traslato lungo l’asse delle x di (.

Traslando poi lungo l’asse delle y di ( si ottiene il grafico della funzione  y = (+ arcsen(x-() riportato in figura. 
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	Fig. n. 75 – Grafico di y = = (+ arcsen(x-()  


Osservazione: se indeboliamo le ipotesi fatte da Weierstrass si possono portare esempi di funzioni che non hanno il minimo o non hanno il massimo o entrambi. 

Esempio:

y = tgx è continua in (-(/2, (/2)  e in quell’intervallo non ha massimo né minimo ma estremo superiore +( ed estremo inferiore -(. Tale funzione non soddisfa le ipotesi del teorema di Weierstrass perché  è continua in (-(/2, (/2)  e non nell’intervallo chiuso [-(/2, (/2]. 

Teorema di esistenza degli zeri :

“Sia y = f(x) continua in un insieme limitato  e chiuso [a,b] e sia  f(a)f(b) < 0 ( cioè in a ed in b la funzione assume valori di segno opposto) allora esiste almeno un punto c interno ad (a,b) tale che f(c) = 0, cioè esiste almeno uno zero della funzione y = f(x) nell’intervallo [a,b], ovvero il grafico della funzione attraversa in almeno un punto l’asse delle x, ovvero  0  è immagine di qualche c ([a,b] .”

Esempi:

la funzione y = (/2 – arccosx in [-1,1] è continua, in –1 assume il valore -(/2 ed in 1 vale (/2, come si vede dal grafico il punto c in questo caso è lo 0.

Si osserva inoltre che y = (/2 – arccosx altro non è che la funzione y = arcsenx, per cui possiamo fare riferimento al suo grafico
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	Fig. n. 76 – Grafico di y = (/2 – arccosx = arcsen x


La funzione  y = -1+((-x2+2x+8) è continua nel suo dominio essendo somma e composizione di funzioni continue inoltre in 0 vale –1+2(2 (numero positivo) ed in 4 vale –1 , quindi per il teorema dell’esistenza degli zeri ha almeno uno zero nell’intervallo (0,4) come si vede dalla figura
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	Fig. n. 77 – Grafico di y = -1+((-x2+2x+8)


La seguente funzione è continua in [1,4] e presenta due zeri
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	Fig. n. 78 – Grafico di funzione continua


Come dice l’enunciato il teorema di esistenza degli zeri è un teorema di ESISTENZA e non di unicità. Per avere un teorema di esistenza e unicità occorre fare delle ipotesi ulteriori sulla funzione.

Per esempio se aggiungiamo l’ipotesi di monotonia stretta per la funzione il teorema diventa un teorema di esistenza e unicità.

Riferendosi agli esempi dati, la funzione y  = arcsen x è crescente stretta e quindi lo zero è unico come si vede dal grafico.

Tale teorema è di grande utilità nello studio di equazioni diverse dalle equazioni di 1° e 2° grado. 

Già se abbiamo un’equazione di 3° spesso non sappiamo risolverla, a maggior ragione se l’equazione è più complicata come la seguente:

ex –2+x = 0.

Risolvere un’equazione vuol dire prima di tutto sapere se ci sono delle soluzioni ed in caso affermativo trovarle o se questo non è possibile trovare dei valori approssimati delle soluzioni e conoscere il grado di approssimazione ovvero l’errore che si commette accettando come soluzione “vera” la soluzione approssimata. I metodi di approssimazione non servono a nulla se prima non sappiamo che una soluzione esiste.

Per sapere se l’equazione ex –2+x = 0 ha soluzioni si può utilizzare il teorema di esistenza degli zeri dopo aver osservato che la funzione associata all’equazione f(x) = ex –2+x è una funzione continua su tutto R . Occorre trovare un intervallo [a,b] tale da soddisfare le ipotesi del teorema di esistenza degli zeri cioè tale che f(a)f(b) < 0. In genere si procede per tentativi e si utilizzano valori di  a  che permettono facilmente di calcolare f(a) , nel nostro caso conviene scegliere a = 0. si avrà f(a) = e0 –2+0 =1-2 = -1 (< 0). Adesso non resta che trovare  b in modo che f(b) >0. La scelta di  b ci è suggerita dall’espressione stessa della funzione, scegliendo b = 2 si ha f(b) = e2 –2+2 = e2 > 0.

Dunque f(x) ristretta all’intervallo [0,2] soddisfa le ipotesi del teorema e quindi ha almeno uno zero cioè esiste almeno una soluzione di ex –2+x = 0 in [0,2].

Osserviamo che tale soluzione sarà unica perché f(x) risulta essere monotona crescente stretta essendo la somma di funzioni monotone crescenti strette (y = ex  ed y = 2-x ).

Un altro metodo che può essere di aiuto per avere informazioni circa l’esistenza di soluzioni è il così detto “metodo grafico”: si riscrive l’equazione in modo tale che risulti l’equazione risolvente di un sistema di equazioni che rappresentano curve note. Nel nostro caso:

ex = +2-x

ovvero equazione risolvente del sistema fatto dalle due equazioni y = ex ed y = 2-x. Le due equazioni rappresentano un’esponenziale ed una retta.

Disegnamo i due grafici per vedere i punti a comune, cioè dove i due grafici si intersecano. Le ascisse dei punti di intersezione sono le soluzioni dell’equazione di partenza.

Nel nostro caso abbiamo un sol punto come si vede facilmente dai due grafici disegnati nella figura seguente.
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	Fig. n. 79 – Grafici di y = ex  ed y = 2-x 


Anche in questo caso si vede che la soluzione c ( [0,2].

Una volta appurato che una soluzione esiste si può tentare di trovarne delle approssimazioni restringendo sempre più l’intervallo [a,b] attorno a c in modo che siano sempre soddisfatte le ipotesi del teorema di esistenza degli zeri.

Per esempio nel nostro caso possiamo dividere l’intervallo [0,2] in 2 sottointervalli uguali: [0,1] e [1,2], e calcolare la funzione in 1 , f(1) = e-1 > 0, dunque il sottointervallo che ancora soddisfa le ipotesi del teorema è [0,1]. Procedendo in modo analogo si divide [0,1] in due sottointervalli:

[0,1/2]  e [1/2,1] e si calcola f(1/2) = (e –3/2 > 0 , quindi l’intervallo che soddisfa le ipotesi del teorema è [0,1/2] e la soluzione c è interna a questo intervallo, e così via…….., gli estremi dell’intervallo rappresentano approssimazioni (per difetto e per eccesso) della soluzione vera.

Il teorema di esistenza degli zeri può essere letto anche nel modo seguente: “se una funzione continua in un intervallo limitato e chiuso assume due valori, uno negativo e l’altro positivo, allora assume anche il valore  0  che è un valore intermedio al valore negativo ed al valore positivo.

Questa lettura ci introduce al 

Teorema dei valori intermedi:

“Sia y = f(x) una funzione continua in [a,b] e sia k un numero compreso tra f(a) e f(b) , allora esiste almeno un c ( (a,b) tale che f(c) = k, cioè k è immagine tramite  f  di qualche c ( (a,b), ovvero il grafico della funzione interseca la retta y = k in qualche punto”.

Il teorema dei valori intermedi si riconduce al teorema di esistenza degli zeri per traslazione (basta traslare f(x) di –k).

Poiché per il teorema di Weierstrass una funzione continua in [a,b] ammette massimo M e minimo m, il teorema dei valori intermedi ci dice che l’immagine di una funzione continua in [a,b] è tutto l’intervallo limitato e chiuso [m,M], ovvero ci dice che le funzioni continue mandano intervalli limitati e chiusi in intervalli limitati e chiusi

[a,b] ( [m,M].

Se la funzione non è continua in un intervallo limitato e chiuso si possono avere dei controesempi:

la funzione il cui grafico è riportato qui sotto non è continua in tutto [1,3], ma presenta un salto in x = 2 e la sua immagine non è un intervallo limitato e chiuso ma è un insieme fatto di due numeri: 1 e 2 .
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	Fig. n. 80 – Grafico di funzione a scalino


Vediamo un’applicazione del teorema di esistenza degli zeri.

Un trekker parte da un paesino a 500 m di quota ( sul livello del mare ) alle ore 10 ed arriva ad un rifugio a quota 2000 m alle ore 16.

Il giorno successivo riparte dal rifugio alle ore 10 e percorrendo lo stesso sentiero arriva alle ore 16 al punto di partenza. Si provi che esiste un punto del tragitto in cui il trekker transita alla stessa ora nei due giorni.

Dimostrazione: sia h = h(t) la funzione che rappresenta la quota raggiunta il primo giorno in funzione del tempo e sia h = h1(t) la funzione che rappresenta la quota raggiunta il secondo giorno in funzione del tempo. Consideriamo la funzione differenza h(t)- h1(t), provare che il trekker è passato dallo stesso punto alla stessa ora equivale a provare che esiste un tempo (  per cui h(( ) = h1((),ovvero h(( ) - h1(() = 0, cioè( h- h1)(() = 0.

Le funzioni h(t) e h1(t) sono continue (il trekker non fa uso né di elicotteri né di parapendii) e inoltre h(10) = 500,  h(16) = 2000, h1(10) = 2000 e h1(16)  = 500 (nelle rispettive unità di misura) , pertanto

( h- h1)(10) = -1500 e ( h- h1)(16) = 1500, dunque la funzione differenza è continua in [10,16] e assume valori di segno opposto agli estremi dell’intervallo e quindi per il teorema di esistenza degli zeri esiste un ( ( [10,16] per cui ( h- h1)(() = 0, cioè h(( ) = h1(().

Il teorema di esistenza degli zeri ammette una generalizzazione nel caso di funzioni continue su intervalli illimitati:

“Sia y = f(x) continua in R e sia
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 oppure -(, allora esiste almeno uno zero per f(x).”

Come conseguenza si ha che ogni polinomio di grado dispari ha almeno un zero.

Esempio: sia P(x) = 7x5 –3x4+5x3+2x+1 per il principio di sostituzione degli infiniti si ha


[image: image10.wmf]+¥

=

=

+¥

®

+¥

®

5

7

lim

)

(

lim

x

x

P

x

x

 e 
[image: image11.wmf]-¥

=

=

-¥

®

-¥

®

5

7

lim

)

(

lim

x

x

P

x

x

.

 Dunque il prodotto dei due limiti è -( e P(x) essendo una funzione continua su tutto R ha almeno uno zero. Nel caso di un polinomio di grado pari i due limiti sopra calcolati sono uguali in segno e quindi non possiamo applicare il teorema.

PAGE  
112

_1115641811.unknown

_1115641812.unknown

_1115641813.unknown

_1115641809.unknown

