Integrazione definita

Per  la teoria facciamo riferimento al testo:
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Definiamo ora l'integrale di una funzione a scala, tale definizione
¢ data in modo che 'integrale di una funzione a scala non negativa
coincida con l'area del rettangoloide corrispondente.

Definizione 2 L’integrale di una funzione a scala s in [a,b] ¢ dato
dalla seguente formula:

/abs(x é (% — Th—1)-

Per calcolare l'integrale si sommano quindi le aree di tutti i ret-
tangolini di base Ay = (2 — zx_;) e di altezza sy.

Sia f una funzione limitata su [a, b]. Si considerino tutte le funzioni
a scala s minoranti f , e le funzioni a scala t maggioranti f:

s(z) < f(z) < t(z) Yz €la,b].

Definizione 3 Se esiste uno e un solo numero I tale che:

Lﬂawrgzglﬂumz (9.1)

per ogni coppia di funziont a scala s , t con s < f <t allora s1 dice
che f ¢ integrabile in [a,b] . I si dice 'integrale definito di f in
[a,b] e si indica col simbolo:

I:lﬁzdx

Il simbolo f: f(x)dz & da intendersi come una unica ”parola”, ogni
parte di essa ha un suo significato, tralasciando qualcosa si esprime
qualcosa di diverso e non ha pil lo stesso significato. La funzione f
si chiama integrando o funzione integranda; i numeri a e b limit; di
integrazione e l'intervallo [a, b] mtcrvallo di integrazione. Si pone per
definizione anche:

[ =0, [ fayde == [ fa)de.

Cioe l'integrale su un intervallo degenere di estremi coincidenti & 0, e
se il limite di integrazione in basso & maggiore di quello in alto allora
s1 scambia l'ordine dei limiti d’integrazione cambiando di segno.
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Integrali

9.1 Definizione di Integrale definito

Sia f una funzione non negativa il cui dominio e l'intervallo chiuso
[a,b]. La porzione di piano contenuta tra il grafico di f e ’asse delle
ascisse & detta rettangoloide, cioe 'insieme dei punti (z,y) che soddi-
sfano le disuguaglianze:

a<z<bh 0Zy< flz)

I rettangoloidi sono degli insiemi piani di cui vogliamo calcolare I’area
(w) p ()

per mezzo del calcolo integrale. Cominciamo a considerare 1 rettan-

golidi piu semplici, quelli cioe corrispondenti alle funzion: a scala.

Definizione 1 Una funzione s definita in [a,b], é detta funzione a
scala se esiste una partizione P = {a = xg, 2, ...,z, = b} dell’intervallo
[a,b] tale che s é costante su ciascun sottointervallo (zg_y1,zk). Cioé :

s(z)=sr per zpy <z <z, K=1,...,n0

Le funzioni a scala sono anche dette funzioni costanti a tratti. Esempi
di funzioni a scala sono la funzione tariffa postale dei pacchi, la fun-
zione ticket sul medicinali; queste sono funzioni crescenti, ma ci sono
anche funzioni a scala non monotone. Ad esempio il numero N di
animali in una fattoria e una funzione del tempo costante a tratti.
La funzione ha un "salto” in ogni istante in cui si verificano nascite o
decessi.

215



[image: image2.jpg]9.1. DEFINIZIONE DI INTEGRALE DEFINITO 240

! o 3 5 b . .

Sia S l'insieme dei numeri f; s(z)dz quando s & una funzione a
scala minorante f, analogamente sia T' l'insieme dei numeri [’ ¢(z)dzr
quando ¢ & una funzione a scala maggiorante f, cioé:

b b
5:{/ s(e)dz, s < f), T={/ t(z)dz, f<t).
Vale la seguente proposizione:

Proposizione 1 Una funzione f limitata su [a,b] & ivi integrabile se
e solo se supS = infT. In tal caso

b
supS = / f(z)dz = infT.

Infatti per ogni coppia di funzioni a scala s,t con s < f < t risulta
ovviamente

/lb s(z)dz < /: t(z)dzx

e quindi i due insiemi numerici S e T sono separati. Pertanto essi
sono contigui se e solo se esiste un unico elemento separatore I, cioe
se e solo se I = [? f(z)dz.

I seguenti teoremi individuano due importanti classi di funzioni
integrabili:

Teorema 1 Ogni funzione f(z) continua nell’intervallo [a,b] é ivi
integrabile.

Teorema 2 Ogni funzione f(x) monotona nell’intervallo [a,b] é ivi
integrabile.

Una partizione () si dice un raffinamento di P, oppure Q & piu
fine di P, se () contiene piu punti di P, cioé P C Q. Vediamo ora un
metodo di calcolo numerico per determinare il valore I dell’integrale
di una funzione continua f in [a,b]. Consideriamo una partizione

P = {zo,...,z,} di [a,b]. Fissiamo dei punti Z7,...,Z, in modo che
Tf € (zk—1,2x) per k = 1,...,n. Definiamo la funzione a scala u che
vale f(T%) se x € [z4_1,zx) per k = 1,...,n. I§ suo integrale & dato

dalla somma integrale:

Ip = i (@) A
k=1
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Ovviamente il valore di Ip dipende oltre che dalla funzione f, dalla
partizione P e dalla scelta dei punti 7, .. ., Z,.

L’integrale definito di f pud essere calcolato come limite nel senso
che andiamo a precisare, delle somme integrali. Indichiamo con | P|
Pampiezza massima dei sottointervalli della partizione P. Diremo che

Az e =1

se per Ve > 0 esiste § > 0 tale che
IPl<é=|Ip—1I <e

Proposizione 2 Sia f una funzione continua in [a, b] allora :

b
lim Ip = [ f(z)dz.
Ploo £ 7, fle)dz

In altre parole il valore dell’integrale definito di f si approssima sem-
pre pit quando lampiezza della partizione tende a zero.

Esempio : Supponiamo che delle particelle siano distribuite sull’asse
z. N indichi il numero delle particelle che giacciono tra Vorigine O e un
punto P con ascissa z,. Suddividiamo il segmento OP in un numero
n di sottosegmenti. Sia Az; la lunghezza dell’i-esimo sottosegmento

(:=1,2,...,n). Allora per definizione, C; = i—‘;f_i ¢ la concentrazione
media delle particelle nell’i-esimo sottosegmento. Quindi
AN,' = CiL\l',-.

Il numero totale delle particelle, distribuite su OP, & dato dalla somma
i=1 AN; ovvero N = 3" | C;Az;. Nel caso in cui C = C(z) sia una
concentrazione che cambia punto per punto, si sostituisce C; con un
valore leggermente diverso C(xr;). Per ridurre l'errore aumentiamo il
numero n dei sottosegmenti in modo da mandare la lunghezza mas-
sima dei sottosegmenti a zero. Allora
n

N = lim ZC(Ii)ALBi,

|Axi|~;’0 1=l

OVVero

N = /Oxp C(z)dz.
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Proposizione 3 - Proprieta di linearita . Se f e g sono due
funzioni integrabili in [a,b] e ¢y, c; € R allora:

/ab[clf(x) + c2g(z)]dz = ¢, /ab f(z)dz + ¢, /;bg(;p)dx,

Proposizione 4 - Proprietd di monotonia. Se f e g sono due
funzioni integrabili in [a, b] tali che

f(z) < g(z) per ogni z € (a, b]
allore

/ab flz)dr < /abg(z)dx.

Proposizione 5 Se f(z) ¢ integrabile in [a,b] si ha :

| [ @zl < [ 1f(@)dl.

Proposizione 6 - Proprieta di additivita delle aree. Sia f(=)
una funzione integrabile in [a,b] e sia ¢ € [a,b] allora

/ab fla e = /ac f(z)dz + '/Cb f(z)dz.

Osservazione : la definizione di integrale definito prescinde dal segno
della funzione. Inizialmente abbiamo supposto f non negativa per
dare all'integrale un significato geometrico; d’ora in poi f potra avere
un segno qualunque e naturalmente in tal caso I'integrale perde il
significato geometrico di area.

9.2 1l teorema fondamentale del calcolo

Premettiamo prima il seguente importantissimo:

Teorema 3 (del valor medio intégrale). Sia f(z) una funzione
continua in [a,b]. Esiste allora un punto ¢ € [a,b] tale che

/a ' Fe)de = F(e)(b - a). (9.2)
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poiché la funzione f & continua in [a, b] allora assume rispettivamente
il minimo m ed il massimo, M. Quindi:

m < f(z) M Vr€la,b).

Integrando in [a, b] si trova:

/ab mds < | ' fla)de < / ' M.
cioe: ' m(b—a) < /ab f(z)de < M(b - a).

Dividendo per (b — a) allora si ottiene :

mgi{bﬂ%{gM.

Il numero reale k = [ f(z)dz/(b — a) risulta quindi compreso fra il
minimo ed il massimo’della funzione f, pertanto dal teorema dei valori
intermedi sulle funzioni continue esiste un punto ¢ € [a, b] tale che:

b
L@ _ o
(b—a)
Questo prova la (9.2).

Il quoziente a sinistra nella precedente uguaglianza viene detto
altezza media del rettangolo mistilineo di base [a, 5] delimitato da Fle
Il teorema precedente pud allora anche esprimersi: ['altezza media
viene raggiunta dalla funzione continua f(z) in almeno un punto c €

(a, b].

Definizione 4 Una funzione G si dice primitiva della funzione g(z)
nell’intervallo [a,b] se la derivata di G ¢ g, cioé:

G'(z) = g(z) per ogni z € [a,b].

Osserviamo che la primitiva di una funzione non & unica, infatti
se G(z) & una primitiva anche G(z) + ¢, con ¢ costante , risulta pure
una primitiva di g(z) in quanto : (G(z) +¢)' = G'(x) = g(x).
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Il teorema fondamentale del calcolo integrale che andiamo a pre-
sentare permette di costruire in via teorica una speciale primitiva di
una assegnata funzione f continua.

Consideriamo quindi f(z) definita e continua in un intervallo I "
sia a € I. Preso un punto z € I, supposto inizialmente a < z calco-
liamo 'area del rettangoloide di base [a, z] delimitato da f se f &non
negativa, espresso dall’integrale definito:

| ftyat,

avendo preferito utilizzare la variabile d’integrazione t per distinguerla
dal limite superiore z. Utilizzando le convenzioni sopra introdotte,
possiamo anche prendere z = q, oppure r < aed f di segno qualunque
; risulta pertanto definita la seguente funzione di z € I:

F(z) = /t F(2)dt. (9.3)

La funzione F(z) sopra definita & detta funzione integrale di f
in I. Il seguente teorema afferma che la funzione integrale & una
primitiva di f in I.

‘Teorema 4 (fondamentale del calcolo integrale). Se f ¢ una
funzione continua in I, la funzione integrale F(z} ¢ derivabile in ogni
punto r interno ad I e risulta F'(z) = f(z).

Per la dimostrazione consideriamo il rapporto incrementale:

Flz+h)—F(x) [ f()dt = [7 f(t)dt
h B h ’

poiché per la proprieta di additivita delle aree
z+h s z+h
L o= [ swae- [ poa,

il precedente rapporto incrementale diventa uguale a

L f(tydt
h
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e quindi si puod pensare come altezza media del rettangoloide di base
Vintervallo di estremi z,z + h. Per il teorema del valor medio esiste
allora un punto ¢ compreso tra tali estremi tale che

z+h
EUS0d_ g

Tale punto ¢ dipende dall'intervallo e quindi da h,cioé ¢ = ¢(k); inoltre
ovviamente per A — 0 si ha che ¢(h) — z. Quindi:

F(z) = Jim TEENZI@ iy g,

per il teorema del cambiamento di variabile si ha infine
Fl(2) = lin £(y) = £(x).

Questo e quello che volevamo dimostrare.
Torniamo ora alle primitive di f(z) in I.

Teorema 5 Supponiamo che F(z) sia una primitiva di f(z) in I
allora le primitive di f(z) in I risultano essere tutte e sole le funzioni

G(z) della forma
G(z) = F(z)+c¢, con c costante reale.

La dimostrazione del teorema ¢ semplice. Infatti abbiamo gid os-
servato che se F(z) & una primitiva allora anche F(z) + ¢ & primi-
tiva, in quanto la derivata (F(z) + ¢) = F'(z) = f(z). Nella dire-
zione opposta, supponiamo che G(z) sia una primitiva di f(z) allora
G'(z) = f(z) e quindi la funzione G(z) — F(x) ha per derivata:

G'(x) - F'(x) = f(x) - f(z) = 0.

Pertanto per il teorema 10 del capitolo 7 sul calcolo differenziale la
funzione G(z) — F(z) & costante, cioe

G(z) — F(r) =c

~he & quanto volevamo dimostrare.
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Come apphcamone proviamo che la funzione y = arctanz e y =
- arctan =~ sono per r > 0 primitive di una stessa funzione. Infatti

1
D(arctanz) = i
© 1 1 1 1 i
- T
D _— t — = Tyl =—= = = = .
( arc anl‘) 1+(;1:_)2( .1,'2) 2 + 1 22 2 4+ 1

Dunque hanno la stessa derivata e pertanto

1
arctanr = — arctan — + C.
T
Per trovare C poniamo r = 1 e si trova

s ™ vy
arctan]l = —arctanl+C = - =~—+(C = C = —.
4 4 2
Il precedente teorema col teorema fondamentale del calcolo in-
tegrale ci dice che tutte le primitive di una funzione continua f si
rappresentano nella forma:

/a " f()dt + .

In genere l'insieme di tutte le primitive si rappresenta col simbolo di
integrale indefinito:

/f(a:)da:;

il simbolo precedente non rappresenta una sola funzione, bensi un
insieme di funzioni cioé

/f(x)dx = F(z)+¢, con c costante reale qualunque,

ed F(z) & una primitiva di f ad esempio la sua funzione integrale.

Il precedente risultato & importantissimo anche per la risoluzione
delle equazioni differenziali. Precisamente se consideriamo ’equazione
differenziale:

y =f(z), zel,

dove f(z) & una funzione nota e assegnata, continua nell’intervallo I ed
y = y(z) & invece incognita e da determinare in modo da verificare la
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condizione precedente. Allora le soluzioni dell’equazione differenziale
sono tutte e sole le primitive di f(z) e quindi:

yZ/f(x)dIZF(:z:)—{—c, ceR.

Vediamo ora come mediante la conoscenza di una primitiva si puo
calcolare il valore dell'integrale definito di f(z).

Teorema 6 Sia f(z) continua in [a,b] e sia G(z) una primitiva di
f(z) in[a,b] allora vale la seguente formula fondamentale del cal-
colo integrale:

/a ’ f(e)dz = G(b) - G(a).

Infatti il teorema precedente afferma che

G(x) = [" ftydt +ec,
quindi

G(b) = / " Ft)dt + ¢

G(a) = / Cf)dt +e=c.

Sottraendo una dall’altra le due precedenti uguaglianze, si elimina la
costante c e si ha la formula fondamentale ‘del calcolo integrale.

Tale formula trova applicazioni nel calcolo e spesso si usa anche la
seguente notazione per la differenza G(b) — G(a) :

[ #(2)dz = 6, = 6(8) - G,
oppure : :
| f@)de = Gk = 60) - 6(a).

Concludiamo il paragrafo con un esempio. La ricerca sulla strut-
tura interna del tessuto talvolta richiede di stimare il volume di un
componente che ¢ incluso nel tessuto stesso. Supponiamo che tale
componente sia irregolare ma non a grappoli come mostrato in figura

9.1.
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Abbiamo introdotto il concetto di integrale definito allo scopo di cal-
colare l'area di una regione piana del tipo

T={(zy):a<z<b, 0<y< f(2))

Se f(z) & una funzione continua non negativa in [a, b] area della
regione T', come abbiamo visto, & data [’ f(z)dz. In generale se

T={(z,y):a<z<b, g(z)<y<fla)},
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Figura 9.2: Calcolo di area

con f(z) e g(«) continua in [a, b, I'area di T si ottiene come differenza
di aree e precisamente calcolando

[ (7(2) - @)z,

Come esempio si calcoli 'area della regione di piano limitata dalla
parabola di equazione y? = z — 1 e dalla retta y =% ~3.

Si osserva che y*> = z — 1 & una curva e non una funzione; espli-
citando la y in funzione della z troviamo le due funzioni y = /z — 1
ey = —yx — 1 definite per z > 1, 1 cui grafici intersecano la retta
y =z — 3 rispettivamente in B = (5,2) e in C = (2, —1). La regione
di cui vogliamo calcolare 'area & scomponibile nei triangoli mistilinei
DCA e DBC. Per ragioni di simmetria si ha:

2 4 3
area DCA = 2/1 vz —1ldz = 5(3: —1)2

k)

2 4
T 3

mentre

2 5

area DBC = [[(Vo =T~ (s ~8))dr = (G~ 1} - = 432)) =7

2
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