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Capitolo 1

Complementi

1.1. Limite inferiore e limite superiore

Sia {ay, }nen una successione numerica. Si definiscono allora limite superiore
e inferiore, rispettivamente:

lim inf a,, = sup inf a,,
n—00 k>1n2k

lim sup a,, = inf sup a,.
n—oo kzlnzk

A volte si usano i simboli lim’ o lim per il limite inferiore e lim” o lim
per il limite superiore. Si osservi che le successioni

by = inf a, e ¢ =sup a,
n>k n>k
sono una crescente e l’altra decrescente, per cui si puo scrivere:

liminf a, = lim inf a,, e limsupa, = lim supa,.

n—00 k—oon>k n—00 kANmnzk
Esempio 1.1.1. (i) Se a, = (—1)", allora by, = —1 e ¢, = 1 per ogni k € N
e quindi liminf a,, = —1 e limsupa, = 1.

(ii) Se a,, = (—1)"/n, osserviamo che bog11 = —1/(2k+1) e cop, = 1/(2k)
e quindi liminf a,, = lim by, = lim bog4+1 = 0 e limsup a, = lim ¢, = limcog, =
0.
Proposizione 1.1.2. (Caratterizzazione nel caso finito) Sia L € R; allora
limsupa, =L
n—oo

se e solo se si verifica che

HI
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(i) per ognie > 0 esiste N tale che a, < L+ ¢ per ogni n > N;
(ii) per ogni k € N esiste ny, > k tale che an, > L —¢.

Analogamente

liminfa, =L
n—o0

se e solo se si verifica che

(i) per ognie > 0 esiste N tale che a, > L — € per ogni n > N;
(ii) per ogni k € N esiste ny > k tale che an, < L +¢.

Dimostrazione. (=) Per ogni € > 0 esiste N tale che ¢y < L 4 € e quindi
an < L+ ¢ per ognin > N. Inoltre L —e < L < ¢, per ogni k € N e quindi,
per ogni k € N esiste nj, > k tale che a,, > L —«.

(<) Se per ogni € > 0 esiste N tale che a, < L+ ¢ per ogni n > N
risulta che ¢y < L + ¢. Inoltre, se per ogni k € N esiste ni > k tale che
apn, > L — ¢, si avra che ¢ > a,, > L — ¢ e quindi, se £ > N, avremo
L—e<c¢ <cy <L+ ¢, cioe la tesi. O

Proposizione 1.1.3. Risulta che liminf a,, < limsup a,.

Inoltre, liminf a,, = limsup a,, = L se e solo se lima,, = L.

Dimostrazione. La prima affermazione ¢ ovvia. Dimostriamo la seconda.

(=) Se liminf a,, = +o0, allora by — 400 se k — 400 e quindi, per ogni
M, esiste N tale che ap > b > M per ogni k > N e percio lima, = +oo. Si
procede analogamente se limsup a,, = —oo.

Se invece liminfa, = limsupa, = L, dalla proposizione precedente,
per ogni € > 0 esistono Ny ed N, tali che a,, < L 4+ ¢ per ogni n > Nj e
an > L — e per ogni n > Ny. Posto N = max(Nyj, Na), se n > N, avremo
L—e<a,<L+e.

(<) Per ogni € > 0 esiste N tale che L —¢ < a, < L+¢sen > N,
dunque L — ¢ < liminfa, < limsupa, < L + €. Per arbitrarieta di ¢ si
conclude. 0

Proposizione 1.1.4. Ogni successione ha una sottosuccessione che conver-
ge al limite superiore (o inferiore).
Dimostrazione. Per ogni sottosuccessione {a,,} di {a,}, si ha

lim sup a,; < limsup ay,.

D’altra parte, scelto ¢ = 1, esiste n; > 1 tale che a,, > limsupa, — 1;
scelto € = 1/2, esiste ny > ny tale che a,, > limsupa, — 1/2, e cosi via;
esiste quindi una successione di indici n1 < no < - < ng < --- tali che
an, > limsupa, — 1/k per ogni k € N. Percio liminf a,, > limsupa,. O
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Concludiamo questo paragrafo con alcune definizioni. Siano A C RY,
f:A— R esia g un punto di accumulazione di A.

liminf f(z) = 5hm+ inf  f(x),
—0

T—T0 z€EA
0<|z—zq|<5
limsup f(z) = lim  sup  f(z).
T—x0 6—0+ zEA

0<|z—zg|<d

Sia {E,}nen una successione di insiemi in RY. Si definiscono

o0 o

/_ . . _

E' =liminf E, = U N Ex
n=1k=n

E" =limsup I, = ﬁ [j E,.

n—oo n=1k=n

Se E' = E” si dice che la successione {E,, },en converge.

1.2. Cardinalita e insiemi numerabili

Il concetto fondamentale per introdurre la cardinalita ¢ quello di corrispon-
denza biunivoca, cioe di applicazione f : A — B iniettiva e suriettiva.

Due insiemi A e B sono equipotenti (oppure si dice che hanno la stessa
cardinalita) se esiste una corrispondenza biunivoca tra A e B. In tal caso si
scrive

C(A) = C(B).

La relazione di equipotenza ¢ una relazione di equivalenza (riflessiva,
simmetrica e transitiva) e la cardinalita di un insieme puo essere pensata
come la classe di equivalenza alla quale esso appartiene.

Un caso particolarmente semplice e costituito dagli insiemi finiti per i
quali la cardinalita coincide con il numero di elementi dell’insieme.

Un insieme ¢ finito se ¢ equipotente a I, = {1,2,...,n} per qualche
n € N. L’intero n ¢ allora la cardinalita dell’insieme.

Osservazione 1.2.1. (i) Gli insiemi finiti non sono equipotenti a nessun
loro sottoinsieme proprio, cio¢ se A ¢ finito e B C A allora C(B) < C(A).
(ii) L’insieme delle parti di un insieme di cardinalita n ha cardinalita 2™.

Un insieme A si dice infinito se non esiste alcun n tale che A sia equi-
potente a I,,.

L’esempio piu semplice di insieme infinito ¢ N. Infatti, se esso fosse
finito e B C N, allora C'(B) < C(N), cio¢ non esisterebbe alcuna f: B — N
biunivoca. Invece 'insieme 2N dei numeri pari € un sottoinsieme proprio di
Ne f: N — 2N tale che f(n) = 2n & biunivoca.
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Un insieme si dice numerabile se puod essere messo in corrispondenza
biunivoca con N. Si dice che un insieme ¢ al pit. numerabile se € numerabile
o finito.

Osservazione 1.2.2. (i) Ogni sottoinsieme B di un insieme numerabile A
¢ al pit numerabile (B non ¢ altro che una successione estratta da A).

(ii) L’unione numerabile di insiemi finiti & numerabile.

Infatti, se Ay,...,An,... sono finiti, possiamo definire tra la loro unione
e N la corrispondenza biunivoca A; <> {1,--- ,n1}, As > {n1+1,--- ,n1 +
no}, -

Esempio 1.2.3. Q ¢ un insieme numerabile.

E chiaro che basta dimostrare che I'insieme dei razionali positivi & nu-

merabile.

(i) Ogni numero razionale positivo r si puo scrivere nella forma r = 2

n
con m e n interi primi tra loro. Definiamo l'altezza di r, con h(r) = m + n.
Per ogni k£ naturale esistono al pitt £k — 1 razionali con altezza k, quindi

I'insieme dei numeri razionali positivi € unione numerabile di insiemi finiti.

(ii) Un’altra dimostrazione ¢ quella illustrata in figura.

17 2/3%4 5... denominatore = 1
92 . denominatore = 2

5/3 7/3 . . denominatore = 3

14 3/4 5/4 7/4 94 . denominatore = 4

Figura 1. Processo di diagonalizzazione.

Proposizione 1.2.4. Se A ¢é un insieme numerabile, l’insieme Sa delle
successioni finite di elementi di A é numerabile.

Dimostrazione. Sia A = {a;};en; allora Sy = {(aj,,...,0a;5,), k €N, aj, €
Aj.

Sia {pl,pg, .+ s Pn,- ..} lasuccessione dei numeri primi. Associamo 'inte-
ro p{l J2 . pfg ad ogni (aj,,...,a;,) € Sa. Tale corrispondenza ¢ biunivoca.
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Corollario 1.2.5. Le coppie ordinate di numeri naturali sono un insieme
numerabile. Quindi Q & numerabile.

Proposizione 1.2.6. L’unione di una infinita numerabile di insiemi nume-
rabili ¢ numerabile.

Dimostrazione. Si usa il processo di diagonalizzazione sulla lista:

A1 = {au, a12,A13,-.-,Aln, - - .},

AQ = {agl, ag2,ad23,...,0A2n, .. .},

A3 = {CL31, a32,ad33,...,aA3n, - . .},
(si contano prima gli elementi a;; con i+j=2, poi quelli con i +j = 3 e
cosivia). O

Esempio 1.2.7. (Cantor) Gli insiemi infiniti non sono tutti numerabili:
per esempio l'intervallo (0, 1) non ¢ numerabile.

Infatti, se fosse numerabile si potrebbero elencare i suoi elementi, scri-
vendoli in forma decimale:

r, = 0, aijjalzalsy . ..
r2 = 0,a21a22093...
r3 = O, az1azaass . ..

dove gli a;; sono numeri interi compresi tra 0 e 9. Il numero x = 0, a1azas . ..
con a; = 1 se a;; ¢ pari e a; = 2 se aj; ¢ dispari, non ¢ compreso nella
successione perché e diverso da tutti quelli elencati.

Si dice che (0, 1) ha la potenza del continuo.

Osservazione 1.2.8. Anche R e (0,1)" hanno la potenza del continuo.

Esistono insiemi con cardinalita ancora maggiore (C'(A) < C(B) se esiste
una applicazione f : A — B iniettiva).

Proposizione 1.2.9. Sia P(X) linsieme delle parti di X. Allora
C(X) < C(P(X)).

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che esiste una applicazione f : X —
P(X) iniettiva, ma non ne esiste una g : P(X) — X biunivoca.

La costruzione di f ¢ banale basta prendere f : z — {z}.

Supponiamo che esista g. Sia A = {z € X : x ¢ g~ '(x)}. Siccome
A€ P(X),siaa=g(A). Seac A, allora a ¢ g~'(a) = A, che & assurdo.
Lo stesso, se a ¢ A = g~ !(a), allora a € A che ¢ ancora assurdo. O
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1.3. Decomposizioni di aperti di RV

Useremo le seguenti notazioni: per x € RY ed r > 0 poniamo

B(z,r)={y e RY : |y —a| <r},
Q(IE,T):{yERN:\yi—xi!<r,z':1,...,N}.

Sia E C RY; un punto = € E si dice interno se esiste r > 0 tale che
B(z,r) C E (oppure Q(z,r) C E). Si dice che A C RN & aperto se ogni
suo punto & interno. Un oinsieme si dice chiuso se e il complementare di un
aperto. Indichiamo con F 1’interno di E e ci%é I’insieme dei punti interni di
E; e chiaro che E ¢ aperto se e solo se E = F

Un insieme K C RY si dice compatto se da ogni ricoprimento di K si
puo estrarre un sotto-ricoprimento finito di K.

Teorema 1.3.1. (Cantor) Ogni aperto di R é unione al pit numerabile di
intervalli aperti a due a due disgiunti.

Dimostrazione. Sia A un aperto di R. Preso x € A, sia A, 'unione di tutti
gli intervalli aperti contenenti x e contenuti in A. Per costruzione A, ¢ un
intervallo.

Se x e y sono due punti distinti di A allorao A, = A, 0 A, NA, =2
Infatti se A, N A, # @ allora A, U A, & un intervallo contenuto in A e
contenente sia x che y.

Poiché A, € un intervallo, allora contiene almeno un razionale e quindi
gli intervalli A, che sono distinti (e quindi disgiunti) sono al pit un’infinita
numerabile e la loro unione ¢ uguale A. U

Un insieme aperto di RV, N > 2, in generale, non puo essere decomposto
in un’unione numerabile di cubi aperti a due a due disgiunti; il Teorema 1.3.2
dimostra che esso puo essere perdo decomposto in un’unione numerabile di
cubi chiusi con interni a due a due disgiunti.

Premettiamo alcune notazioni. Fissati n € N ed m = (mq,...,my) €
ZN | poniamo:

Qmn={zcRY :(m; —1)27" <2,<m27",i=1,...,N}
Oy = {Qm,n tm e ZN}a
E chiaro che

(i) per ogni n € N, RN = U Qmn;
mezZN

[0) [0)
(i) QuaNQumn=2sem#m/,neN,
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(iii) per ogni # € RN ed r > 0 esistono n € N e Q. € Q, tali che
T € Qmn C B(z,r) (bastera scegliere m; uguale alla parte intera
di ;27" i=1,...,N, ed n € N tale che 27"V N < r).

Infine, un insieme P si dira un plurintervallo se & 'unione finita di cubi
chiusi.

- —=L

Figura 2. Decomposizione diadica di un aperto.

Teorema 1.3.2. (Decomposizione diadica di un aperto di RY) Sia A C RV
un aperto. Allora A é unione di un’infinita numerabile di intervalli chiusi a
due a due privi di punti interni in comune. Inoltre tali intervalli si possono
scegliere tutti con diametro piu piccolo di qualsiasi numero prefissato.

Dimostrazione. Sia € > 0 e scegliamo n € N tale che 27"V N < e. L’aperto
A contiene al piu un’infinitd numerabile di cubi di Q,; indichiamo con B;
la loro unione.

C’¢ allora un’infinitd numerabile di cubi di Q,11 contenuti in A \ él.

Iterando questo ragionamento, possiamo dire che esiste al pit un’infinita nu-
merabile di cubi di Q,, 1 contenuti nel complementare dell’interno di kol B;,
per ogni k € N fissato. =
L’unione Ej B; consiste allora di un’infinita numerabile di cubi a due
a due privi dil:p?unti interni in comune ed ¢ chiaro che essa € contenuta in
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A. D’altra parte, se x € A esiste r > 0 con B(z,r) C A e quindi, per la
proprieta (iii), esistono k € N ed m € Z" tali che 2 € Qmn+k C B(z,r),

ossia
k 00
i=0 i=0
O

Corollario 1.3.3. (i) Sia A C RN un aperto. Allora esiste una successione
crescente di plurintervalli P, tale che

Ur.=Aa
neN

(ii) Sia K C RN compatto. Allora esiste una successione decrescente di

plurintervalli Q.,, tale che
ﬂ én =K.

neN

Dimostrazione. (i) Bastera prendere come P, 'unione di tutti i cubi in
n

U B; contenuti nel cubo Q(0,n). Cio garantisce che i cubi scelti siano in
ln:uomero finito e che P, C Pyy1.
(ii) Sia v € N tale che K C Q(0,v); Q(0,v) \ K & aperto, esiste allora
una successione crescente in P, tale che
QO,\K =] P

neN
Bastera allora scegliere Q,, = Q(0,v) \ P,. O

1.4. Alcuni risultati sulle funzioni convesse
Siano —oo < a < b < 400. Una funzione ¢ : [a,b] — R si dice convessa in
[a, b] se, per ogni ty ed t1 € [a,b], risulta
(L.1) (1 =N to+ At1) < (1 —=X)(to) + Ap(t1) per ogni A € [0,1].
E chiaro che € convessa se e solo se & convesso l'insieme:
{(t,s) €ER? : t € [a,b], 58 > @(t)}.
Inoltre, si dira che ¢ & concava se —p € convessa.

Proposizione 1.4.1. Siano p,,n € N, funzioni convesse in |a, b].
Allora
(i) se an,n € N, sono numeri non negativi, la funzione Y anppn, €

neN
convessa in [a, b];
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Aty + (1-NQ(t)

()

Figura 3. Funzione convessa; ty = (1 — A)to + At1.

(ii) se @, converge in [a,b] ad una funzione p, questa risulta convessa
in [a,b].

Dimostrazione. Fissati tg ed t1 € [a, b], risulta:
pn((1 = Ato + A1) < (1= A) @n(to) + Apn(tr),

per ogni A € [0, 1] e per ogni n € N. La conclusione (i) si ottiene moltiplican-
do per a;, > 0 e poi sommando su n € N. La (ii) segue invece semplicemente
passando al limite sia a destra che a sinistra nella disuguaglianza. (]

Proposizione 1.4.2. Sia {p;}icr una famiglia di funzioni convesse in |a, b].
Allora la funzione ¢ definita da

o(t) = su? wi(t), t € la,b],
1€

¢ convessa in [a, b].

Dimostrazione. Siano to,t; € [a,b] e XA € (0,1).
Se il valore p((1 — X) tg + At1) e finito, allora per ogni € > 0 esiste i € T
tale che
(p((l — )\)to + )\tl) < gOi((l — )\)to + )\tl) +e<
(1 =N @ito) + Api(t1) +e < (1= A) p(to) + Ap(t1) + &,

e quindi si conclude per 'arbitrarieta di € > 0.
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Se p((1 — A)top + At1) = +oo, fissato n esiste i € I tale che
n < (pi((l — )\) to + /\tl) < (1 - )\) (pi<t0) + /\Lp,;(tl)
e quindi anche (1 — \) p(tg) + A p(t1) = +oc. O

Teorema 1.4.3. Sia ¢ : [a,b] = R convessa in [a,b].
Allora la funzione ¢ definita da
p(t) — o(s)

(1.2) vt s) = S0 5

per ogni t,s € [a,b] cont # s, € crescente rispetto a ciascuna variabile.

Dimostrazione. Si noti che ¥(s,t) = (t,s) per ogni t,s € [a,b] con t # s;
basta quindi dimostrare la monotonia rispetto ad una delle due variabili.

Siano t < s e A € (0,1); risulta:
P(At+ (1 =X)s) <A et)+ (1 =A) o(s) = o(t) + (1 = N)p(s) — ¢(t)]
e quindi
pAt+ (1 =N s)—p(t) _ els) —et) _
A—Ne-0 = s—t V)
Set < u < s, esiste A € (0,1) tale che u = At + (1 — \)s, e quindi
P(t,u) < Y(t,s).

Percio 1 cresce per ogni t fissato. ([l

Teorema 1.4.4. Sia ¢ : [a,b] — R convessa. Allora:
(i) per ogni t € (a,b) esistono finiti i numeri

p(t+h)—et) , . elt+h) —ed)
h—0+ h Ry )7hli>rtr)lf h ’

(ii) ¢ ¢ continua in (a,b);

(iii) o' (t7) < @' (t1) per ognit € (a,b);

(iv) la derivata @' esiste eccettuata al pit un’infinita numerabile di punti
ed inoltre ¢’ & crescente.

Dimostrazione. (i) Fissiamo h > 0 ed o, 3,5 e t in modo che a < o < t <
t+h<s—h<s<f<b;peril Teorema 1.4.3 si ha:

w<a7t) < w(t + hvt) < ¢<t7 S) < 1/1(8,8 - h) < w(svﬁ)
e quindi

Plant) S @'(E7) = lim (i +hit) < (ts) <

lim (s, s —h) = ¢'(s7) < (s, B).

h—0t+
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Percio vale la (i) e risulta che

(1.3) Gt <¢(s7) se t<s.

Figura 4. Retta di supporto in to.

(ii) Per ogni t € (a,b) risulta:

Iim [io(s) = p(0)] = ¢/ (£5) lim (s — 1) = 0,

dato che /() & finito per la (i).

(iii) Se h > 0 ¢ tale che a <t —h <t <t+ h < b, si ha che

lb(t - hvt> < lb(t - hvt+h) < w(tat"i_h)
e quindi, facendo tendere h a zero, si ottiene che ¢'(t7) < (t1).

(iv) Sia I = {t € (a,b) : ¢'(t7) < ¢'(tT)}. Per ogni t € I, scegliamo un
solo numero razionale nell’intervallo (¢'(t7), ¢ (t1)); abbiamo cosi definito
un’applicazione dall’insieme I a Q. Quest’applicazione ¢ iniettiva, perche
ogni volta che t,s € T e t # s, gli intervalli (¢’ (t7),¢'(t7)) e (¢'(s7), ¢ (sT))
sono disgiunti per la (1.3). Cio implica che I & numerabile. Inoltre, se ¢t ¢ I,
la (1.3) implica che ¢’ cresce. O
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Corollario 1.4.5. Se ¢ ¢é convessa in [a,b], allora per ogni t € (a,b) esiste
p: € R tale che

p(s) 2 () +pis — 1),
per ogni s € [a,b].

Dimostrazione. Sia p; € [¢'(t7), ¢/ (t1)]. Allora, se s > t, si ha:

s) — p(t
M > w/(t-‘r) > py,
s—t
mentre se s <t (s) )
s) — ot _
% < ‘Pl(t ) < bt
per la (1.3). In ogni caso, vale la tesi del corollario. O

Una retta s = ¢(to) + py, (t — to) tale che
() = ¢(to) + peo (t — to)

per ogni t € [a,b] si dice una retta di supporto per ¢ in t.
1.5. Estensioni di funzioni continue

Sia f una funzione continua definita su un sottoinsieme E di RY a valori in R.
Il modulo di continuita di f in E ¢ la funzione crescente wy : (0,00) — [0, 00)
definita da

(L4) w(f,6) = swp |f(@) = Fw)l, 5> 0.

lz—y|<d
z,yeE

La funzione f & uniformemente continua su FE se e solo se w(f,d) — 0 per
60— 0.

Supponiamo che esistano due numeri positivi a, b tali che
(1.5) w(f,8) <ad+b per ogni 6> 0.1

Possiamo allora definire il modulo di continuita concavo di f in E come la
funzione ¢y : (0,00) — [0,00) tale che

cf(0) =inf{ad +b:as+b>w(f, s) per ogni s > 0}.

Teorema 1.5.1. Sia f uniformemente continua su un insieme E C RN con
modulo di continuita w(f,d) soddisfacente (1.5).

Esiste un funzione f* continua su RN tale che
() £ = f in B;

ii) sup f* =sup f, inf f* =inf f;

(i) sup f* =sup /. inf f* =it J

(iii) cp+ = ct.

13 osservi che, se E & limitato ed f & continua in E, allora (1.5) & sicuramente soddisfatta.
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Dimostrazione. Per ogni x € RY poniamo:

9(z) = ik {f(y) +cp(le =y} e f7(x) = minfg(z),sup f].
ye E

(i) Per come cy ¢ stata definita, cf(|z —y|) > |f(x) — f(y)| e quindi per
x € E si ha:

) +ces(le—yl) = fy) + 1 f(2) = fFW)] = flz)
per ogni y € E. Percio g(z) > f(x) per x € E e quindi g(x) = f(z) per
x € F, dato anche che f(z) = f(x) + cf(|z — z|) > g(x).

(ii) Per ogni z € RN e ogni y € E, risulta che

nf f + inf cp(|lz —yl) < g(=) < F(y) +es(lz —y))

e quindi
inf f = infg > infg > inf / +inf inf ey (la — y]) = inf /.

ossia gle = %@n}\fg = i%f f. D’altra parte, & chiaro che s%pf < sup f* <

RN
sup f.
E

(iii) Basta dimostrare che ¢, = cy. Fissati 21,29 € RY ed £ > 0, esiste
y € F tale che
9(x1) = f(y) +cp(ler —yl) —¢
e quindi
g(x1) = g(w2) = f(y) + cp(ler —yl) — er(jea —yl) — &

Se |zo — y| < |x1 — x2|, abbiamo che

9(@1) —g(x2) = cp(lzr —yl) —er(lza —yl) —e = —¢p(jea —yl) —e =
—cp(lwe —m) — e,
dato che c¢f(0) & crescente.

Altrimenti, |1 —y| > |r2 —y| — |r2 — 21| > 0. Poiché cf(d) € concava, la
funzione 1 del Teorema 1.4.3 relativa a cy ¢ decrescente nelle due variabili.
Percio :

eyl —yl) — ¢4(0)
21 — ¥
V(o =yl + w2 — 1|, w2 — a1]) =
crller =yl + w2 —an]) = ¢p(lza —m1l) _ cpllza = yl) = cp(lza — 21))
71—y - 21—y
dove l'ultima disuguaglianza segue ancora dal fatto che cf(J) cresce.

= P(lz1 —yl,0) =2 (jz1 =yl + |22 = 21],0) >

)

Poiché ¢¢(0) = 0, concludiamo che

cr(lzr —yl) — ep(Jee —y| > —cp(|lr2 — 21])
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e quindi nei due casi esaminati otteniamo
9(x1) — g(w2) = —cp(|w2 — 21]) — €.
Scambiando il ruolo di 1 ed x9 abbiamo infine che

l9(z1) — g(x2)] < ef(Jw2 — x1]),

tenendo conto che € ¢ arbitrario. O

Osservazione 1.5.2. E chiaro che w(f,d) — 0 se cr(6) — 0 per & — 01,
dato che w(f,0) < cg(6).

Viceversa, dato che esistono @ e b tali che w(f, s) < @s+b per ogni s > 0,
per ogni § > 0 ed a > @ si ha:

cs(0) < ad + supfu(f.s) — as) <
ad+ sup {w(f,s)—as} <ad+w(fb/(a—a)).
0<s< -t
Percio :
lim cf(8) < w(f,b/(a—a))

6—0t

per ogni a > @ e quindi lim ¢f(6) = 0.
d—0+

Esercizi
1. Se a, > b, per ogni n € N, allora

liminf a,, > liminf b,,.
n—oo n—oo

Vale anche

liminf a,, > limsupb,,?
n—00 n—o00

2. Confrontare lim sup (a,, + b,,) con
n—oo

limsupa, + limsupb,, e limsupa, + liminfb,.
n—00 n—00 n—s00 n—00

Trovare degli esempi in cui il primo numero ¢ differente dagli altri.

3. Sia f una funzione continua in (0, 1) e tale che
liminf f(z) < limsup f(z).
z—0 z—0

Allora per ogni valore | € (liminf,_,o f(z),limsup,_,, f(z)) esiste una
successione z,, in (0, 1), convergente a 0 e tale che

lim f(z,) =1.

n—oo
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4.

10.

Sia { ), }nen una successione di insiemi e si definiscano:

o0 o0
E' =lminfE, = J [ Ex, E" :lirrgsolipE = U Ex

n—00
neN k=n neN k=n

Provare che £ C E”. Trovare un esempio in cui valga l'inclusione
stretta.

. Con le notazioni dell’esercizio precedente, dimostrare che

limsup Xg, = Xgr.

n—oo
Sia
B ={zel0,20]: 200 S0y nemw
Calcolare E' ed E".
Sia A un sottoinsieme di R tale che per ogni x € A esiste un 6 > 0 per il

quale AN (z,z + J) = &. Dimostrare che A ¢ numerabile.

Sia f una funzione crescente in un intervallo aperto non vuoto I C R.

E noto che i punti di discontinuita di f sono solo di prima specie (salti

finiti). Sia allora S l'insieme di tali punti di discontinuita in I. Dimostrare

che

(i) S & al pit numerabile;

(ii) se A = {xp}nen € un sottoinsieme numerabile di R, allora esiste una
funzione crescente f i cui punti di discontinuita sono esattamente
quelli di A.

Sia S l'insieme delle successioni a valori 0 o 1 e sia f : S — [0,2] la
funzione definita da

o0

f(z) :Z:;—Z, r = {xg,x1,...} €S.
n=0
(i) Dimostrare che ogni elemento di [0, 2] ha al pitt due immagini inverse
secondo f;
(ii) determinare 'insieme D degli elementi di [0,2] che hanno due im-
magini inverse;
(iii) dimostrare che D e f~1(D) sono infiniti e numerabili.

Sia I un insieme qualsiasi e sia f : I — [0,400). Si definisca

Zf(z) = sup{z f@):JcClI,J ﬁnito}.
iel icJ
Dimostrare che se Y f(i) < oo allora l'insieme A = {i € [ : f(i) # 0} ¢
i€l
al piu numerabile.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sia f continua in [a,b] e tale che, fissati comunque x e y in [a,b], si ha
f (%ry) < M Provare che f & convessa. (Si veda Courant-Hilbert,
Methods of Mathematical Physics, vol. II, per un controesempio a questo
esercizio, nel caso in cui 'ipotesi di continuita sia rimossa.)

Costruire una funzione convessa in un intervallo che sia non derivabile in
un’infinita numerabile di punti arbitrariamente scelta nell’intervallo.
Dimostrare I'inverso del Corollario 1.4.5: se ogni punto del grafico di ¢
ammette una retta di supporto, allora ¢ € convessa.

Sia f : [a,b] — R una funzione crescente. Dimostrare che la funzione
¢ : [a,b] — R definita da

o(t) = / f(s)ds, 1€ [a,b],

€ convessa.
Sia f : R — R una funzione crescente e sia —oco < a < b < +oc.
Dimostrare che la funzione ¢ : [a,b] — R definita da
b
o) = [ £lt=sl)ds, 1€ o],
a

¢ convessa.

—

Sia f convessa in (0, +00); provare che esiste lim,_, %



Capitolo 2

La misura di Lebesgue

2.1. Misura di aperti
Se I= [al, bl]

X [an,by] & un intervallo, poniamo
m(I) (f): misura diI:(bl—al)---(bN—aN).

n
Se P & un plurintervallo allora si potra scrivere che P = |J I; dove
j=1
I;N1I;, =@ per j # k. Si definisce allora
o n
m(P) =m(P) =Y m(l;).

J=1

E chiaro che questa definizione non dipende dalla particolare decomposizione
di P; e chiaro inoltre che

o

(2.1) m(PUQ)=m(P)+m(Q) se PnQ=wo.
In generale si ha

m(PUQ)+m(PNQ)=m(P)+m(Q).

e quindi
(2.2) m(PUQ) <m(P)+m(Q).
Infatti, dato che \Q (PNQ),Q=Q\PUPNQR)e PUQR =
P\QU(PWQ)U \
m(P) +m(Q) = ( \ Q) +m(PNQ)+m(Q\P)+mPNQ)=
m(PUQ)+m(PNQ)=m(PUQ),




18 2. La misura di Lebesgue

dato che ognuna di queste unioni e fra plurintervalli con interni a due a due
disgiunti. Si noti inoltre che (2.1) implica che m(P) < m(Q) se P C Q.

Se A C RV & un aperto definiamo:
(2.3) m(A) = misura di A = sup{m(P) : P plurintervallo C A}.

Osservazione 2.1.1. Dato che A = |J I}, con fj N fk # & se j # k per il
keN
Teorema 1.3.2, si ha:

(2.4) m(A) =Y m(Iy).
keN

n
Infatti ogni P, = |J I ¢ un plurintervallo contenuto in A e quindi
k=1

> m(I) = m(P,) < m(A)
k=1

per ogni n € N, da cui > m(I;) < m(A). D’altra parte, se m(A4) < oo, per
keN
ogni € > 0 esiste P C A tale che m(P) > m(A) —¢/2. Per ogni k € N esiste

un intervallo J; contenente I al suo interno e tale che

£

m(Jy) <m(lg) + ST

L’unione degli interni di tutti i J; & allora un ricoprimento aperto di P,
da cui possiamo estrarre un sottoricoprimento finito; possiamo supporre che
questo sia fatto dai primi n intervalli Ji. Percio

m(A) —e/2 < m(P) < m(U Jk) <Y m(R) <
k=1 k=1

n n 00
g
kg_l m(]k) + ké_l SR T < kg_l m(Ik) + 8/2.

o0
Per larbitrarieta di e > 0, > m(I;) > m(A).
k=1

Se invece m(A) = oo, per ogni n € N esiste P C A tale che m(P) >n e
quindi si ripete il ragionamento di prima.

Teorema 2.1.2. (Subadditivita ed additivita sugli aperti) Siano {Ap}nen
una successione di aperti tutti contenuti in un intervallo I di RN. Allora

() m( U 4,) < 3 m(dn);

neN neN

(i) m( U An) = > m(A,) se Ay N A, =3 per m # n.

neN neN
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Dimostrazione. (i) Sia P C Ay U Ay. Esistono due successioni crescenti di
plurintervalli P, e Q,, tali che

Al = UP”’ Ay = UQn
neN neN
Allora AyUAs = | (P,UQy) e quindi esistera n € N tale che P C P,UQ,,.
Percio (2.2) e (2.§)E?mplicano che
m(P) <m(P, U Q) <m(F,) +m(Qn) <m(Ar) +m(Az),

per ogni P C A; U Ay. Quindi m(A4; U A2) < m(A;1) + m(Asz). Iterando
quest’ultima disuguaglianza otteniamo:

k k
m( U 4n) <3 miAn),
n=1 n=1
per ogni k € N.

o0
Infine, se P C |J A,, dato che P & compatto esiste k € N tale che

n=1
k
pcl]A,
n=1
e quindi
k k )
m(P) < m( U An) < Zm(An) < Zm(An)
n=1 n=1 n=1

e dunque la tesi.

(ii) Per quanto gia osservato, per ogni n € N si ha che m(4,) =

> m(lyy) dove Ay, = U Ipyn e gli Iy, k € N, sono a due a due privi
keN keN
di punti interni in comune.

Dato che gli A,, sono a due a due disgiunti tutti gli I, n,k € N, sono
a due a due privi di punti interni in comune ed inoltre

Percio



20 2. La misura di Lebesgue

Osservazione 2.1.3. E chiaro che, scegliendo Ay = @ per k > n, dal
teorema otteniamo anche che

m( O Ay) < Zn:m(Ak)
k=1 k=1

n

m(kUlAk) - ;m(Ak) se AjNAp=2,j#k.

2.2. Misura di Peano - Jordan

Sia E C RY un insieme limitato. Poniamo allora
pe(F) = inf{m(P) : P plurintervallo con P> E},
pi(E) = sup{m(P) : P plurintervallo con P C E}.

Se pi(E) = pe(F) si dice che E & misurabile secondo Peano - Jordan con
misura p(E) = pi(E) = pe(E).

Esempio 2.2.1. (Insieme non misurabile secondo Peano-Jordan) L’insieme

E =Qn0,1] non & misurabile secondo Peano-Jordan, perché ogni P C E
[0}

¢ vuoto, mentre ogni P con P D F ha misura maggiore o uguale ad 1.

D’altra parte, F' ¢ numerabile, cioé E = {¢, }nen. Quindi questo esem-
pio ci informa anche che 'unione numerabile di insiemi misurabili secondo
Peano-Jordan (ciascun insieme {g,}) non & in generale misurabile secondo
Peano-Jordan. La misura di Lebesgue che stiamo per definire ovviera a
questo inconveniente.

2.3. Misure esterna ed interna di Lebesgue
Sia E C RY un insieme limitato. Si pone allora
(2.5) me(E) = misura esterna di E = inf{m(A) : A aperto D E}.
Sia K c RY un compatto. Si pone per definizione
m(K) = inf{m(P) : P plurintervallo, P> K}.

E chiaro che se P & un plurintervallo chiuso allora la misura (del compatto)
P coincide con la misura del plurintervallo P precedentemente definita.

Sia F € RN un insieme limitato. Si pone per definizione

m;(E) = misura interna di E = sup{m(K) : K compatto C E}.
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Osservazione 2.3.1. E chiaro che la misura esterna di un aperto limita-
to A coincide con la sua misura precedentemente definita. Analogamen-
te, anche la misura interna di un compatto K coincide con la sua misura
precedentemente definita.

Infatti, per esempio, se A & aperto allora, per ogni aperto B D A, si
ha m(A) < m(B) e quindi m(A) < m.(A); d’altra parte A C A e quindi
me(A) < m(A).

Teorema 2.3.2. (Subadditivita della misura esterna) Siano E1, ..., Ey,...
insiemi limitati di RN tutti contenuti in un intervallo. Allora risulta che

me(J B) <3 melE0).
k=1 k=1

Dimostrazione. Fissiamo € > 0. Per ogni k € N, esiste un aperto Aj
contenente Ej e tale che m(Ay) < me(Ex) + oF-

L’insieme |J Ej ¢ limitato e contenuto nell’aperto ) Ay e quindi per
keN keN
il Teorema 2.1.2

me(Um) < m(Uae) < Somidn) <3 me(m + 3 5 =

keN keN keN keN keN
Z me(Ek) + €.
keN
Si conclude allora per I'arbitrarieta di € > 0. O

2.4. Insiemi limitati misurabili secondo Lebesgue

Sia £ C RY limitato e siano K ed A un compatto ed un aperto tali che
K C E C A. Dato che

K c|J{:Iintervallo, I c A, INK # 2} C A

e che K & compatto, esiste un numero finito di intervalli Iy,..., I, C A tali

noo
che K C | Ij.
k=1

n o
Posto P = |J I, P & un plurintervallo e K C P C P C A. Percio
k=1

m(K) <m(P) <m(A)

e dunque vale sempre la disuguaglianza

(2.6) mi(E) < me(E).
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Si dice allora che un insieme limitato E € RY & misurabile secondo
Lebesgue se m;(E) = m.(E); in questo caso si pone

(2.7) m(E) = misura (di Lebesque) di E = m;(E) = me(FE).
Osservazione 2.4.1. Gli insiemi aperti o chiusi limitati sono misurabi-

li secondo Lebesgue e la loro misura (di Lebesgue) coincide con quelle
precedentemente definite.

Infatti se, per esempio, A ¢ aperto, esiste una successione crescente di
plurintervalli (chiusi) tali che m(A) = lim m(P,). Ogni insieme P, ¢ com-
n—oo
patto e P, C A. Quindi m(P,) < m;(A) da cui m(A) < m;(A). Abbiamo
gia osservato che m(A) = me(A).

In modo analogo si dimostra che m(K) = m;(K) = m.(K).

Osservazione 2.4.2. E evidente che, se E ¢ limitato, risulta:

pz(E) < mz(E) < me(E) < pe(E)-
Percio ogni insieme misurabile secondo Peano-Jordan e anche misurabile
secondo Lebesgue e le due misure coincidono.

Come abbiamo visto I'insieme QN [0, 1] non ¢ misurabile secondo Peano-
Jordan; esso € invece misurabile secondo Lebesgue ed ha misura nulla poiché

0 <m;(@N0,1]) <me(QN0,1]) < D me({gn}) =0.
neN

Lemma 2.4.3. (Superadditivita finita) Siano H, K C RN compatti e di-
sgiunti. Allora
m(HUK)>m(H)+ m(K).

In particolare, se E ed F' sono insiemi limitati e disgiunti, allora
Dimostrazione. Sia P un plurintervallo tale che POHUK e m(P) <

m(HUK) +e.

Dato che H e K sono compatti e disgiunti, la distanza d(H, K) tra di essi
& positiva. Scegliamo allora una decomposizione diadica di RY in modo che
il diametro di ogni cubo Q. sia piu piccolo di d(H, K'). Possiamo definire
quindi senza ambiguita i plurintervalli

Pi= | QuanP, Px= |J QuanP
HOQm n#@ KNQm.n#to
Risulta che P D Py U Pg, Py D H, Px D K e Py 0 Pr = @. Percid :
m(HUK)+¢e > m(P) >m(PgUPg)=m(Pg)+m(Px) >m(H)+m(K).
Per larbitrarieta di € > 0 si conclude che m(H U K) > m(H) + m(K).
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Ora, per ogni H compatto, H C E, ed ogni K compatto, K C F, si ha
che H e K sono disgiunti e quindi

m(H)+m(K)<m(HUK)<m;(EUF).
Per l'arbitrarieta di H in F e di K in F, si conclude che m;(E U F) >

Teorema 2.4.4. (Primo principio di Littlewood) Condizione necessaria e
sufficiente perché un insieme limitato E C RN sia misurabile secondo Le-
besgue € che per ogni € > 0 esista un compatto K ed un insieme F tali

che
KUF=F e meF)<e.

Dimostrazione. Se E & misurabile, (2.7) implica che per ogni € > 0 esistono
un compatto K C E ed un aperto A O FE tali che m(A) —m(K) < e. Posto
F=FE\Ksihache E=KUF emF)<m(A\K), dato che A\ K ¢ un
aperto che contiene F.

D’altra parte, A\ K, A e K sono misurabili perché aperti o compatti,
e (A\ K)UK = @; quindi m(4) = m;(A) > mi(A\ K) + mi(K) =

m(A\ K) 4+ m(K), e dunque m¢(F) <m(A\ K)=m(A) —m(K) < e.
Viceversa, se per ogni € > 0 esistono un compatto K ed un insieme F
con E=KUF em(F) < ¢, otteniamo

me(E) < me(K) +me(F) <m(K)+e<m;(E)+e
per ogni € > 0 e quindi m¢(F) < m;(E). Si conclude con (2.6). O

2.5. Complementare, intersezione e unione

Teorema 2.5.1. Sia E C RY misurabile e contenuto in un intervallo I.
Allora anche I\ E é misurabile e risulta che m(I \ E) = m(I) — m(E).

Dimostrazione. Per ogni € > 0, esistono un compatto K C F ed un aperto
A, E C A, tali che m(A) —m(K) <e.Sihache I\ E=(I\A)UF, dove
F=({I\E)\(I\A),elI\A-ecompatto. Inoltre, FF C (ANI)\ K. Percio

me(F) < me((AND\ K) < m(A\ K) = m(A) — m(K) < e.

Per il primo principio di Littlewood allora I \ E ¢ misurabile. D’altra parte,
I=(I\E)UFE e (I\FE)NE=g; quindi

m(I) > mi(I\ E) +mi(E) = me(I\ E)+ mc(E) >m(I).
(]

Teorema 2.5.2. L’intersezione di un numero finito o di un’infinita nume-
rabile di insiemi limitati misurabili contenuti in un intervallo I é misurabile.
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Dimostrazione. Siano Eq, ..., E,,... insiemi misurabili contenuti in I e sia
€ > 0. Per ogni n € N esistono un compatto K, C F,, ed un insieme F;, tali
che B, = K, UF,, e m¢(F,) < 57. Dato che

M B = ( N Kn> UF,
neN neN

con FF ' C |J Fn, e me(F) < > me(F,) < ¢, per il primo principio di
neN neN
Littlewood si ha che () E, ¢ misurabile, perché () K, & compatto. O
neN neN

Teorema 2.5.3. (Subaddittivitd ed additivita numerabile) Sia {E, }nen
una successione di insiemi misurabili e tutti contenuti in un intervallo I.

Allora Uinsieme E = |J E, é misurabile e
neN

(2.8) m( U En) <3 m(E,).
neN neN
Se inoltre gli insiemi E, sono a due a due disgiunti, si ha:

(2.9) m( U En) =" m(E,).

neN neN

Dimostrazione. (i) Dato che
E=1\{(I\En),
neN
la misurabilita di E segue dai Teoremi 2.5.1 e 2.5.2.

Inoltre il Teorema 2.3.2 implica:

m(E) =me(E) <Y me(Ey) =Y _ m(Ey).

neN neN

(ii) Siano E; ed Ep misurabili e disgiunti. Per il Lemma 2.4.3 ed il
Teorema 2.3.2 otteniamo:

m(Ey) +m(Ez) < mi(Er) + mi(Ea) < mi(Ey U Ep) <
me(El U EQ) < me(El) + me(Eg) = m(El) + m(Eg)

Quindi m(E1 U EQ) = m(El) + m(Eg)

Iterando questo risultato otteniamo che

Zk:m(En) - m( LkJ En) < m(E)
n=1 n=1

per ogni k € N, da cui ) m(E,) < m(E). O
neN
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Osservazione 2.5.4. Se F; ed FE5 sono limitati e misurabili ed I ¢ un
intervallo contenente sia E; che Es, allora

121\_Eb ::lalfW(]'\laﬁ

e quindi anche E; \ Ey ¢ misurabile.

2.6. Insiemi misurabili non limitati

Un insieme non limitato E C RY si dice misurabile secondo Lebesque se per
ogni r > 0 & misurabile I'insieme (limitato) £ N Q(0,7). Se E & misurabile
si pone per definizione

m(E) = lim m(ENQ(0,7)).

r—00
Teorema 2.6.1. Siano E ed E1,...,E,,... sottoinsiemi misurabili di RN .
Allora
(i) RN\ E, N E, e U E, sono misurabili;
neN neN

(ii) risulta
(2.10) m( U En) <> m(E,)
neN neN
e inoltre, se gli B, sono a due a due disgiunti,

(2.11) m( U En) =" m(E,).

neN neN
Dimostrazione. (i) Risulta che (RV \ E) N Q(0,7) = Q(0,7) \ (ENQ(0,r)),
(U ) nQ.r) = JE.newm)

neN neN

( ﬂ En) N Q(O,T) - ﬂ (En N Q(O,T)),
neN neN
per ogni r > 0.

(ii) Sia E = |J Ey; per il Teorema 2.5.3 si ha:

neN
m(ENQO.M) = m(JE.NQ.7) <3 m(ENQ.7) <
neN neN
> m(E,)

neN

Dunque

m(E) = lim m(ENQ(0,r)) <> m(E,).

r—00
neN
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Se gli F,, sono a due a due disgiunti, si ha per il Teorema 2.5.3

k k
> m(EanQ0,1) =m( |J(EanQ(0,1)) < m(E)
n=1

n=1

k
per ogni k € N. Passando al limite per r — oo, si ottiene > m(E,) < m(E)
n=1

per ogni k € N e quindi
Z m(E,) < m(E).

O

Concludiamo questo paragrafo con alcuni risultati sulla misura di Lebe-
sgue, che ci saranno utili in seguito.

Teorema 2.6.2. Se E CRYN ¢ misurabile (anche non limitato) allora
m(E) = inf{m(A): A aperto O E} =
sup{m(K) : K compatto C E}.
Dimostrazione. (i) Se m(E) = oo, allora m(A) = oo per ogni aperto A D E.
Se invece m(FE) < oo, siano E, = EN (Q(0,n) \ Q(0,n — 1)), n € N. Ogni

FE,, &€ misurabile e limitato e quindi, per ogni £ > 0 esiste un aperto A4, 2 F,
tale che

m(Ay) < m(Ey) + Qin

e e
L’insieme A = J A, ¢ aperto e contiene E ed inoltre
n=1

m(A) < Z m(Ay) < Z m(E,) +e=m(E) +e.
neN neN

(ii) Poniamo F,, = ENQ(0,n), n € N. Esiste un compatto K,, C F,, tale
che m(K,) > m(F,) — 1/n. Percio

m(E) = nh_}nolo m(Fy,) < nl;ngo{m(Kn) +1/n} =
. < 1 _

Corollario 2.6.3. Sia E C RN misurabile.

(i) Esistono una successione crescente di compatti K,, contenuti in E
ed una successione decrescente di aperti contenenti E tali che

nlgrolo m(K,) =m(E) = nh_)rrolo m(Ay).
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(il) Se m(E) < oo, allora |J K, CEC () A, e

neN neN
m( U Kn> =m(F) :m< ﬂ An).
neN neN

Dimostrazione. (i) Per il teorema precedente esistono aperti AY O E e
compatti K C E tali che

lim m(K}) =m(E) = lim m(A}).

n—co n-c0
Posto 4,, = jﬁl Are K, = jLnJl K7, siha che {A; }nen € decrescente, { K, }nen
e crescente ed inoltre Ay D A, D Fe K C K,, C E. Percio

m(E) = nl;n;om(K;;) < nh_)rgom(Kn) <

lim m(A,) < lim m(A}) = m(E).
n—oo

n—o0

(ii) La tesi segue da (i) osservando che

Jim m(16) = m( U 1)

neN
e che
Jmm(dn) =m( (] 42).
neN
dato che {A,}, € N decresce e m(A;) < 0o essendo m(E) < co. O

2.7. Esempi notevoli

Concludiamo il capitolo con alcuni esempi importanti.

Esempio 2.7.1. (Aperto di misura piccola con frontiera grande) Siano
{7n}nen 1 razionali di R. Definiamo

Ap = (T” o Qnil’rn_‘_ 2n€+1) , 1€N
(§]
o0
A= A
n=1

L’insieme A & aperto e contiene tutti i numeri razionali; quindi R = Q C
A CRecioe A=R. Inoltre

= = 2 € 1
A) < A)=S"_= (- =
m( );m( ) nzlznﬂ 2(1—1/2) c
Si ha quindi che R\ A & chiuso e m(R\ A) = oo; R\ A ¢ la frontiera di A
perché

dA=A\A=R\ A
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Esempio 2.7.2. (L’insieme di Cantor) Consideriamo I'intervallo chiuso [0, 1]
e dividiamolo in 3 sottointervalli di uguale lunghezza; rimuoviamo l'inter-
vallo centrale aperto e poniamo

A =(1/3,2/3), Cy=[0,1]\ 41 =[0,1/3] U [2/3,1].

Indichiamo, rispettivamente con Ay e Aj, le componenti connesse di
sinistra e di destra dell’insieme C. Suddividiamo poi in 3 parti uguali ognuno
dei sottointervalli Ag e A; e rimuoviamo di nuovo gli intervalli centrali
aperti. L’insieme rimosso ¢

Az = (1/3%,2/3%) U (7/3%,8/3),
mentre
Cy=1[0,1]\ (A1 U Ay) = [0,1/3%] U [2/3%,3/3%] U [6/32,7/3*| U [8/3%1]
¢ quello che rimane.

Procedendo come prima, indichiamo rispettivamente con Agy e Agy le
componenti connesse di sinistra e di destra di Ag N Csy e con A1g e Aqq le
componenti connesse di sinistra e di destra di Ay N Co.

0 1 C,
0 13 2/3 1

Cy
0 1/9 2/9 13 2/3 719 8/9 1

C,
—_ - —_ - —_ - —_— — C,

Figura 1. La costruzione dell’insieme di Cantor.

Procedendo in questo modo, definiamo una successione di insiemi aperti
A,,, unione di 2”1 intervalli aperti di lunghezza uguale a 3~". L’insieme C,,
corrispondente ¢ allora definito da

Cn=[0,1]\ [ J A = U A
k=1

€1, ,en€{0,1}

L’insieme di Cantor & cio che resta dopo aver rimosso tutti gli A,,, cioe

K =1[0,1]\ GAn: ﬁcn.
n=1 n=1
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L’insieme di Cantor K ha le molte proprieta interessanti che elenchiamo
e dimostriamo qui di seguito.

(i) m(K) = 0. Infatti, osserviamo che m(A4,) = 2;;1 e quindi

m( fj An> = im(An) =1,
n=1 n=1

per cui m(K) = 1—m< [.len) =0.

(ii) E evidente che K contiene tutti gli estremi degli intervalli in A,,.
(iii) K e compatto, perché chiuso e limitato.

(iv) K & perfetto (cioe & chiuso e ogni suo punto ¢ di accumulazione di
punti di K). Infatti, se x € K allora z € C), per ogni n. C), ¢ formato da 2"
intervalli di lunghezza 1/3". Sia x, l'estremo sinistro dell’intervallo di C),
che contiene x o ’estremo destro se quello sinistro coincide con x. In questo
modo,

0<|z—a,<1/3"
e quindi x,, — = se n — oo.

(v) K non ha punti interni. Infatti, se K contenesse un intervallo aperto

(a,b), questo avrebbe misura nulla e quindi non sarebbe un intervallo.

(vi) (Rappresentazione ternaria di un numero in K) Per ogni numero
reale z, 0 < x < 1, esiste una successione {i, }nen di interi con i,, € {0, 1,2}

tale che
Sy
— n
n=1

. N . N q
Tale successione € unica, tranne quando x ¢ della forma 30 con g € N, nel

qual caso di successioni ne esistono esattamente due. Viceversa, per ogni

successione {ip }nen di interi con i, € {0, 1,2}, la serie Z ;—Z converge ad
neN

un numero reale z, 0 < z < 1.

Come si costruisce la successione: si divide l'intervallo [0, 1] in 3 inter-
valli:

By=1[0,1/3], B1=1[1/3,2/3], By=][2/3,1],

cioe B; = [i/3,(i +1)/3], i = 0,1,2, e si prende i1 = i se x € B;. Una
volta scelto i; Si divide poi 'intervallo B;, che contiene x in 3 subintervalli,
Biyi = [i1/3+14/3%,i1/3+(i+1)/3%],i = 0,1,2, e si prende i = i se x € B;;.
E cosi via.

Se pero x = ¢q/3™ (per esempio x = 8/9) allora esiste un indice i,, tale che
T € Byjiy_y(in—1) NV Biyoin i, (€8 8/9 € Ba1 N Bag), e quindi x apparterra
a tutti gli intervalli Bi1~~-(in—1)22--~ e Bij...i,,00-- (e.g 8/9 € Bs122... N 32200...).
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Se K ¢ l'insieme di Cantor, allora K = insieme dei punti di [0, 1] che
hanno almeno una espansione ternaria che non contiene 1.

Infatti nella costruzione di K, ad ogni passo si divide per 3 I'intervallino
precedente e si elimina il nuovo intervallino centrale che abbiamo deciso di
associare alla cifra 1.

(vii) K non & numerabile. Infatti la (vi) ci dice che ¢’ una corrisponden-
za biunivoca di K con I'insieme delle successioni di 0 e di 2: e quindi con I'in-
sieme delle successioni di 0 e di 1 cioe , in definitiva, con le rappresentazioni
binarie dei numeri reali nell’intervallo [0, 1] che non & numerabile.

In altre parole, ad ogni x € K associamo la sua rappresentazione ternaria

[e.o]

.CC:Z;% con i, € {0,2}

n=1

e quindi, ponendo i,, = 2 j, con j, € {0,1}, associamo ad x la rappresenta-

zione binaria -
flo)y=>

n=1
di un numero in [0, 1]. Tale f : K — [0, 1] & una corrispondenza biunivoca.

.

n
n

[\)

X-y=z

-1 z 0 1/9 1/3 2/3 1

Figura 2. Ogniretta x —y = z,—1 < z < 1, interseca ogni C,, x C, in
almeno un punto.

(viii) L’insieme K — K = {x —y : x,y € K} contiene tutto 'intervallo
[—1, 1], cioe per ogni z € [—1,1] esistono z,y in K tali che x —y = z. Infatti,
sia 7 la proiezione da [0, 1] x [0, 1] su [—1, 1] cosi definita:

m(z,y) =z —y.
Osserviamo (vedi Fig. 2) che

m(C1 xC1) D[-1,1], n(CyxCy) D [-1,1], ..., w(C,xCy) DI[-1,1],...
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oo
Se z € () m(C, x Cy), per ogni n esistono x, e y, tali che z = x,, — yn.
n=0
Quando n — oo x, e Yy, convergono rispettivamente a due punti z ed y di
K e quindi z = z — y. Dunque
o
(K x K) D [ 7(Cn x Cp) D [-1,1].
n=0
Esempio 2.7.3. (L’insieme di Vitali) Nell'insieme R introduciamo la rela-
zione di equivalenza

r~ysr—yeQ.
Osserviamo che per ogni x € R esiste y € (0,1) tale che y ~ x. Infatti esiste
q € Q tale che 0 < x — ¢ < 1 e quindi basta scegliere y = x — q.

Sia V' C (0, 1) I'insieme formato scegliendo da ogni classe di equivalenza
dell’insieme quoziente R/Q un solo elemento appartenente a (0,1); V si puo
costruire per l'assioma della scelta. L’insieme V' ha le seguenti proprieta.

(i) Ser,s € Qer # s, allora (r+ V)N (s+V) = @. Altrimenti
esisterebbero y, z € V tali che r+y = s+z e quindiy—z = s—r € Q,

s —r # 0. Questo ¢ assurdo poiché y e z appartengono a classi
diverse.

(ii) Per ogni z € (0,1) esiste r € (—1,1) N Q tale che x € r + V. Infatti
esiste y € V che rappresenta x; posto r =x — y, allorar € Q e
-1=0-1<r=z—-—y<1-0=1

Le proprieta (i) e (ii) ci fanno concludere che V' non & misurabile. Infatti,
se V lo fosse, posto

E= |J +W),
re(—=1,1)NQ
anche E sarebbe misurabile e si avrebbe E C (—1,2). Percio sarebbe m(E) <
3. D’altra parte, per la proprieta (i) si ha che

3>m(E)= Y mr+V)= > m(V),
re(—1,1)NQ re(—1,1)NQ

dato che m(r + V) = m(V') per ogni r. Cio implica che m(V') = 0, e quindi
m(E) = 0.
Per la proprieta (ii) perd , F 2 (0,1) e quindi m(F) > 1 — assurdo.

Esercizi

1. Dimostrare che la misura di un plurintervallo P non dipende dalla parti-
colare decomposizione di P in intervalli con interni a due a due disgiunti.
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10.

. La misura di un compatto K si puo anche definire, a partire dalla misura

di un aperto, cosi :
m(K) = m(I) —m(I\ K),

dove I € un intervallo contenente K.
Dimostrare che questa definizione non dipende dal particolare inter-
vallo scelto e che e equivalente alla definizione gia data.

Se E e F sono misurabili, dimostrare che

m(E)+m(F)=m(EUF)+m(ENF).

. Se E C RY & misurabile, zg € RY e A > 0, allora anche I'insieme traslato

2o+ E={xo+y:y € E} e linsieme dilatato \E' = {\x : z € E} sono
misurabili e risulta che

m(zg + E) =m(E) e m(AE) = \m(E).

. Sia E un sottoinsieme limitato di R™V con frontiera di misura di Lebesgue

nulla. Dimostrare che E ¢ misurabile secondo Lebesgue e la sua misura
eguaglia quelle del suo interno e della sua chiusura.

Dimostrare che ogni sottoinsieme misurabile dell’insieme di Vitali ha
misura zero.

Sia E un sottoinsieme di R con m(E) > 0. Allora E contiene un sottoin-
sieme non misurabile.

In che relazione stanno

m(liminf E,)) e liminfm(E,),
n—oo n—o0

m(limsup E,,) e limsupm(E,)?
n—oo n—oo
Costruire degli esempi in cui i numeri di ciascuna coppia sono tra loro
diversi.

Si dice che un sottoinsieme E di RN genera una tassellatura se

U(E+n):RN e (FE+n)N(E+m)=2 per n#m.
nezZN

Dimostrare che se E genera una tassellatura, allora m(E) = 1.

k
Siano E,, C (0,1), n =1,..., k insiemi misurabili e sia ) m(E,) > k—1.
=1
i n
Allora l'insieme [ E, ha misura positiva.
n=1
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11.

12.
13.
14.

Sia {FE,}neny una successione di sottoinsiemi misurabili dell’intervallo
(0,1) e supponiamo che
limsupm(E,) = 1.
n—oo

Dimostrare che esiste una sottosuccessione {Ey, }ren tale che I'insieme

() Ey, ha misura positiva.
keN

Dimostrare che I'insieme di Cantor ¢ misurabile secondo Peano-Jordan.
Costruire un insieme perfetto, privo di punti interni e con misura positiva.

Trovare un sottoinsieme del quadrato di lato 1 che abbia misura zero e
tale che dati comunque due numeri a e b tra 0 e 1, 'insieme contiene la
frontiera di un rettangolo con lati che misurano a e b.






Capitolo 3

Spazi e funzioni
misurabili

3.1. Spazi misurabili

Sia X un insieme qualsiasi. Una collezione M di sottoinsiemi di X & una
o-algebra se:

(i) X e M,

(ii) E € M implica che £ = X \ E € M,

(iii) F, € M per n € N implica che |J E, € M.
neN

Esempio 3.1.1. Sono c-algebre:
(a) l'insieme delle parti di un qualsiasi insieme X;
(b) la famiglia formata dal solo X e dall’insieme vuoto @ in un insieme
qualsiasi X;
(c) i sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di X = RY;

(d) i sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di un qualunque insieme
misurabile secondo Lebesgue X = F.

Osservazione 3.1.2. E chiaro che ogni o-algebra contiene I’insieme vuoto.
Inoltre, ponendo nella (iii) F, = @ per n = m + 1,m + 2,..., anche le
unioni finite di insiemi di una o-algebra M stanno ancora in M. Infine, le
intersezioni numerabili di insiemi di M sono contenute ancora in M, perché

NE :<UEn>

neN neN
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Proposizione 3.1.3. Sia F una qualsiasi collezione di sottoinsiemi di un
insieme X. Allora esiste una o-algebra M* in X che é la piu piccola o-
algebra contenente F; M* si dice la o- algebra generata da F.

Dimostrazione. Sia ) la famiglia di o-algebre in X contenenti F; ) non &
vuota perché contiene almeno l'insieme delle parti di X.

Sia allora
M =[] M.
MeQ
E facile verificare che M* & ancora una o-algebra e contiene F. O

Sia (X, 7) uno spazio topologico. La o-algebra generata da 7 e cioe la
piu piccola o-algebra che contiene tutti gli aperti di X si indica con B e i
suoi elementi sono detti insiems borelians.

Osservazione 3.1.4. (i) Sono insiemi boreliani le unioni numerabili di
chiusi e le intersezioni numerabili di aperti.

(ii) Tutti i boreliani di RY sono insiemi misurabili secondo Lebesgue,
perché fra questi ci sono anche gli aperti.

Se M & una o-algebra in X, (X, M) si dice uno spazio misurabile e gli
elementi di M si dicono insiemi misurabili.

3.2. Funzioni misurabili

Sia (X, M) uno spazio misurabile e sia Y uno spazio topologico; una funzione
f X — Y si dice misurabile se, per ogni aperto A in Y & misurabile la
retroimmagine f~(A) di A secondo f.

Si noti il parallelismo tra le definizioni di spazio e funzione misurabile
e quelle di spazio topologico e funzione continua. In particolare, sappiamo
che la composizione di funzioni continue e continua; la seguente proposizione
tratta il caso analogo per le funzioni misurabili.

Proposizione 3.2.1. Siano (X, M) uno spazio misurabile ed Y,Z spazi
topologici. Sia f: X — Y misurabile e sia g: Y — Z continua.
Allora go f: X — Z ¢é misurabile.

Dimostrazione. Sia A un aperto di Z; dato che g7'(A) ¢ aperto in Y, allora
I'insieme

(go /)HA) =g (A)
€ misurabile. ]

Studieremo con attenzione particolare le funzioni a valori nella retta
reale estesa R = R U {400, —00}; gli aperti di R sono unioni di tre tipi di
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intervalli: (a,b),[—00,b) e (a,+oc] con a,b € R. Le operazioni di somma e
moltiplicazione in R obbediscono alle seguenti convenzioni:
(+00) + (+00) = +o0,
+oo+x =12+ (+00) = +00 per ogni x € R,

400 se x > 0,
(+0) -z =z (+00) =
—o0 se x < 0,

per ogni x # 0.

Il seguente risultato rende piu agevole determinare la misurabilita di una
funzione a valori nella retta estesa.

Teorema 3.2.2. Sia f : X — R. Allora f ¢ misurabile se e solo se per ogni
t € R e misurabile uno degli insiems di livello

L+(f, £) = f M (t+o0)) = {w € X : f(a) > £},
t

(
(

AVARRV

L (f.0) = f7H([t +oo]) = {z € X« f(a) 2 1},
L(f.t)=f([~o0,t) ={z € X : f(z) <},
LE(f,t) = [~ ,])_{xeX:f(x)g t}.

Dimostrazione. Se f € misurabile, allora ogni insieme di livello € misurabile,
essendo la retroimmagine di un aperto o del complementare di un aperto.
Viceversa, dimostriamo preliminarmente che la misurabilita di ciascun

insieme di livello & equivalente a quella di ogni altro nella lista. Infatti, dato
che

()= 1/n+00]) =

neN
= () L (f,t = 1/n),
neN

L% (f,t) ¢ misurabile se ogni Ly (f,t) lo ¢; dato che L_(f,t) = X \ L% (f,1),
L_(f,t) e misurabile se L (f,t) ¢ misurabile, perché ¢ il complementare di
un insieme misurabile; analogamente, il fatto che

L*(fit) = () L(f,t+1/n)

neN

LE(f,t) = f7H([t, +o0))

implica che L_*(f,t) & misurabile se ogni L_(f,t) lo &, mentre L, (f,t) =
X\ L*(f,t). implica che L4(f,t) & misurabile se L* (f,t) lo &.

Infine, per il Teorema 1.3.1, ogni aperto A di R & I'unione numerabile di
intervalli I,, dei tre tipi: (a,b),[—00,b), (a, +00]. Percid per quanto appena
o0

dimostrato f~1(A4) = |J f~!(I,) & misurabile se uno degli insiemi della

n—=
lista lo & per ogni t € R. O
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Esempio 3.2.3. (i) Sia E C X. La funzione caratteristica X ¢ misurabile
se e solo se I/ ¢ misurabile.

Infatti
g, set >1,
Li(Xg,t) =< E, se 0 <t <1,
X, set <0.

(ii) Ogni funzione continua su uno spazio topologico X & chiaramente
misurabile se la o-algebra definita su X contiene gli aperti di X.

Esempio 3.2.4. Un esempio importante di funzioni misurabili sono le fun-
zioni semicontinue.

Sia X uno spazio topologico; si dice che f : X — R & semicontinua
inferiormente se L1 (f,t) & aperto per ogni t € R o, equivalentemente, se in
ogni zg € X si ha:

liminf f(z) > f(xo).

T—T0
Si dice che f e semicontinua superiormente se L_(f,t) ¢ aperto per ogni
t € R o sein ogni xyp € X si ha:

limsup f(z) < f(xp).

T—T0

Per esempio, la funzione caratteristica di un aperto ¢ inferiormente se-
micontinua in RY; la funzione caratteristica di un chiuso ¢ superiormente
semicontinua in RV,

Siano X e Y spazi topologici. Si dice che f : X — Y & boreliana (o
misurabile secondo Borel) se

f~Y(V) e Bx, perogniaperto V CY.
E chiaro che gni f: RV — R boreliana ¢ misurabile secondo Lebesgue.

Proposizione 3.2.5. Siano X ed Y due spazi topologici e sia f : X — Y
una funzione boreliana. Allora risulta che f~(B) ¢ un boreliano di X per
ogni boreliano B di Y.

Dimostrazione. La famiglia Q = {B C Y : f~}(B) € Bx} & una o-algebra
in Y che € contiene tutti gli aperti di Y, dato che f & boreliana. Percio
By C Qe quindi f~}(B) & un boreliano di X se B & un boreliano di X. [

Teorema 3.2.6. Sia (X, M) uno spazio misurabile.

(i) Siano f,g : X — R misurabili e sia ¢ € R. Allora sono misurabili le
funzioni f 4+ g cf ed fg.
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(ii) Siano fn : X — R, n € N, misurabili. Sono allora misurabili anche le
funzioni:

S(QZ) = sup fn(x)a S('CC) = inf fn(x)a

I'(x) = liminf f,(x), I"(x) = limsup f,(z).

n—o0 n—00

Dimostrazione. (i) Si ha che

Li(f+g.t) = L+ (fr9) N Ly(g,t —q)
9€Q

e I'unione € numerabile. E facile inoltre dimostrare che ¢ f € misurabile per
ogni ¢ € R se f ¢ misurabile.

Dato che fg = 3[(f + 9)% — (f — 9)%], per quanto appena dimostrato,
bastera dimostrare il caso particolare in cui f = g = h e cioe fg = h?.
Risulta

X set <O,

Ly (r,0) = {L(h, VUL (h,vE) se t >0,

e quindi A? & misurabile se h lo &.
(ii) Si ha che

L—i—(Sat) = U L-l—(fn?t) e L*(Svt) = U L*(fnat)'
neN neN

La misurabilita di I’ ed I” si ottiene iterando le operazioni di inf e sup. O

Corollario 3.2.7. Se f,g: X — R sono misurabili, sono misurabili anche
le funzioni

max(f,g), min(f,g),
f+:max(f,0), f*:max((),—f% ’f‘:er_fi

e Uinsieme {x € X f(z) > g(z)}.

Osservazione 3.2.8. Sia £ € M. Dato che F e anch’esso uno spazio mi-
surabile rispetto alla o-algebra Mg = {ENF : F € M}, possiamo esten-
dere i risultati fin qui dimostrati per funzioni misurabili su X alle funzioni
misurabili su un ogni insieme misurabile E.
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3.3. Approssimazione mediante funzioni semplici

Una funzione s : X — R si dice semplice se € misurabile ed assume un
numero finito di valori. Se ci,..., ¢, sono i valori distinti di una funzione
semplice s, allora, posto By, = {x € X : s(x) = ¢}, k=1,...,n, gli E; sono
tutti misurabili, a due a due disgiunti e la loro unione e tutto X; quindi si
puo scrivere

s(z) = chXEk(a:), r e X.
k=1

Teorema 3.3.1. (Approssimazione mediante funzioni semplici) Sia data
una funzione f : X — [0,+00] misurabile. Allora esiste una successione
crescente di funzioni semplici s, che converge ad f puntualmente.

Se in piu f & limitata, allora le funzioni s, convergono ad f uniforme-
mente.

Dimostrazione. Sia n € N e poniamo:
E,=f(n,+x]) e Eni= Y[k = 1)/2™ k/2), k=1,...,n2"

La funzione

k/2"

(k-1)/2"

En,k n En,k

Figura 1. Approssimazione con funzioni semplici
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n2"

sn(z) = nXp, () + Z F
k=1

-1

on XEn,k (117)

e semplice perché E, ed E,, , sono misurabili. Inoltre s, < f per costruzione.
Si noti che

Enr=Eni126—1U Epg1 0k

e quindi se x € E,, j, risulta

kE—1 _
sn(r) = =~ < min[(2k — 1) /27t 2 /27 < s ().
Analogamente
(n+1)2n+1
En = Lnp+1 U U En+1,k
k=n2n+141

e quindi se x € E, risulta ancora
sp()=n<n+1=s,41(x) se =€ E,q

e,se k=n2"" +1,... (n+1)2"H,

k—1
sp(z) =n <

S ontt T sn+1(z) se x € Eppyy .

Percio {sp }nen € crescente.

Se ora f(x) = 400, allora s,(z) = n per ogni n € N e quindi s,(z) —
f(z) quando n — oo. Se f(x) < oo, esiste ng € N tale che f(z) < ng. Se
n > ng si ha allora

0= (&) = sula) < 5

e quindi s, (z) — f(x).

Se infine f ¢ limitata, preso n > sup f, si avra 0 < f(x) — sp(x) < 57
X

per ogni z € X e cioe sup |[f — sp| < 5+ — 0 se n — <. O
X

Osservazione 3.3.2. Sia ora (X, M, pu) uno spazio di misura. Tutte le
proprieta fin qui dimostrate per le funzioni misurabili si possono estendere
al caso di funzioni non ovunque definite, purché quasi ovunque definite, cioe
definite ovunque tranne che in un insieme di misura nulla. Questo ¢ dovuto
al fatto che, se E ¢ misurabile ed Fy ha misura nulla, anche EUEj e E '\ Ey
sono misurabili e u(E) = u(E U Ep) = u(E \ Ep).

Per esempio, se f, : X — R ¢ definita q.0. e misurabile, allora se

E,={x € X : fu(x) non & definito } si ha u(E,) =0. Posto E = |J E, si
neN
ha p(E) = 0 ed ogni f, ¢ definita nell'insieme X \ E. La funzione S(z) =
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sup fn(x), per esempio, sara misurabile in X \ E, per la proposizione gia
neN
dimostrata, e quindi anche in X perché u(E) = 0.

3.4. I tre principi di Littlewood

Si consideri RV con la o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue.
Le seguenti affermazioni passano sotto il nome di principi di Littlewood.
(i) Ogni insieme misurabile (di misura finita) ¢ quasi un chiuso.
(ii) Ogni successione di funzioni misurabili che converge quasi ovunque
¢ quasi uniformemente convergente.
(iii) Ogni funzione misurabile & quasi continua.
L’affermazione (i) ¢ il contenuto del Teorema 2.4.4 che abbiamo gia dimo-

strato nel caso di insiemi misurabili limitati e che si puo estendere facilmente
al caso di insiemi di misura finita.

Il significato del secondo principio di Littlewood & reso evidente dal
seguente risultato.

Teorema 3.4.1. (Egoroff-Severini) Sia E un insieme misurabile e limitato
e stano [ ed fn, n € N, funzioni misurabili in E e quasi ovunque finite.

Allora
fn—=f qo. in FE

se e solo se, per ogni € > 0 esiste un compatto K C E tale che

(3.1) m(E\K)<e e f,— f wuniformemente su K.

Dimostrazione. Se f, — f q.0. in E, il sottoinsieme dei punti di F tali
che fn(z) — f(z) per n — oo ha la stessa misura di F; possiamo quindi
supporre senza perdere di generalita che f,(z) — f(z) per ogni x € E.
Osserviamo allora che possiamo scrivere che

E = {z € E :limsup|fn(z) — f(z)| =0}.
n—oo
Dati n ed m € N definiamo:
1
E,m= FE n — — .
m={r B swlh@) - f@]<

Si osserva che, per ogni m € N, E,, ,, C Fj,11, ed inoltre

oo
FE = U E,m per ogni m € N.
n=1
Per il Teorema 4.1.2, fissati € > 0 ed m € N esiste un indice v = v(e, m) tale

che
m(E\ E,,) < e/2mth
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Sia F'= [\ Ey(m)m; allora E\ F = |J (E\ E,¢m)m) e quindi
m=1

m=1

m(E \ F) < Z m(E \ El/(e,m),m) <

m=1

| ™

Esiste inoltre un compatto K C F' tale che m(F \ K) < ¢/2 e quindi
m(E\K)=m(E\F)+m(F\K)<e.

o0
Siccome K C F'= () Ej(cm)m, Per ogni m esiste un indice v(e,m)
m=1
tale che

1
|fn(z) — f(x)] < — perogni n>v(e,m) ed ogni = € K,
m

cioe f,, converge uniformemente ad f in K.

Viceversa, se per ogni € > 0 esiste un compatto K C F che soddisfa (3.1),
per ogni m € N esiste un compatto K,,, C E tale che f,, — f uniformemente

su Ky e m(E\ Ky,) <1/m. Allora f,(z) = f(x) perogniz € F = |J K,

meN
(6]

m(E\ F) = m( N (E\Km)) = lim m(E\ K,) =0.
meN

O

Una funzione f definita su un insieme misurabile E si dice quasi continua
se per ogni € > 0 esiste un chiuso K C E tale che m(E\ K) < ¢ ed f ristretta
a K e continua.

Lemma 3.4.2. Le funzioni semplici definite in insiemi di misura finita sono
quasi continue.

Dimostrazione. Sia f = i cjXg, dove c1, ..., ¢, sono distinti e £; = {z €
E : f(z) =¢}. Gli insiérznli E; sono misurabili, quindi per ogni € > 0 esiste
un chiuso K; C E; tale che m(E; \ K;) < ¢/n. L’insieme K = Lnj K; & un
chiuso e m(E \ K) < e. I chiusi K; sono disgiunti ed f e Costz::tle su ogni
Kj, quindi f ¢ continua su K. O

Il terzo principio di Littlewood & riassunto nel seguente teorema.

Teorema 3.4.3. (Lusin) Sia E un insieme misurabile di misura finita e sia
I quasi ovunque finita in E. Allora, f ¢ misurabile in E se e solo se f ¢
quasi continua in F.
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Dimostrazione. (=) Supponiamo che f sia misurabile e f > 0. Esiste una
successione s, di funzioni semplici che converge quasi ovunque a f.

Fissiamo un ¢ > 0. Per ogni n esiste un chiuso K,, C FE tale che
m(E \ K,) < ¢/2"*! e 5, ¢ continua su K,,. Per il teorema di Egoroff-
Severini esiste inoltre un chiuso Ky C FE tale che m(E \ Ky) < €/2 e s,

o0
converge uniformemente ad f in Ky. In K = [ K, la successione s,, con-

n=0
verge uniformemente ad f e, siccome le s, sono continue in K, allora anche

f e continua in K. Rimane da osservare che

o
m(E\K) <> m(E\K,) <e.
n=0
Se f cambia segno, basta scrivere f = f* — f~ con fT e f~ funzioni
misurabili non negative.
(<) Supponiamo che f sia quasi continua e sia t € R. Per ogni ¢ > 0
esiste un chiuso K con m(E \ K) < € ed f ¢ continua in K. Quindi

freE: f@)>t)=fe ek : fl2) >t}Ufec E\K : f(z) > 1},

dove il primo insieme a secondo membro e chiuso, perché f ¢ continua in K
mentre il secondo € contenuto in E'\ K ed ha quindi misura esterna minore di
. Per il primo principio di Littlewood, 'insieme di livello a primo membro
€ misurabile. O

Osservazione 3.4.4. Si dice che una funzione ¢ continua quasi ovunque in
E se

m({x € E : f ¢ discontinua in z}) = 0.
I concetti di funzione continua quasi ovunque e di funzione quasi continua

non coincidono. Per esempio: Xpn,1] € misurabile, quindi € quasi continua,
ma ¢ discontinua in ogni punto di [0, 1].

3.5. Esempi notevoli

Esempio 3.5.1. (La scala di Cantor) Usando 'insieme di Cantor si puo
costruire una funzione s continua e non decrescente in [0,1] con s'(z) = 0

q.0. in [0, 1] e s non costante. Useremo alcune notazioni usate nell’Esempio
2.7.2.

La funzione ¢ cosi definita:
s(0)=0, s(1)=1, s=1/2 in A; =[1/3,2/3].

Cioe¢ s nella chiusura di A; ¢ uguale alla media dei valori in 0 e 1. Si divide
poi [0,1/3] in 3 intervalli e si pone s = 1/4 in quello centrale chiuso, cioe
nell’intervallo centrale si assegna ad s il valore della media negli estremi.
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3/4 rm—

172

14 r—

Figura 2. La scala di Cantor.

Analogamente si divide [2/3,1] in 3 parti e si pone s = 3 (3 +1) = 3 in

[2,8] e cosi via.
o0 JE—
In questo modo s risulta definita in (J A, cioé quasi ovunque in [0, 1];
n=1

s puo essere prolungata con continuita a tutto [0, 1] osservando che la suc-
cessione di funzioni continue i cui grafici sono disegnati in Figura 3 converge
uniformemente ad una funzione continua che coincide con s negli insiemi
A,.

Osserviamo che s & costante su ciascuno degli intervalli componenti A4,
e quindi s’ = 0 quasi ovunque in [0, 1], dato che la misura totale di tutti
quegli intervalli e ugale ad 1.

Una descrizione alternativa della scala di Cantor si ottiene nel modo
seguente. Sia x un numero reale in (0, 1) con espansione ternaria {a,}. Sia

Nl o se a, #1 per ogni n € N,
min{n : a, = 1}, altrimenti.
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Figura 3. Approssimazione della scala di Cantor.

Si pone allora
%an, se n < N,

bn =14 1, se n= N,
0, se n > N,
e
b
n
s(m)zz2—n
n=1

Si noti bene che:

(i) la definizione & ben posta anche se z ammette due espansioni terna-
rie; per esempio, a % si possono associare le successioni (1,0,0,-- )
e (0,2,2,--+); nel primo caso si ha N =1 e quindi b = (1,0,0,---),
da cui segue s(1/3) = 1/2; nel secondo caso, N = oo e quindi

b=(0,1,1,---), da cui segue che s(1/3) = > 27" =1/2;
n=2

(ii) la definizione & coerente con la precedente, cioe s ha lo stesso valore

oo

su |J Ap; per esempio, se x € (1/3,2/3), allora a = (1,a9,as, -+ ),
n=1

N=1eb=(1,0,0,---), cioe s(z) =1/2.
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Con questa rappresentazione si puo dimostrare che

1 . . 1
|z —y| < M implica che |[s(x) — s(y)| < oF
per ogni k € N (si veda [Fa]).
Da questa proprieta segue che

|s(x) — s(y)| < Cla —y| B3,

cioe s e holderiana con costante a = iﬁ—?,’
Infatti, se k ¢ il pitt grande intero tale che |[z—y| < 3%, allora 316% < |z—y|

e quindi
5(2) = )| < g = 7402 < P2 Wlel =g oy,

Esempio 3.5.2. Consideriamo ora la funzione
l(x) = s(x) + x;

[ & strettamente crescente e continua, quindi ¢ un omeomorfismo tra [0, 1] e

0,2].
“((O))-»(0)

Inoltre
perché I'immagine di ogni intervallo componente 'unione ha la stessa misura
del intervallo stesso. Quindi, se K ¢ I'insieme di Cantor,
m(I(K)) =1,
perché m (1 ([0,1] \ K)) = 1.
Dal momento che [(K) ha misura positiva, per I’esercizio 7 del Capitolo

2, esiste un sottoinsieme E C [(K) non misurabile. Osserviamo che [71(E) C
K quindi & misurabile ed ha misura 0.
Si puo allora scrivere
XE(.T) = /1771(]5) o lil(x).
~1 & una funzione continua, X-1(g) € una funzione misurabile, ma Xz non

l
¢ misurabile.

Esempio 3.5.3. (In R esistono insiemi misurabili che non sono boreliani)
Abbiamo visto nell’esempio precedente che, usando la scala di Cantor in
modo opportuno e possibile scrivere

Xg=fog,
dove Xr non & misurabile, f & misurabile e g & continua.

Osserviamo che f non puo essere una funzione boreliana, altrimenti fog
sarebbe ancora una funzione boreliana e quindi sarebbe misurabile.
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Esiste quindi una funzione f che ¢ misurabile ma non & boreliana. Questo

significa che le retroimmagini di aperti sono tutte misurabili, ma non sono
tutte boreliani.

Esercizi

1.

Sia {f,,} una successione di funzioni misurabili su R"V definite quasi ovun-
que e che convergono quasi ovunque ad una funzione f. Dimostrare che
f e definita quasi ovunque ed & misurabile se estesa uguale a zero dove
non ¢ definita.

2. Se {z € E: f(x) > q} ¢ misurabile per ogni ¢ € Q, allora f & misurabile.

Sia ¢ : R — R una qualunque funzione. Allora la funzione f(z) =
liminf g(y) ¢ semicontinua inferiormente e quindi misurabile.
Yy—x

La tesi € sempre vera se sostituiamo R con uno spazio topologico
qualsiasi?

Sia f : R — R una funzione qualsiasi e siano
¢s(x) = sup{[f(s) — f()]: 5,0 € (x— 0,2+ 0)},
¢(z) = inf{ps(x) : 6 > 0}.

Dimostrare che ¢ & superiormente semicontinua e che ¢(z) = 0 se e solo
se f e continua in z.

. Dimostrare I’equivalenza delle definizioni di funzione semicontinua infe-

riormente o superiormente date nell’Esempio 3.2.4.

La funzione caratteristica di un insieme E ¢ semicontinua inferiormente
se e solo se F ¢ aperto.

Sia K compatto di RV e sia f semicontinua inferiormente. Allora f
ammette minimo in K. Che cosa succede se K ¢ un qualsiasi spazio
topologico compatto?

Sia {f,} una successione di funzioni reali non negative su R. Si conside-
rino i seguenti quattro enunciati:
a) Se f1 e fo sono semicontinue superiormente, f; + f2 € semicontinua
superiormente.
b) Se fi e fo sono semicontinue inferiormente, f; + fo ¢ semicontinua

inferiormentei.
o0

c) Se ogni f, € semicontinua superiormente, Y f,, & semicontinua su-
1
periormente.
(&)
d) Se ogni f,, € semicontinua inferiormente, » f, ¢ semicontinua infe-
1

riormente.
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10.

11.

12.

Si provi che tre di questi enunciati sono veri e uno e falso. Cosa
succede se si omette la condizione di non negativita?

La funzione

Fz) = 1/q sex=p/qconp€Z, q€ N primi tra loro,
10 altrimenti,

& semicontinua superiormente.

Una funzione f : [a,b] — R & semicontinua inferiormente se e solo se

f(z) =sup{g(z) : g € Cla,b], g < f su [a,b]}.

per ogni z € [a, b).
Sia f una funzione continua di una variabile reale e sia F un insieme di
numeri reali di misura di Lebesgue nulla. E sempre vero che m(f(E)) =
07
Sia F c RY un sottoinsieme misurabile di misura finita e sia f : E — R
una funzione misurabile.

Dimostrare che f ¢ quasi ovunque finita in E se e solo se f ¢ quasi
limitata in E, nel senso che per ogni € > 0 esistono un chiuso K C E ed
una costante ¢ > 0 tali che

If|<cin K e m(E\K)<e.






Capitolo 4

L’integrale di Lebesgue

4.1. Misure positive

Una misura positiva & una funzione definita su una o-algebra M a valori in
[0, 00] € numerabilmente additiva, cioe tale che, se { E}, }en € una successione
di elementi a due a due disgiunti di M, risulta:

(4.1) w(U Bn) = D (B,
neN neN

Per evitare banalita supporremo sempre che p sia finita, cioé che esista
almeno un F € M tale che pu(E) < oo. La terna (X, M, p) si dice uno
spazio di misura.

Esempio 4.1.1. Ecco alcuni esempi di spazi di misura.
(a) X = RY, M = o-algebra degi insiemi misurabili secondo Lebesgue,
© = m = misura di Lebesgue.

(b) Sia X un insieme qualunque, M linsieme delle parti P(X) di X e si
definisca

(E) = 400 se FE ¢ infinito,
MEI= cardinalita di E se  E ¢ finito;

questa formula definisce una misura che si dice la misura che conta (e.g.
X =N).

(¢) Sia X un insieme qualsiasi, M = P(X), g € X e

] 1 se xzp€EF,
6$0(E)_{0 se w ¢ F;

la misura definita in questo modo si dice la delta di Dirac.
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Teorema 4.1.2. Sia (X, M, ) uno spazio di misura. Allora:
(1) 1(@) = 0;
(i) W(E1U---UE,) =pu(Ey)+- -+ u(Ey,) se Eq,...,E, € M sono a due
a due disgiunti;
(iii) E C F implica u(E) < p(F) per E, F € M,
(iv) se E1,...,Ey,, ... éuna successione crescente (i.e E, C E,+q1 pern €
N) di insiemi misurabili, risulta che

Jm (B = n( U En):
neN

(v) se Eq,...,E,,... é una successione decrescente (i.e En O E,y1 per
n € N) di insiemi misurabili, risulta che

nll—%oM(E”) = ,u( ﬂ En> se p(Er) < oo.
neN

Dimostrazione. (i) Sia E € M tale che u(FE) < oo e si ponga Fy = E e
Eyp =@ per k=2,3,... in (4.1).

(ii) Si ponga Ey =@ per k=n+1,n+2,... in (4.1).

(iii) Poiché FF = FU(F\ E)e EN(F\ E) = @, (ii) implica che
p(F) = w(E) + p(F\ E) > p(E).

(iv) Sia E = |J E,, allora E,, C E per ogni n € N e quindi u(E,) <
neN
u(E). Se esiste n € N tale che pu(E,) = oo si ha anche u(E) = oo e quindi

la tesi. Altrimenti si pone Fy = Ey, F,, = E, \ E,—1, n =2,3,... esi ha

n

wkE) = Z#(Fn) = JL)I{:OZM(F’C) = nh_}rg()u( U Fk) =
k=1

neN k=1
Jim pu(Ey).
(v) Per la (iv)
Tim (B \ E) = o | (B \ Ba) = (B () En)

neN neN
e quindi
p(Er) — lim p(Ep) = lim p(Er\ E,) = p(Er) - u( N En)
neN
da cui si conclude poiché p(Ep) < oco. O

Esempio 4.1.3. Se u(E;) = oo allora in generale 'asserzione (ii) del Teo-
rema 4.1.2 non vale. Infatti, se E, = [n,4+00),n € N, e p & la misura di

Lebesgue m, siha (| E, =9, E, 2 E,4+1 e m(E,) =oco,n € N.
neN
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4.2. Misure esterne

Una misura esterna pie su un insieme X e una funzione definita sull’insieme
delle parti di X a valori in [0, 0o] tale che

(i) pe(@) = 0;
(i) pe(E) < pe(F) se E C F;

o0 o0
(iii) ue< U En) < > pe(Ey) per ogni successione di sottoinsiemi E,,
n=1 n=1
di X.
Le misure esterne permettono di costruire della misure, perche esiste sempre

una o-algebra sulla quale si comportano come misure.

Un sottoinsieme E di X si dice pe-misurabile se decompone additiva-
mente ogni sottoinsieme di X, cioe se

pe(F) = pe(F N E) + pe(F\ E),
per ogni F' C X.
Si noti che, dato che F' = (F'\ E) U (F N E), per la (iii) vale sempre la
disuguaglianza pe(F) < pe(F N E) + pe(F\ E).

Teorema 4.2.1. (Caratheodory) Sia pe una misura esterna. La collezione
M di insiemi pe-misurabili & una o-algebra e la restrizione di pe a M € una
misura. Inoltre, se p.(E) =0, allora E ¢é pe-misurabile.

Dimostrazione. E chiaro che @ € M.
Se E € M, allora
pe(F) = pe(FNE) + pe(F\ E) = pe(F\ E) + pe(F N E),
quindi E¢ € M.
Facciamo ora vedere che, se F1 ed FEs sono elementi di M, anche 'unione

E71 U E5 appartiene ad M. Applichiamo per questo la definizione alle coppie
di insiemi F, Fy e F'\ Eq, Es; otteniamo:

IU'E(F) = Me(F N El) + ME(F \ E1)7
te(F'\ E1) = pe((F\ E1) N E2) + pe((F1\ E1) \ E2),
e quindi
pe(F) = pe(FNED)+ pe((F\ E1) N E2) + pe((F\ E1) \ E2) =
pe((F'N (E1 U E2)) + pe(F\ (E1 U Ey)),

dato che (FNE)U((F\ E1)NEy) = FN(E1UE3). La disuguaglianza opposta
e sempre vera. Per induzione & chiaro inoltre che, se F1, ..., E, € M, anche

U FE; € M.
=1
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Facciamo ora vedere che, se {E,}neny € M e gli E,, sono a due a due
disgiunti, allora

Me(Fﬂ U ) Z'L‘@ FNE,)

n=1

per ogni F' C X. In particolare, si avra Che

M(U ) Zue

n=1
e cioe che p, ¢ numerabilmente additiva su M.

Cominciamo a dimostrare per induzione che
n n
e (F nJ E) =Y he(FNEy).
i=1 i=1

R n

E chiaro che questa ¢ soddisfatta per n = 1. Sia F,, = |J E; e supponiamo
i=1

che

J(FNE,) ZueFﬂE

risulta:

pe(F N Fog1) = pe(F N Fppr NE) + pe((F 0 Foppa) \ Fr) =
pe(F N Fp) + pe((F N (Fg) \ Fr)) =

Zﬂe(FmEi) + pe(F N Epgr) =
=1
n+1

Z :UJe(F N Ez)
i=1

Infine, si ha:

iue(FﬂEn) > pe(FN G En) = pe(F 0 OE) -
n=1

n=1 i=1
n
Z Ne(F N Ez)
=1

per ogni n € N e quindi la tesi. Nell’'ultima catena di disuguaglianze, la pri-
ma segue dalla subadditivita di u., mentre la seconda dalla sua monotonia.

Siamo ora in grado di concludere la dimostrazione facendo vedere che, se
o0 n
{En}neny C M, anche |J E, € M. Infatti, fissaton € Ne posto F,, = |J E;,
i=1

n=1
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si ha che sia F,, € M che F,, \ F,,—1 € M e quindi
pe(F) = pe(FNEF) + pe(F\ Fn) >

pre(F N Fy) +ue(F\ G En> =

n=1

e (P UEA i) + (P
i=1

(@
i
N
Il

3
Il
i

8
S
\._/

> e F O (F\ Fio)) + e (F\

=1

3
Il
fa

Facendo tendere n all’infinito, si ottiene percio:

pe(F) > Zuewm(Fn\Fn_l))we(F\UEn):

e (F L:J (Fo\ Foe1) +ue(F\UE)

ue<Fm UE)Jrue(F\ U )

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che gh insiemi F,, \ F,,—1 sono a
due a due disgiunti. Come al solito, la disuguaglianza contraria & sempre
verificata. O

Sia (X,d) uno spazio metrico. Una misura esterna su X si dice una
misura di Caratheodory se

pe(EUF) = pe(E) + pe(F),
per ogni coppia di insiemi E, F' tali che d(E, F') > 0.

Proposizione 4.2.2. Se . ¢ una misura esterna di Caratheodory su (X, d),
allora i boreliani sono p-misurabili.

Esempio 4.2.3. (La misura di Hausdorff) Sia X = R con la distanza
euclidea Sia E C RY. Si dice che {U;}22, & un d-ricoprimento di E se

E C UUeO<d1am(U)<5perogmz€N
i=1

Siano E CRY, 0 < s < o0 e 0 < § < oo. Poniamo:
o0 S
diam(U;
= inf {Z e [ fam( )] : {U;}ien € un d-ricoprimento di E} ,
=1

dove
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(Si noti che se s € intero, a(s) non & altro che il volume della pallina unitaria
s-dimensionale.)

Poiché la funzione § — Hj(E) e decrescente, dato che ogni d-ricoprimen-

to € anche un ¢’-ricoprimento se § < ¢’, allora possiamo definire

H*(E) = lim Hi(E) = sup Hi(E).

Si dice che H* ¢ la misura di Hausdorff s-dimensionale su RY; si puod
dimostrare che H3 ed H*® hanno le seguenti proprieta :
(i) H3 e H® sono misure esterne;

(ii) H?® & una misura di Caratheodory, quindi i boreliani sono misurabili
secondo H?;

(iii) H° & la misura che conta i punti di R";
(iv

)
)
(v) H* =0 su RY per ogni s > N;
(vi) H*(AE) = N*H*(E) per ogni A > 0 ed E C RY;
(vii) H*(L(E)) = H*(E) per ogni isometria L di RY.

HYN = m su R, la misura di Lebesgue su RV;

Si pud anche dimostrare che, se E C RN e, se 0 < s < t < o0, allora
H*(F) < oo implica che H!(E) = 0 o, in altre parole, H!(F) > 0 implica
che H*(E) = oo.

La dimensione di Hausdorff di un insieme E C R ¢ allora definita da

dimy(E) = inf {0 < s < o0 ) H(E) =0}

4.3. Integrale di Lebesgue di funzioni non-negative

Sia (X, M, u) uno spazio di misura e sia s : X — [0,+00) una funzione
semplice, cioe

k
s = E ¢iXE;
i=1

k
coneg; >0,i=1,...k, |JE;=X e E;NE; =@ peri#j.
i=1
Se E € M & misurabile, si pone per definizione:

/sd,u:

E (2

CZH(E N El),

k
—

dove si intende ¢;u(E N E;) = 0 se ¢; = 0, anche se u(E N E;) = co.
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Sia f : X — [0,00] misurabile; V'integrale (di Lebesgue) di f su E
(rispetto alla misura p) & definito da

/fd,u:sup{/sd,u:s semplice ,0 < s < f in E}
E E

Se l'integrale di f & finito, si dice che f & sommabile in E.

Esempio 4.3.1. (i) Sia g = d,,, la delta di Dirac concentrata in zp € X.
n
Se s = ) ¢jXp; ¢ una funzione semplice, allora xg appartiene ad un solo

j=1
Ej, cioe pu(E;) =0se j #i e p(E;) = 1; quindi

/ s dp = ¢; = s(xp).
X

Se f & misurabile e non-negativa, si ha dunque
/ fdu = sup{s(zp) : s semplice, 0 < s < f} = f(xg).
X

Una funzione ¢ quindi sommabile se f(zg) < oo.

(ii) Sia X = N e sia p la misura che conta. B facile dimostrare che f &

sommabile se e solo se > f(n) < oo e si ha che
neN

[ ran=3 s,
X

neN

(iii) Se X = I & un insieme qualsiasi e p € la misura che conta allora
/fdu = sup{Zf(i) Jcl,J ﬁnito}
I ieJ
e si scrive anche

Jrau=3¥ 10,

i€l
Proposizione 4.3.2. Siano f,g: X — [0, 00| funzioni misurabili ed E, F €
M.

Allora
(i) [fdu= [ fXEdy
E X
(ii) se f<gim E, si ha [ fdu < [ gdpu;
E E
(iii) se ECF, si ha [ fdu < [ fdu;
E F

(iv) se f=01n E, siha [ fdu=0;
E
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(v) se u(E) =0, si ha [ fdu=0.
E

Dimostrazione. (i) E banale osservando che se 0 < s = > ¢iXg, < f, allora

i=1
/SXEdu—/sd,u.

X E

(i) Per ogni funzione semplice s con 0 < s < f, risulta s < g e quindi

/sdué /gdu-
E E

Passando all’estremo superiore, si ottiene la tesi.
(iii) Risulta

[ran= [sxean< [ 1 xedn= [ ran
E X X F

(iv) Ogni s semplice con 0 < s < f & nulla in F e quindi [ sdp = 0.
E
(v) Per ogni s semplice con 0 < s < f, si ha

k
/ dp = chu (ENE;)=0.
E i=1

O

Osservazione 4.3.3. Con la (i), se f : E — [0,400] ¢ misurabile in E,
possiamo definire ancora il suo integrale in X.

Lemma 4.3.4. Siano E1,..., E,,... insiemi misurabili di X, a due a due
oo

disgiunti e tali che E = |J E,.
n=1

Se s & una funzione semplice non negativa, allora

/sd,u Z/sd,u

n= lEn

In altre parole, la funzione v : M — [0, 400] definita da

V(E):/sdu, E e M,
E

e una misura.



4.4. Teorema di Beppo Levi e lemma di Fatou 59

Dimostrazione. Come al solito, possiamo scrivere
k
s = E ciXFia
i=1

k
dove | Fi =X e F;NF; =@ sei# j. Percio
i=1

1=

k k 00
/sd,u = Zci,u(EﬂFi) = Zcm( U EnﬂE-> =
E =1 =1 n=1
k ) o~ k
ZCZ Zu(En NE;) = Z Z (B, N E;) =
i=1 n=1 n=1 i=1
[o.¢]
Z /sd,u
n:lEn

4.4. Teorema di Beppo Levi e lemma di Fatou

Il seguente teorema e fondamentale.

Teorema 4.4.1. (di convergenza monotona o di Beppo Levi) Sia {f,}nen
una successione crescente di funzioni misurabili e non negative su X. Allora

/lim frndp = lim /fndu.
n—oo n—oo
X

X
Dimostrazione. Sia f : X — [0, 00| definita da f(x) = lim f,(z) per ogni
n—o0

z € X. Dato che la successione numerica [ f, du & crescente e [ f, du <

X X
| f dpu, allora
X

i <
Jim f fodp < / fdp.
X X

Viceversa, sia s semplice con 0 < s < f. Fissato un numero « € (0, 1),
poniamo E, = {z € X : fu,(x) > as(z)}, n=1,2,--- . Risulta che

X=|JEn ¢ BxCEp1, neN,
neN

)andqu{fnduza/sdu:aV(En),

En

Percio



60 4. L’integrale di Lebesgue

dove v & la misura definita nel Lemma 4.3.4. Quindi

lim [ fodp>a lim v(E,) =av(X)= a/sdu.
n—oo n—oo
X X
per la (iv) del Teorema 4.1.2.
Passando al limite per o — 17, si ottiene
lim /fnd,u > /sdu.
n—oo
X X
Passando all’estremo superiore rispetto ad s, si conclude che

lim fnd,u,>/fdu

n—oo

O

Osservazione 4.4.2. Applicando la Proposizione 4.3.2 (i), il teorema si puo
estendere a successione di funzioni misurabili in un insieme misurabile F.

Lemma 4.4.3. (Lemma di Fatou) Sia {f,}nen una successione di funzioni
misurabili e non negative su X. Allora

/lim inf f, dp < lim inf/fn du.

n—oo n—oo

X X

Dimostrazione. Sia gp(z) = égf fr(z), n € N. Allora g, < fn, gn < gn+1,
>n

neNe
lim g, (z )—hmlnffn( )

n—oo n—oo

per ogni x € X.
Per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi, si ha allora
[imint o = [ i g = i [ v =
X X X
liminf/gn du < liminf/fn d.
n—oo n—oo
X

0

Esempio 4.4.4. Nel lemma di Fatou, in generale, non vale il segno di
uguaglianza. Sia infatti

fa(@) =nXy1y(z), neN, zeR.

Allora f, > 0 per ogni n € N e linl)inf fu(z) = 1i_>m fn(z) = 0 per ogni
z e€R.
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D’altra parte [ fy(z)dx =1 per ogni n € N e quindi
R
liminf/fn(x) dx = li_>m fa(z)de =1>0= /liminf fn(z)de.
R

n—00 n—00
R RN

E chiaro che questo stesso esempio ci informa anche che il Teorema 4.4.1 di
Beppo Levi non vale se I'ipotesi di monotonia delle f,, viene rimossa.

Esempio 4.4.5. I1 Teorema 4.4.1 di Beppo Levi non vale se la successione

{fu}nen © decrescente. Infatti la successione f,(z) = X, z € R, n € N,

n’?
converge (uniformemente) decrescendo a zero, ma

/fn(x)dx:oo e /lim fn(z)dz =0.
R

n—00
R

A proposito di questo esempio si veda il Corollario 4.5.4.

4.5. Linearita dell’integrale di funzioni non-negative

Teorema 4.5.1. Siano f: X — [0,400] misurabile e ¢ > 0. Allora

/cfdu:c/fdu.
X

X

Dimostrazione. Se s € semplice e 0 < s < f, allora cs e semplice, 0 < ¢cs < cf
k
ecs =y, cc;Xg,. Percio
i=j

k k
/cf dp > /cs dp = Z ceip(E;) = CZ cit(Ey) =
e i=1 i=1

X

c!sdu,
c)[fd,ug/cfd,u.

X
Poiché questa disuguaglianza e valida per ogni ¢ > 0 ed ogni f misurabile
e non-negativa, applicandola a cf e ¢! al posto di f e ¢, rispettivamente,

otteniamo
c_l/cfdug/c_lcfdu—/fdu.
X

X X

e quindi
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Lemma 4.5.2. Siano s et funzioni semplici ed E un insieme misurabile.

Allora
/(s+t)d,u:/sdu+/td,u.
X X X
k l
Dimostrazione. Siano s = Y c;Xp, et = ) d;jXg, e gli insiemi F; e Gj
i=1 j=1

sono a due a due disgunti rispettivamente. Si osservi che

X:U U UUFQG

e che gli insiemi F; N G sono a due a due disgunti; inoltre

ko
s+t=Y_ (ci+d)Xrnc,.

i=1 j=1

Quindi

k l
/(s F)du= 3" e+ d)ulFiNGy) =

e i=1 j=1
k l l k
ZCZZMFOG Zdjz (F;NGy)
=1 j=1 j=1 =1

Teorema 4.5.3. Siano f,g: X — [0,00] funzioni misurabili. Allora
/(f+g)dﬂz/fdu+/gdu-
X X X

Inoltre, se ogni funzione f, : X — [0,00], n € N, é misurabile, si ha che

/andu > [ fudn.

neN nENX
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Dimostrazione. Per il Teorema 3.3.1, esistono due successioni crescenti di
funzioni semplici non negative s, e t,, che convergono rispettivamente ed f
e g. Per il Teorema 4.4.1 allora

[t +aydn = lim [ s+ t)de -
X

X
lim /sndu+/tndu =
n—oo

X
lim [ s,dp+ lim /tnd,u—/fdu+/gd,u.
n—oo n—o0
X X X X
Infine
k k
/andu—/klggtondu— klggo/andu =
X neN X n=1 X n=1
k
li =
ki?;oZ/fnd/‘ Z/fndu,
n=1% neNy
ancora per il Teorema 4.4.1. O

Il seguente risultato e la versione del Teorema di Beppo Levi per succes-
sioni decrescenti di funzioni non negative.

Corollario 4.5.4. Sia {f,}nen una successione decrescente di funzioni mi-
surabili e non negative in un insieme misurabile E e sia

)[fl(x) dpi < oo.

Allora

fin [ foa= [t pocs
X X
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Dimostrazione. Sia f(x) = lim f,(z); allora 0 < f < f; e risulta:
n—oo

‘Afwu+éjdu=

lim m-n+mww/fw=
X X

ygiéﬁ—ﬂmm+!nw@+ﬁfw:

lim X(fl—fn)dwrnlggo!fndu+/xfdu=

n—o0

Jr=nans [ gaus i [ g

X
JE sy
n—oo X
b'e
dove si e applicato il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi dato che la successione
f1 — fn € crescente. Poiché f; ¢ sommabile, si conclude. O

Corollario 4.5.5. Sia f: X — [0,00] una funzione misurabile. Allora

(i) Uapplicazione v : M — [0,00] definita da

v(E) = [ fdu, E €M,
/

€ una misura;

(i1) se {Ep}nen € crescente ed E = |J E,, risulta:
neN

[ ran= 1 [
n—oo
E E,

(iii) se {En}nen € decrescente, F = (| En e | fdu < oo, risulta:
neN Eq

[0 g [ o
F E,

Dimostrazione. Esercizio 9. O

Osservazione 4.5.6. Siano £ € M, f : E — [0, co] una funzione misurabile
ed Ey un insieme di misura nulla. Allora

/fdM: / fduz/fdu-
E

EUEy E\Ey
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E chiaro quindi che tutti i risultati fin qui dimostrati valgono se le proprieta
in gioco sono verificate quasi ovunque.

Per esempio, se ogni f, : E — [0,00]| & definita quasi ovunque e la
disuguaglianza f, < f,+1, n € N, & verificata quasi ovunque, posti
E, ={x € E: f,(x) non & definito},
Fo={r € E: fo(z) > fur1(2)},

si ha che u(E,) = pu(F,) =0, n € N. Posto allora Z = |J (E, U F,), risulta
neN
che 1(Z) = 0 e che ogni f, ¢ definita in E'\ Z ed inoltre f,, < fr41in E'\ Z.

Per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi, si ha dunque
[ e = [ tim =t [ =
E E\Z E\Z

lim [ f,dp.

n—00
E

4.6. Integrale di Lebesgue di funzioni misurabili qualunque

Sia (X, M, ) uno spazio di misura e sia f : F — R misurabile. Si dice che
f € sommabile in se

[ 171dn < .
X

In questo caso si pone per definizione

[tau=[sran- [ 1 an
X X X

dove f* = max(f,0) e f~ = max(—f,0). Si noti che f = f* — f~, |f| =
fr4+fe0< fH = <Ifl

Proposizione 4.6.1. (Una funzione sommabile ¢ q.o. finita) Sia f : X — R
sommabile.

Posto Eoo ={z € X : |f(x)| = oo} risulta che u(E) = 0.
Dimostrazione. Sia E,, = {x € X : |f(z)| > n}, n € N. Allora

o> [1fldnz [ 1f1du=nuEn).
X FE,

Dato che E,, O E, n € N, si ha allora

p(Ew) < lim p(B,) < lim /IfIdM—O

n—oo
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O

Teorema 4.6.2. La classe L1(X) delle funzioni sommabili in X é uno spa-
zio vettoriale. Inoltre, lintegrale di Lebesgue su X € un’applicazione lineare

Dimostrazione. B chiaro che cf € £1(X) se f € £1(X) e, dato che |f +g| <
|f] + |gl, se f e g sono sommabili, anche f + g lo .
Inoltre risulta:
(e =) =cf=c(fT =) =cf" —cf
e quindi
(/T 4+cf~ =(cf) +cft se ¢>0,
(/)T + (=) fT=(cf)” +(—c)f se c<O.

Trattandosi, nei due casi, di somme di funzioni positive sia a primo che a
secondo membro, possiamo applicare i Teoremi 4.5.1 e 4.5.3 per ottenere

[leHrdutc[fdu=
X X

Jef)rdu+ [ef~dp= [(cf)~dp+ [cfTdp=
X X X

X
Jlef)~du+c [ frdp se ¢>0,
X X

Je)tdu—c [ fdu=
X

X

[(efdpt [(~e)f~dp = [(cf) dp+ [(~e)f+dp =
X X X

X
J(ef)y~dp—rc [ frdu se c¢<O0.
b X

Osservando che gli integrali in gioco sono tutti finiti, possiamo riordinare le
due uguaglianze ottenendo comunque

/Cfdu: /(Cf)+dﬂ—/(cf)_dﬂzC/f+dﬂ—0/f_dﬂzC/f dp.
X X X X X X

In maniera simile, dato che
(f+a) = (f+o) =f+g=f"~f+g" -9,
si ha:
(f+o) +f +g =+ +F +g".
Poiché tutte le funzioni in gioco sono non negative, abbiamo:

/(f+g)+du+/fdu+/gdu = /(f‘f‘g)dlu,-i-/erd,u,-i-/fd,u.

X X X X X X
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Poiché tutti gli addendi sono finiti, riordinando i termini otteniamo:

/(f+g)du = /(f+g)+du—/(f+g)‘du=

X X X
/f+du—/f_du+/g+du—/g_du=
X X X X
/fd,u—I—/gdu.
X X
O
Corollario 4.6.3. Se f ¢ sommabile in X si ha:
[ rau| < [ 1f1dn
X X
Dimostrazione. Risulta:
[rau]=| [ rran= [5an|< [rrans [5au= [if1dn
X X X X X X
O

Esempio 4.6.4. (i) La funzione di Dirichlet f : [0,1] — R tale che f(z) =1
per z € Qe f(x) =0 per x ¢ Q & sommabile, perché ¢ q.o. uguale ad 0 e

/01 f(z)dz = 0.

Essa pero non e integrabile secondo Riemann, perché per ogni partizione
P di [0, 1], le somme di Riemann inferiori s(f,P) sono non-positive, mentre
quelle superiori S(f,P) sono minorate da 1.

(ii) La funzione f : [0,00) — R tale che

sin x

flz) = — % € [0, 00),

¢ integrabile secondo Riemann, perché

. bsin x T

lim dr = —.
b—+o0 xT 2
0

Essa pero non ¢ sommabile, perché

/+Oo
0

sinx

dxr = oo.

X
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Teorema 4.6.5. (Assoluta continuita dell'integrale) Sia f : X — R som-
mabile in X. Allora per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che

/f|du<5per0gniE€./\/l con u(E) < 0.
E

Dimostrazione. Sia g,(x) = min{|f(z)|,n}, n € N. Allora g,, tende crescen-
do a |f] q.0. in X. Per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi

[ 151d= s [ g
n—oo
X X
e quindi, per ogni € > 0 esiste v € N tale che
€

Jusi-a)an <,

X
Se £ C X ¢ misurabile e u(E) < 5 (cioe si ¢ scelto § = 5 ), risulta:

/|f|d'u§/(|f|_gu)dﬂ+/9udu<€+Z/,LL(E)<E.
E

2
X E

Proposizione 4.6.6. Sia f: X — R misurabile. Se

E/fduz()

per ogni E € M, allora f =0 q.0. in X.

Dimostrazione. Sia E,, = {z € X : f(z) > 1},n € N. Allora E,, ¢ misurabile
e

1
(B, < /fduzo, nen.
ETL

Percio
e X f(@) >0 < p( | Ba) <D mE) =0,
neN neN

cioe f <0 q.o. in X.
Scambiando f con —f, si ottiene che f > 0 g.o. in X. ([
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4.7. Il teorema della convergenza dominata

Esempio 4.7.1. Siano

fi(z) = Xo1)(2),
fn(x) = nX(O%)(x) —(n—=1) Xy _1y(x), n=2,3,---.

‘n—1

per x € R. Si ha che ogni f, € sommabile in R e

R/fn(:n)dxzo, n=23,... e R/fl(:n)dazzl,
5 i

neNp

per cui

D’altra parte,
k
> fala) = kXo,1)(@)
n=1

e quindi Y fn(z) =0 per ogni x € R. Percio

/an o £ 3 [ ule) ds

neN neN R

Quindi, per funzioni sommabili di segno qualsiasi non si possono in
generale scambiare le operazioni di serie e di integrale.

Esempio 4.7.2. Siano
fa() =

Si osservi che

n
e gn(m):m, xGR, n € N.

n
14 n+ n2z?
(i) fn converge q.o. a zero in R, ma non uniformemente;

(ii) gn converge uniformemente a zero in R;

(ii) ffn d$_¢f+7_>0:f lim fo(z)dx

(iv) fgn =7 » 0 = f lim g,(z)dz, anche se g, converge
R n—oo

uniformemente a zero!

Teorema 4.7.3. (di Lebesgue, della convergenza dominata) Siano fy, : X —
R, n € N, sommabili. Supponiamo che

(i) per quasi ogni v € X

fle) = lim_ fp(z);
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(i) esiste una funzione g sommabile in tale che
|fn(x)| < g(x) per quasi ogni x € X e per ogni n € N.
Allora

din [ 1fa = sldp =0
X

J;rgo/fnduz/fdu-
X X

Dimostrazione. Dato che |f, — f| <|fn| +|f| <2¢ q0. in X e |f,, — f| =0
q.o. in X, per il lemma di Fatou si ha

[29dn< hrginf/mg— -

X
/2gdﬂ—hmsup/|fn— fldp
n—oo

X
e quindi limsup [ |f, — f| du < 0. Inoltre
n—oo x

In particolare,

/fnd,u—/fdu S/]fn—f]du%()sen—)oo.
X X X

O

Osservazione 4.7.4. Nell’Esempio 4.7.2, la successione { f,(x) } ,en pur non
convergendo uniformemente a zero, ma solo quasi ovunque, € perd dominata

da una funzione sommabile: 0 < f,(z) < T +x2, re€R,neN.
La successione {g,(z)}nen non puo essere dominata da una funzione
sommabile. Infatti sup g,(z) non & sommabile, essendo, per v = [|z|/v/2],
neN

la parte intera di |z|/v/2,

V21 21

> _
supin(e) 2 e) 2 1 - 35

e quest’ultima funzione non ¢ sommabile in R.
Il seguente Corollario chiarifica I’Esempio 4.7.1.

Corollario 4.7.5. Siano f, : X — R, n € N, sommabili e tali che

> [l <
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Allora " fn(xz) converge assolutamente per quasi ogni x € X ad una fun-
neN
zione sommabile in X e risulta che

S [ fudn= /andu

nENX neN

Dimostrazione. Sia g(x) = > |fn(z)]; per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi,

neN

g € sommabile:
/gdu Z/\fn!du<oo
neNy
Allora g ¢ q.o. finita in X per la Proposizione 4.6.1, cioe Y f,(x) converge
neN
assolutamente per quasi ogni z € X.
Infine, dato che
k
Z 7)| < glz), ¢ € X, kEN,

per il Teorema della Convergenza Dominata 4.7.3 si conclude che

k k
S [ fuidn = klggoZ/fndu—/klggOandu—
nENX n=1 X n=1
/andﬂ

neN

O
Una conseguenza molto utile del Teorema della Convergenza Dominata

e il seguente teorema di derivazione sotto il segno di integrale.

Teorema 4.7.6. Sia (X, M, 1) uno spazio di misura e sia A C RM aperto.
Sia inoltre F : A x X — R e supponiamo che F(x,-) sia sommabile in X
per ogni x € A e che F(-,y) sia di classe C'(A) per quasi ogni y € X.

Se esistono funzioni g, sommabili in X e tali che per ogni © € A e
k=1,...,N risulta che

oF

4.2 < X
(42) o, y>\_gk<y>, yex,
allora la funzione definita da G(z) = [y F(z,y) du(y) ¢ di classe C1(A) e
risulta:
oG OF
(4.3) —(z,y) duly), k=1,...,N.

s T )y Oxk
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Dimostrazione. Sia ey, il versore k-simo della base canonica di RV, z € A
e {hn}nen una qualsiasi successione infinitesima tale che z + hy, e, € A per
ogni n € N. Dato che F & di classe C! nella variabile z, per il Teorema di
Lagrange, abbiamo:

G(z + hy, e;) — G(z) _/ F(z+ hpeg,y) — F(z,y)
hn X hn

du(y) =

oF
/X Txk(w + hyOeg,y) du(y),

dove 0 = 6, (z,y) € (0,1). Si consideri ora la successione di funzioni

F
fn(xay) (CU-i-h Qek, ), n € N.

Oxy,

OF
La continuita di — in x implica che
Oxy,

OF
lim f,(z,y) = =—(x,y) perogni x € A e quasiogni y € E,
n—oo a$k;
se n — 0o, mentre, per l'ipotesi (4.2), risulta che

|fn(z,y)] < gk(y), n€N.

Per il Teorema della Convergenza Dominata 4.7.3. concludiamo che

lim fn(wydu /8 (z,y) du(y)

n—oo

e quindi, data 'arbitrarieta di {h,}nen, che G & derivabile rispetto ad =y e
(4.3) vale.

oG
Il fatto che —— sia continua in x segue ancora dal Teorema 4.7.3 ap-

oz
plicato alla successione o ——(zn,y), che & dominata da gx(y) e converge a
Tk
OF
a—(m, y) per ogni successione di punti di z,, € A che converge ad x. (]
Tk

4.8. Il teorema di Fubini-Tonelli

4.8.1. Misura di un prodotto cartesiano.

Teorema 4.8.1. Sia E misurabile in RN e sia F misurabile in RM . Allora
E x F ¢ misurabile in RN x RM ¢ s ha

(4.4) mN+M(E X F) = mN(E) mM(F)

Dimostrazione. In quanto segue indichiamo semplicemente con m la misura
di Lebesgue mpy 1y (M + N)-dimensionale.
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(i) La (4.4) vale sicuramente se E ed F sono intervalli e quindi si estende
facilmente al caso in cui F ed F siano plurintervalli.

(ii) Se E ed F sono aperti, allora E x F' & aperto e quindi misurabile in
RN x RM . Inoltre, per il Teorema 1.3.2, esistono due successioni crescenti
di plurintervalli P, C E e Q,, C F tali che

1i_>m my(Pp) =myn(E) e 1i_>m ma(Qn) = my(F).

Dato che {P, X Qn}nen € crescente e E X F' = |J (P, x @), per il
neN
Teorema 4.1.2 e la (i) risulta:

My (E) my(F).

In modo analogo si procede sul caso in cui £ ed F' siano compatti.

(iii) Siano E ed F' limitati, misurabili e di misura positiva. Allora fissato
0 < & < min[my(E), my(F)] esistono A e B aperti, H e K compatti tali
che HCECA KCFCBe

my(A) —my(H) <e, mpy(B)—mpy(K) <e.
Percio, dato che A x B ¢ aperto e A x B D E x F, per la (ii) risulta
me(Ex F) < m(AxB)=mpy(A)my(B) <
[mn(H) + el[mn (K) + ] < [mn(E) + e][mu(F) + €],
da cui, per arbitrarieta di €, si ha che
me(E X F) < my(E)mp(F).
Analogamente
mi(Ex F) > m(HxK)=my(H)mpy(K) >
[mn(A) —el[mn(B) — €] = [mn(E) — e][mau (F) — €],
e dunque
mi(E x F) > my(E)ma(F)
e ciot E x F misurabile in RV *M e vale la (4.4).

(iv) Se E ed F sono limitati e my(E) = 0 o my(F) = 0, allora, se
per esempio my(E) = 0, per ogni € > 0 esiste un aperto A O E tale che
mpy(A) < e. Percio , per ogni B aperto limitato contenente F' risulta:

me(E x F) <m(A x B) =mp(A)-mp(B) < emy(B)

e quindi m%,_ ,,(E x F) =0 e cioe £ x F' & misurabile ed ha misura nulla.
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(v) Per k intero, sia Qi(0,7) = {z € R¥ : |a;| < ri = 1,...,k}. Se
E ed F sono misurabili e non limitati, si ha che (E x F) N Qun4n(0,7) =
(ENQn(0,7)) x (FNQnr(0,r)) ¢ misurabile per ogni r > 0 e risulta:

ExF=|J(EnQn(0,n) x (FNQu(0,n)).

n=1
Percio E x F' € misurabile e
m(ExF) = lim m(Ex F)NQu+n(0,n)) =
n—oo
rlLI{.IOmN<Eﬂ QN(O,n))mM(Fﬁ QM(O,TL)) =

Osservazione 4.8.2. Se my(F) = 0, allora

m(E x RY) = Tlig)lom(E x Qum(0,7)) = 0.

Quindi, per ogni F C RM anche se non misurabile, si ha
me(E x F) < myyam(E x RM) =0.
Teorema 4.8.3. Siano E CRY ed f: E — R misurabili.
(i) L’epigrafico di f,
G={(z,t) e ExR:t< f(x)},
¢ misurabile in RNT ¢ la funzione F : ExR — R tale che F(x,t) =
f(x) —t e misurabile.
(ii) Se f >0, gli insiems
Ry={(z,t) e ExR:0<t< f(z)} e
Ri={(z,t) e ExR:0<t < f(z)}

sono misurabili in RVTL ¢

ma(Ry) = mya(Ry) = [ fla)da.
E

Dimostrazione. (i) Risulta che
g - U Lq X (—OO,(])
q€Q

dove Ly = {z € E : f(x) > q}. Per il Teorema 4.8.1, ogni L, x (—00,q)
¢ misurabile e quindi G ¢ misurabile, perché unione numerabile di insiemi
misurabili.
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L X (-0, Q)

Figura 1. Epigrafico come unione numerabile

Inoltre
{(z,t) e EXR: F(z,t) > s} ={(z,t) e ExR: f(z) —s >t}
¢ misurabile per ogni s € R, essendo 'epigrafico della funzione misurabile
x— f(x) —s.
(ii) E chiaro che Ry ed R;* sono misurabili (per esempio, Ry = G N
n

(RN x (0,00)). Sia ora s = 3. ¢; X, una funzione semplice in RY. Allora
i=1
Re={(z,t) e ExR:0<t<sx)}=J(ENE)x(0,¢:)
i=1

e quindi

n

my1(Rs) = > my(ENE) x (0,¢)) =Y eimy(ENE;) =
i=1 =1

/ s(z)dz.

E

Dato che f > 0, per il Teorema 3.3.1, esiste una successione crescente di
funzioni semplici s,, su RY che converge puntualmente ad f Xg. Allora si ha
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oo
che Rf = U Rs, e Rs, € Rs,iyr m €N, e quindi
n=1

my+1(Ry) = lim my11(Rs,) = lim [ s, (x) de = /f(m) dx
o o

per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi.
Dato che R;‘c C Ray per ogni a > 1, si ottiene infine

[ f@yde = myia(Ry) < mya(Rp) < myea(Rag) =a [ f(2) ds
E E
e quindi anche my41(R}) = [ f(z)dz. O
E

Figura 2. Sezione di un insieme E.

4.8.2. Il teorema delle sezioni.

Teorema 4.8.4. (delle sezioni) Sia E C RN x RM misurabile. Allora, per
quasi ogni x € RN, Iinsieme

E,={ycRM: (z,9) € E}

¢ misurabile. Inoltre la funzione RN > x + my(E,) ¢ misurabile in RN e
risulta che

et (E) = / s (B, )da.
RN
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Dimostrazione. (i) Il teorema ¢ ovvio se E & un intervallo o un plurintervallo.

(ii) Se E ¢ un aperto, per il Teorema 1.3.2, esiste una successione cre-
scente di plurintervalli P tali che E = |J P™ e lim myypy(P™) =
mpy4(E). L'insieme E, ¢ aperto in R (e percid misurabile) ed E, =
U P e quindi m s (Ey)
neN

= lim mM(Pagn)).
n—oo
Inoltre, la funzione x — mys(E,) & misurabile, perché limite di funzioni
misurabili. Infine, per il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi, il passo (i) ed il
Teorema 4.1.2, si ha:

[muatEar =t [ (e = i m () =
RN RN

(iit) Se my 1 (E) = 0 esiste una successione decrescente di aperti A(™
contenenti E tale che lim my,a(A™) = 0. Per il passo (i), ogni z +
n—oo

mM(Ag;n)) & misurabile e quindi anche f(z) = ILm mM(Agcn)) & misurabile.

Per il lemma di Fatou 4.4.3 ed il passo (ii) inoltre

n—oQ

/f(a:)dx < lim inf / mar (AP dz = ILm mysa(AM™) = 0.
RN RN

Cio significa che f = 0 q.o. in RV e, dato che E, C Aé”) per ogni n € N|
allora

my(Ey) < lim my(AM) = f(z) =0

per quasi ogni z € RV,
Dunque [ my(Eg)dz =0=mnim(E).
RN
(iv) Se myyam(E) < oo, per il Teorema 2.6.2, esiste una successione
decrescente di aperti A™ con my (A1) < 0o tale che
my(E) = lim mga (AM).

Inoltre

E = <ﬂ A(")> \Z con mnim(Z) =0.

neN
Dato che

E, = (ﬂ Aé")) \ Z,

neN
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per z € RY e che mys(Z,) = 0 per quasi ogni z € RY per la (iii), allora F, &
misurabile per quasi ogni z € RY. Inoltre mM(AQ)) < oo per q.o. x € RV,
dato che

/mM(Ag))d:L" = myyu(AY) < 0.
RN

Quindi
ma(Ey) = mM( ﬂ Agc")) = lim mM(Ag(C"))

n—oo

e dunque = — mys(FE,) ¢ misurabile.

Infine
/mM(Em)dx = lim mM(Ag"))dz: lim mN+M(A(n))=
n—00 n—00
RN RN
lim myyu(E).
n—oo

(v) Se E & misurabile, si pone E, = E N Qn4+m(0,n) e si conclude in
modo completamente analogo a prima, sfruttando la monotonia di {E;, }pen
e quindi il Teorema 4.4.1 di Beppo Levi. O

Corollario 4.8.5. Sia E C RN misurabile e sia f : E — R. Allora f é
misurabile se e solo se il suo epigrafico & misurabile.

Dimostrazione. Per il Teorema 4.8.3, resta da dimostrare che f & misurabile
se & misurabile G = {(z,t) € E x RN : ¢t < f(z)}.

Per il Teorema 4.8.4, per q.o. t € RV la sezione G; = {r € £ : t <
f(x)} = Ly(f,t) & misurabile. D’altra parte, I'insieme dei ¢ tali che G; &
misurabile & denso in R (altrimenti il suo complementare non avrebbe misura
nulla, contenendo un aperto).

Percio, per ogni t € R esiste una successione di valori ¢, > t convergenti
a t e tali che ogni G;, € misurabile; dunque 'insieme di livello

Li(f,t) =G = | Gu,
neN
€ misurabile. O
Corollario 4.8.6. Sia E C RN un insieme limitato e misurabile secondo
Peano-Jordan e sia f: E — R limitata ed integrabile secondo Riemann.

Allora f é sommabile in E ed il suo integrale di Lebesque coincide con
quello di Riemann.

Dimostrazione. Si dimostra prima per f > 0 e poi si estende osservando che

f=fr-f
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Abbiamo gia dimostrato che E ¢ anche misurabile secondo Lebesgue.
Inoltre I'insieme Ry e misurabile secondo Lebesgue in RN+ perché misura-
bile secondo Peano-Jordan. Per il Corollario 4.8.5, f & misurabile.

Infine,

integrale di Riemann di f = pyy1(Ry) =
my+1(Ry) = integrale di Lebesgue di f.

4.8.3. Il teorema di Fubini-Tonelli.
Teorema 4.8.7. (di Fubini-Tornelli) Sia f:RY x RM — R misurabile.

(i) Se f > 0, allora la funzione y — f(x,y) & misurabile in RM per
quasi ogni x € RY; la funzione x — | f(z,y)dy & misurabile in

RN e si ha: .
(4.5) /(/f(:c,y)dy)dm: / f(z,y)dzdy.
RN RM RN xRM

(ii) Se f & sommabile, allora la funzione y — f(x,y) é sommabile
in RM per quasi ogni x € RY; la funzione x — [ f(z,y)dy ¢
RM
sommabile in RN e vale ancora la (4.5).

Dimostrazione. (i) Sia R = {(z,y,t) € RN x RM xR : 0 < t < f(z,y)}; per
il Teorema 4.8.3, si ha che

(4.6) | ey =my s (®),

RN xRM

Per il Teorema 4.8.4, R, = {(y,t) € RM xR : 0 < t < f(z,y)} &
misurabile per q.o. € RY e quindi la funzione y ~ f(z,y) & misurabile
in RM per qo. € RV, per il Corollario 4.8.5. Per il Teorema 4.8.4
allora la funzione z ~ mys11(R,;) & misurabile in RY il che vuol dire che
z+— [ f(z,y)dy & misurabile in RY.

RM
Infine

/ /fxydydx—/mM+1 / f(z,y)dzdy,
]RN ]RM R]VI

sempre per il Teorema 4.8.4.

(ii) Dato che f = f* — f~, basta dimostrare la tesi quando f > 0 ed f
sommabile.
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Per quanto dimostrato in (i), vale la (4.5) ed, inoltre, il secondo membro
di (4.5) & finito, poiché f & sommabile. Ne segue che la funzione z —
| f(z,y)dy & sommabile in RY ¢, quindi, finita per q.o. z € RY.
RM
Dunque la funzione y + f(z,y) ¢ sommabile per q.o. z € RV, O

Si dice che uno spazio di misura (X, M, u) & o-finito se esiste una suc-
cessione di insiemi F, € M di misura p(FE,) finita la cui unione ¢ uguale a
X. Se inoltre (X1, My, u1) e (Xo, Ma, uz) sono due spazi di misura o-finiti,
si indica con Mj X Ms la piu piccola o-algebra contenente tutti prodotti
cartesiani di insiemi di M7 con insiemi di M. Con un’opportuna definizio-
ne della misura pq X pe, la terna (X7 x Xo, My X Ma, 1 X p2) € uno spazio
di misura e vale il seguente analogo del Teorema di Fubini-Tonelli.

Teorema 4.8.8. Siano (X1, Mi,u1) e (Xo, Mo, u2) due spazi di misura
o-finiti e sia f una funzione misurabile su X1 X Xo rispetto alla o-algebra
Ml X MQ.
(i) Se f: Xy x X9 — [0,4+00], allora le funzioni x +— sz f(x,y)dus e
Y le f(z,y) dur sono, rispettivamente My- Mao-misurabili ed i
sequenti tre integrali sono uguali (anche se infiniti):

/ fd(p x p2), /(/fdm)dul, /(/fdm)duz-

X1xXo X1 X X2 X1

(ii) Se f e sommabile in X1 x Xa, le funzioni x — f(x,y) ey —
f(z,y) sono sommabili, rispettivamente, per quasi ogni y € Xo
e per quasi ogni x € X1, le funzioni x sz flx,y)dus ey —
le f(x,y)duy sono sommabili nei rispettivi spazi ed i tre integrali
rimangono uguali

Esercizi

1. Calcolare la dimensione di Hausdorff dell’insieme Q.

2. Costruire un sottoinsieme di [0, 1] com dimensione di Hausdorff maggiore
di In2/1n3 e minore di 1.

3. Sia s : [0,1] — [0, 1] la scala di Cantor. Calcolare

/0 o) dr.

4. Mostrare che il
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10.

11.

converge. Dimostrare poi che

/+°° [sin:c] +
dxr = 400,
0 X

sia nel senso di Riemann che di Lebesgue.

. Siano f, misurabili e non negative in F tali che f, converge ad una

funzione f sommabile in F e

lim fndx—/ fdz.
E

n—oo

Provare che per ogni sottoinsieme misurabile F' di E si ha:

lim fndx—/fdx

n—o0

Vale lo stesso risultato se si rimuove l'ipotesi f,, > 07
Sia f : E — R sommabile, e siano f,, le funzioni troncate
_ [ f@) se [f(z)|<n
fn(@) = { 0 altrimenti.

Allora,
lim [ f,dx = / fdx.

n—o0

Sia f: RY - R sommablle e siano g € RN e A > 0. Dimoatrare le
formule:

flx+ x0)de = flx)dx e
RN RN

fx)de =17 f(x)dx
RN RN
Sia f, una successione di funzioni misurabili tali che f, — f q.0. in F
misurabile. Se |f,(x)|P < g(x) con p > 1 e g sommabile, allora

lim /]fn z)[Pdz = 0.
n—o0

Dimostrare il Corollario 4.5.5.

Osservare che se H ¢ un insieme misurabile contenuto in [0, 1] x [0, 1]
allora le sezioni verticali H, = {y € [0,1] : (z,y) € H} sono misurabili
per quasi ogni x € [0,1]. Vale il viceversa?

Sia f non negativa, misurabile in £ C RY misurabile. Allora

/EfZ/Ooomf(t)dt

dove m¢(t) ¢ la misura di Lebesgue dellinsieme {x € E : f(z) > t}.
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4. L’integrale di Lebesgue

12.

13.

14.

15.

Calcolare l'integrale di Lebesgue

/ e_(12+y2)dmdy

R?

e poi calcolare
o0

/ e~ de.

Calcolare il volume di una palla di raggio r in R* e quello dell’ellissoide

5 N\ 2
E—{xeRE’:Z(%) 51},
a;
=1

dove i numeri a; sono positivi.

Sia D il dominio normale {(z,y) € R* : a <z < b, a(x) <y < B(z)},
dove «, 8 : [a,b] — R sono sommabili e sia f : D — R sommabile in D.
Dimostrare la formula di riduzione:

fagydedy = [ ([ fayay) do
/, [,

Dimostrare che se [a, b] & un intervallo limitato e se f : [a,b] — [0, +00) &
limitata ed integrabile secondo Riemann, allora I’insieme

R={(z,t) eERxR:0<t< f(x)}

& misurabile in RV*! secondo Peano-Jordan.



Capitolo 5

Spazi L?

5.1. Le disuguaglianze di Jensen, Young, Holder e
Minkowski

Teorema 5.1.1. (Disuguaglianza di Jensen) Sia p una misura positiva su
una o-algebra M sull’insieme X.

Sia p : (a,b) — R convessa e sia f una funzione a valori reali, sommabile
su X rispetto a p e tale che a < f(x) < b per ogni x € X.

Allora, se p(X) =1, risulta che

(5.1) sO( /. fdu> < [ elnan

Dimostrazione. Sia tog = [y fdu; & chiaro che ty € (a,b). Applicando il
Corollario 1.4.5, si ottiene:

o(f(x)) = p(to) > pry [f(x) — o]

dove py, € [p(ty), p(ts)]- La tesi segue integrando su X e tenendo conto che
w(X)=1. O

Corollario 5.1.2. Sia E C RN un insieme misurabile secondo Lebesgue e
di misura finita. Sia ¢ come nel Teorema 5.1.1 e sia f : E — (a,b) una
funzione sommabile su E.

Allora

1 1
2 m(E)E/fdx < m(E)E/go(f)d:p.
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Esempio 5.1.3. (i) Sia ¢(t) = €; allora

exp(/ gd,u) S/ e? du.
X b's

Se X ={1,...,n}ese u({i}) = 1/n e g(i) = x;, allora
1 o 1 o
i
exp (n2x1> < ;Ze .
=1 i=1
Ponendo y; = €™, si ottiene la disuguaglianza tra media geometrica e media
aritmetica:

)1/n< Yy1+y2+ -+ yn '

(yl Y2 UYn
n

Per questo le due quantita:

X/fd,u e exp</Xlogfdu>

si dicono rispettivamente media aritmetica e media geometrica della funzione

f>0.

n
(i1) Se pu({i}) = a; > 0 con ) a; = 1, si ottiene:
i=1

al, 2

Yy ye? e ynt < oqyr + ooy + - + anyn.

iii) Sia ¢(t) = logt; ¢ & concava e percio, se p e p’ > 1 sono esponenti
¥ ¥

coniugati, e cioe tali che % + I% =1, allora per ogni a,b > 0, risulta:

1 1 1 1 /
log < af + — bp) > —loga? + — logb? = log(ab).
p p p p
Dunque si ottiene la disuguaglianza di Young:
1 1
ab S - Clp + -~ bp .
p p
Ponendo A a, con A > 0, al posto di a in questa disuguaglianza, si ottiene

P A b

(5.2) ab < a’+ S v

/

Si noti che (5.2) ¢ soddisfatta per ogni a,b e A > 0 e vale con il segno di
uguaglianza solo se

(5.3) W= \aP.

Teorema 5.1.4. (Disuguaglianza di Holder) Sia (X, M, u) uno spazio di
misura e siano p,p’ > 1 tali che ]% + Z% =1.
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Se |f|P e |gP" sono sommabili su X, allora fg ¢ sommabile su X e si ha:

1/p 1/p’
(5.4) / Fol du < / FPdy / gl” dp
X

Inoltre, il segno di uguaglianza in (5.4) vale se e solo se esiste X\ > 0
tale che |g|?" = X\ |f|P quasi ovunque in X.

Dimostrazione. Se uno dei due fattori a secondo membro di (5.4) ¢ nullo
allorao f =00g=0q.0. equindi f-g = 0 q.0., cioe la (5.4) vale senz’altro.

Altrimenti, applicando la disuguaglianza di Young (5.2) con a = |f(z)]
e b =|g(z)|, otteniamo che

P -1 ,
(5.5) [f(@)g(x)| < ; [f (@) + Ap, lg ()|

per quasi ogni x € X, e quindi, integrando su X, abbiamo che

AP 2L ,
(5.6) / ol du <> / 17+ 2 / gl dy
X X X

per ogni A > 0. Ponendo

AP = / P du, B = / gl”' du
X X

nella (5.6) ed applicando (5.2) e (5.3), otteniamo

/ gl dp < AB
X

e cioe la (5.4).
11 segno di uguaglianza vale se e solo se per qualche A la (5.5) vale con

il segno di uguale q.o. e cioe, ancora per (5.2) e (5.3), se esiste A tale che
A= lgl”"/IfIP. per q. 0. z € X. O

Teorema 5.1.5. (Disuguaglianza di Minkowski). Sia (X, M, ) uno spazio
di misura e sia 1 < p < oo. Se|fP e |g|P sono sommabili su X, anche |f+g|P
e sommabile su X e risulta che

e ([uaran)” < ([irran)" = ( [laran)”.
X X X

1l segno di uguaglianza vale in (5.7) se e solo se f = Ag su X per qualche
A>0.
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Dimostrazione. Se p = 1, la disuguaglianza (5.7) segue semplicemente dalla
disuguaglianza triangolare puntuale |f(z) 4+ g(x)| < |f(x)| + |g(x)]-

Sia p > 1; poiché la funzione ¢(t) = tP & convessa, risulta che

f(@) +9(x)
2

p

[f(x) + g()[" = 2° < 27| f(@)IP + 1g(@)P)

e quindi |f + g|P ¢ sommabile su X.

Dimostriamo ora la (5.7). Possiamo supporre che 'integrale al primo
membro di (5.7) sia positivo, altrimenti la disuguaglianza ¢ banale. Per la
disuguaglianza triangolare risulta:

(5.8) / 1+ gPdu < / F g (L + L) dpe
X X

La disuguaglianza di Holder (5.4) implica allora che

Jisir gl =taws ( f10an)" ([ 17+ g0 Van) "
X X X

- 1/p o 1/p'
J1als+ o=t ( [lara) ™ ([ 17+ 0Van) "
X X X

quindi queste disuguaglianze e la (5.8) implicano che

1/p 1/p 1/p
/|f+g|”du§ [(/Iflpdu) + (/Iglpdu) ](/Iergl”dﬂ)
X X X X
dato che p'(p — 1) = p. La tesi si ottiene dividendo ambo i membri per
1/p'
(f1f+gpdn)
X

Il segno di uguaglianza vale se vale il segno di uguaglianza nella disugua-
glianza di Holder, cioé deve verificarsi che | f+g[P = A |f|P e [f+g|?" = Xa2|g[P
q.0. in X e dunque che |f| — A|g| = 0 per qualche A\ > 0, cioe deve valere 1'u-
guaglianza f = £\ g che, inserita il (5.7) quando vale il segno di uguaglianza,
implica che f = Ag con A > 0. O

5.2. Gli spazi LP(X)
Sia p un numero tale che 0 < p < oo e sia (X, M, p) uno spazio di misura.
Si dice che f € LP(X), se f & misurabile in X e se |f|P & sommabile in X.

Se g : X — R & una funzione misurabile, 'estremo superiore essenziale
di g in X & definito da

(5.9) ess selg) g(x) =inf{t: p(Ly(g,t)) = 0}.
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Esempio 5.2.1. Se g : [0,1] — R ¢ la funzione di Dirichlet definita da

1 sexzeQnlo,1],
0 sex¢QnJo,1],

allora e chiaro che ’estremo superiore di ¢ € uguale ad 1 mentre, dato che

0 set>0,
m{xe[O,l]:g(ﬂf)>t}={ 1 set<0

I’estremo superiore essenziale di g € uguale a 0.

g(z) =

Indichiamo con £°(X) 'insieme di tutte le funzioni misurabili f su X
che sono essenzialmente limitate in X e cioe tali che

esssup |f(z)] < oco.
zeX

E facile dimostrare che £(X) & uno spazio vettoriale per ogni p € (0, oc].
Se 1 < p < o0, possiamo definire in £P(X) una seminorma definita da

(5.10) I = ([ Iflpdu>1/p,

sel<p<ooe

(5.11) 1flloc = esssup|[f(z)].
zeX

Infatti, con queste definizioni si ha chiaramente che
IAfllp = A fllps A€ R,

per ogni p € [1,00]. Inoltre, la disuguaglianza di Minkowski (5.7) per p €
[1,00) e quella triangolare per p = oo implicano che

1f +glly < 11fllp + [lgllp,

per ogni f,g € LP(X).
Si osservi che la disuguaglianza di Holder si potra scrivere ora come:

11
179l < I fllplgllyy com =5 =1.

Tale disuguaglianza si puo estendere al caso in cui f o g € L2(X) (e quindi
go f€LYX)): infatti, per ogni t > || flleos #[L+(|f],1)] =0 e quindi

1 fglls = /X ol du =

/ Fllgldu <t / gl dyi =
X\L4(|ft) X\L+(|f];t

)
’ / gl du = t gl
X
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e dunque [[fgll1 < [[fllllgll1-

La funzione f — || f||, definita dalle (5.10) e (5.11) non ¢ pero una norma
non essendo definita positiva. Infatti ||f||, = 0 se e solo se f = 0 q.o0. in
X. Possiamo pero dare allinsieme £P(X) una struttura di spazio normato,
decidendo di identificare le funzioni che coincidono q.o. in X; d’ora in avanti,
lavoreremo percio con lo spazio LP(X) che indichera lo spazio quoziente
LP(X)/ ~ dove ~ & la relazione di equivalenza definita da: f ~ g se e solo
se f =g q. o. in X. Con questo accorgimento LP(X) & uno spazio normato
con la norma definita dalle (5.10) e (5.11). I suoi elementi sono classi di
equivalenza i cui rappresentanti sono funzioni definite quasi ovunque.

Possiamo definire uno spazio LP analogo anche per le funzioni misurabili
a valori complessi, interpretando |f| come il modulo di f.

Osservazione 5.2.2. Se u(X) < co ese f € L*(X) per s > 0, la disu-
guaglianza di Jensen (5.1) — o la disuguaglianza di Holder (5.4) — implica
che

s/r
1 1
— "d — 5d
M(}())[lfl 1 S#(X))[lfl 1,

1/r
. .. . 1 N
per ogni 0 < r < s e quindi la funzione (0,s] > r (WX) Jx ]f\’”du) e

crescente ed, in particolare, si avranno le inclusioni
L®¥(X)C---C LP(X)C--- c LYX).
Infine, se f € L*°(FE), abbiamo che

i <
R PE

(il limite a primo membro esiste per la monotonia appena dimostrata e per
il fatto che m(E)l/p — 1). D’altra parte, per ogni ¢ > 0, se poniamo
X.={z € X :|f(x)] > ||flloc — €} risulta che m(X.) > 0 ed inoltre

1/p 1/p
_ /
(o)™ = ([ vpan)™ = 15l = 2 e
Percio:
7loe =< <t [l < 1/l

e dunque

(5.12) L [ Fllp = 11Floo-
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5.3. Il teorema di Riesz-Fischer

E chiaro che LP(X), come ogni spazio normato, &€ uno spazio metrico. Si dira
quindi che una successione di funzioni { f,, }neny C LP(X) converge in LP(X)
ad una funzione f € LP(X) se || f, — f|lp, — 0 per n — oo. Si dira inoltre che
{fn}nen € una successione di Cauchy in LP(X) se, per ogni € > 0, esiste v
tale che || fr, — fimllp < € per ogni n,m > v.

Teorema 5.3.1. (Riesz-Fischer). Sia 1 < p < oco. Allora ogni successione
di Cauchy { fn}nen in LP(X) converge in LP(X) ad una funzione f € LP(X);
LP(X) é quindi uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. Sia {fp}nen una successione di Cauchy in LP(X). Allora
esiste ni tale che

1
1= usllp < 5
se n > ny; possiamo poi scegliere un indice ne > n; tale che
1
an - meP < 277

sen > no. Iterando questo ragionamento, possiamo costruire una successione
di indici nq < ng < --- < mng < --- tali che
1

i b EN.

||fnk+1 - fnka <

Poniamo .
J
g; = Z ‘fnk+1 - fnk”
k=1

per j — 00, g; converge q.o. in X alla funzione

(5.13) 9= |fress — Funl

keN
ed inoltre, poiché

j J
1
lgillo < D2 s = Janlls < D2 55 < 1,
k=1 k=1

allora g; € LP(X).

Supponiamo ora che 1 < p < oo. Per il lemma di Fatou, otteniamo che

[ o < timint g, < 1.
Jj—00
X
In particolare, g e quindi g € quasi ovunque finita in X, cosicché la serie

|y ()] + Z ’fnk+1 () — fnk(x)’
k=1
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converge per quasi ogni x € X, cioé possiamo definire la funzione
o
f(@) = fa,(z) + Z[fnk+1 (@) = fry, (@)]
k=1

per quasi ogni x € X.

Se definiamo f = 0 dove essa non fosse definita, abbiamo dunque dimo-
strato che la sottosuccessione

j—1
fnj = fm + Z[fnkJrl - fnk]

k=1
converge g.o. in X ad f.

Ora, fissato € > 0, esiste un indice v tale che

1fn; = fmllp <

per ogni m e j > v. Poiché f,; converge q.0., il lemma di Fatou allora implica
che

[18 = tudn < timint [ 1f, = fuPd <=
X X

per ogni m > v, cioe f — f, € LP(X) e quindi anche f = (f — fin) + fm €
LP(X). L'ultima disuguaglianza implica anche che f,, — f in LP(X) se
m — oo.

Sia ora p = oo e sia { f, }nen una successione di Cauchy in L*>°(X). Gli
insiemi
A ={z € X |fr(@)] > |[frlloo}
Bum =A{z € X+ |fu(@) = fm(@)] > [|fn = finlloo},

hanno misura nulla per ogni k,n, m € N, e quindi anche la loro unione F' ha
misura nulla.

Essendo | fu, = il < [[fniys — frglloo in X\ F, la serie (5.13) converge
totalmente e quindi la successione { f,,, }ren converge uniformemente in X\ F’
ad una funzione f limitata. Se poniamo allora f = 0 in F, con gli stessi
argomenti usati per il caso 1 < p < oo, risulta che f € L>*(X) e che f,, — f
in L>®(X) se n — 0. O

En passant abbiamo dimostrato il seguente notevole risultato.

Teorema 5.3.2. Ogni successione { fn}nen C LP(X) che converge in LP(X)
ad una funzione f € LP(X) contiene una sottosuccessione che converge quasi
ovunque ad f in X.

Osservazione 5.3.3. Ricordiamo che, se (B,]| - ||) € uno spazio vettoriale
normato, esso si dice uno spazio di Banach se € anche completo rispetto alla
topologia generata dalla norma.
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Il teorema di Riesz-Fischer ci dice che lo spazio LP(X) & uno spazio di
Banach per ogni p tale che 1 < p < oo.

Ricordiamo ancora che se H & uno spazio vettoriale H (su R), un prodotto
scalare € una forma bilineare di H x H in R, simmetrica e definita positiva,
cioe una applicazione che a ciascuna coppia di vettori z ed y € H associa
un numero reale (x,y) in modo che valgono le seguenti proprieta per ogni
T,Y, 2 € H:

(a) (y,2) = (z,y);

(b) (2 +y,2) = (x,2) + (y,2);

(¢) (ax,y) = a(x,y) per ogni « € R;

(d) (z,z) >0e (z,x) =0 se e solo se z =0.

Si dice allora che H & uno spazio di Hilbert se H € uno spazio vettoriale
dotato di un prodotto scalare (z,y) che & completo ripetto alla norma ||z|| =
(z, )1/

E facile dimostrare che L?(X) & uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto

scalare definito da
g) = / fadu,
X

per f,g € L*(X).

5.4. Le disuguaglianze di Hanner e di Clarkson

In uno spazio vettoriale  dotato di prodotto scalare (per esempio in L?(X))
e facile dimostrare 1'identita del parallelogramma:

lz +yl* + |z = yll* = 2l|z]* + 2|lyll*, =,y € H.

Una conseguenza di questa identita e che la palla unitaria in A € non so-
lo convessa, ma anche uniformemente convessa, nel senso della definizione
seguente.

Sia (B, ||-||) uno spazio normato. Si dice che B & uniformemente convesso

se la pallina unitaria ¢ un insieme uniformemente convesso, cioé se per ogni
e > 0 esiste & > 0 tale che, per ogni z,y € B con |z|| < 1, |jy|| < 1le

|z — y|| > e risulta che CU;—yH <1l-4.

Esempio 5.4.1. Sia B = R? e, per (z,y) € B, si definisca:

Iz, y)ll2 = Va2 + 5% (@9l = =] + [yl

Allora (B, || - ||2) € uniformemente convesso, mentre (B, ]| - ||1) non lo &.
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X y
X||||| |‘|\
y

@ (b)

Figura 1. (a) Insieme uniformemente convesso; (b) insieme non unifor-
memente convesso.

Se 1 < p < oo, anche LP(X) ¢ uniformemente convesso; cio ¢ una
conseguenza della disuguaglianza di Hanner.

Teorema 5.4.2. (Hanner). Siano f,g € LP(X). Se 1 < p <2 risulta:

FralP 17 =glP - (10 g\ . (1] — lgllo
T s B G e R e
f+g f—g : f+g f—g .
(5.15) (H— +H— >+‘H— —H— <1712+ lgll.
2 p 2 p 2 p 2 p P P

Se 2 < p < o0, le disuguaglianze (5.14) e (5.15) wvalgono in senso
contrario.

@ (b)

Figura 2. Palline unitarie in (a) (B, ] - ||2) ed in (b) (B, ]| - ||1)-




5.4. Le disuguaglianze di Hanner e di Clarkson 93

Osservazione 5.4.3. Se p = 2, (5.14) e (5.15) valgono nei due sensi e
diventano 'identita del parallelogramma.

Se p=1la (5.15) non ¢ niente di piu della disuguaglianza triangolare.
Lemma 5.4.4. Siap>1e, pers€[0,1] et >0, sia
p(s,t) = h(s) + k(s) t*,
dove
h(s)=(1+s)P L+ (1—5)P1 e k(s)=[14+s)P 1= (1-s5)P1] P
Allora, per ogni t > 0 fissato, risulta che

o(s,t) <[1T+tP+|1—tP se 1<p<2

(5.16) o(s,t) > |1 +tP+1—tP  se p>2.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima che ¢ € (0,1). Dato che

92(5,) = (p = DAL+ 172 = (L= 5P 2) (1= 7/,

allora s — ¢(s,t) assume il suo massimo per s =t se 1 < p < 2, e quindi in
questo caso si ha:

o(s,t) < @(t,t) =1+t +]1 —t|P.

Seorat > 1esep € (1,2), dato che la funzione s — k(s) — h(s) e
crescente e si annulla per s = 1, risulta che k(s) < h(s) e percio

p(s,t) < k(s)+h(s) 7 = t7[h(s) + k(s)(1/1)] = tPp(s,1/t) <
Po(1/t,1/t) = [1 4+ P 4+ |1 — t]?,
dato che 1/t € (0,1).
Se p > 2 si procede in modo analogo. O
Dimostrazione del Teorema 5.4.2. B chiaro che (5.15) segue da (5.14)
sostituendo ad f e g le funzioni f 4 g ed f — g rispettivamente.

Fissate f, g € LP(X), possiamo quindi supporre che || f||, > ||g||,- Sia p €
(1,2] e supponiamo che |f| # 0. Ponendo t = |g|/|f| in (5.4.4), otteniamo:

h(s)IFI7 + k(s)lgl” < 1f +glP +1f = gI",
per ogni s € [0,1]. Notiamo che questa continua a valere se f = 0. Se
integriamo su E abbiamo che

h(s)IIf1lp + F(s)llglly < [1f +gllp + [1f = gllp

per ogni s € [0, 1] e quindi quando il primo membro ¢ massimo rispetto ad
s. La tesi segue dunque dal Lemma 5.4.4. O

Le disuguaglianze di Hanner implicano le ben piu note disuguaglianze di
Clarkson.
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Teorema 5.4.5. (Disuguaglianze di Clarkson). Sial <p < oo e siap’ > 1
tale che ;1) + 1% = 1. Allora per ogni f,g € LP(X) risulta:

/ / 1
frall” [ f—glf _ (1 1 T
5.17 I*9 T=90" < (L1f1p + 21ig)2
CUNEN & & e R Gl
sel<p<2 e
fHgll” |f -9 21
(5.18) 154+ |55 = s+ gt
p

se 2 < p<oo.

Lemma 5.4.6. Siano p e p’ tali che % + 1% = 1. Allora valgono le sequenti
disuguaglianze:

(5.19) (146 + (1 —t)P > 201+ ¥yt

per ognit € [0,1], sel<p<2e

(5.20) (1+t)P + (1 —t)P < 20711 +17),

per ogni t € [0,1], se 2 < p < 0.

Dimostrazione. (i) Il caso p = 2 ¢ banale. Dimostriamo (5.19); stiamo
quindi supponendo che 1 < p < 2.

Sviluppando in serie di McLaurin, si ottiene la seguente catena di ugua-
glianze:

(L4624 (1 —t)P =21 + 7 )P =

S

k=0 k=0

22(2)1527 22( ,>t2jp 22<31>tp 2j-1) _

J=1

o s (5 (5)- (52

p—1

Si noti che, dato che 1 < p < 2, allora sia p. che .
27 27 —1

) SONno sempre

numeri positivi. La funzione di ¢

o (P \2i0-py) (P—1\,—p (P—1
Wt)(%)“ ’ (2j—1>tp <2j>
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ha derivata:

") = (P 2ia—p—1 (P 1
¥;(t) 2j(1 zﬂ<%>t +p<%_¢ t

I p'— 1 {t2j(1—p’)—1 _ t—p’—l}’
p—1\25—-1

che dunque si annulla solo se t = 1 ed ¢ altrimenti negativa; quindi ¢;(t) >
(1) = 0. Percio dall’ultima riga di (5.21) segue (5.19).

(ii) Dimostriamo ora (5.20).

Sia

p(t) = L+ )P + (1=t = 2271 (1 +P),

per t € [0,1]; si ha:

) =p [+ = (A=t~ =207 = p P y(1/8) — 2071,
dove 1(s) = (1 + s)P~t — (s — 1)P~1 & crescente per s > 1 e quindi tale che
P(s) > (1) = 2P~ Dunque ¢(t) cresce e da cid segue che p(t) < (1) e
cioe (5.20). O

Dimostrazione del Teorema 5.4.5. (i) Sia 1 < p < 2. Si puo supporre che
t=|f—gllp/llf+9lp <1in (5.19). Moltiplicando ambo i membri di (5.19)
per || f + g||b, si ottiene:

’ A\ P—1
2(1f + gl + 15 = gll)" <

(IS +gllp + 1F = gllo)” + 1S + gllp = 1f = gllo”-

Da questa per la (5.15) si ottiene facilmente (5.17).
(i) Sia 2 < p < co. In questo caso, si sceglie t = ||g|[b/|f|[5 < 1 in (5.20)
e si moltiplica la stessa (5.20) per |||} per ottenere:

(£l + gllp)” + £ llp — Ngllol” < 2271 (IF15 + llgllp)

Questa e (5.14) (ricordarsi che vale al contrario!) implicano (5.18). O
Corollario 5.4.7. (Uniforme convessita). Sia 1 < p < oco. Allora LP(X) ¢

uniformemente convesso.

Dimostrazione. Sia 1 < p <2 e siano f,g € LP(X) tali che ||f||p, [lgllp, <1e
|f —gll, > €. Dalla (5.17) segue che

f+yg ”'<1_<€>P’.
2 » - 2 ’
percio:
e
p




96 5. Spazi LP

con 6, =1—[1— (g/2)P /7',
Se invece 2 < p < oo, si conclude con la (5.17), avendo posto J. =
1—[1—(g/2)P]/. 0

5.5. Proiezione su insiemi convessi

In questo paragrafo dimostreremo la seguente notevole conseguenza delle
disuguaglianze di Clarkson o, piu in generale, dell’'uniforme convessita di
LP(X).

Teorema 5.5.1. (Proiezione su insiemi convessi) Sia 1 < p < 0o e sia K un
sottoinsieme convesso di LP(X) che sia chiuso nella topologia indotta dalla
norma.

Sia f € LP(X)\ K e sia
dy = dist (f,K) = inf ||f = gll

Allora esiste una sola funzione h € K tale che ||f—h|, = dp. La funzione
h = Pk (f) si dice la proiezione di f su K e si verifica che

(5.22) /]f—h|p_2(f—h)(g—h) du <0 per ogni g€ K.
X

Pk ()

\9

Figura 3. Proiezione su un sottoinsieme chiuso e convesso.



5.5. Proiezione su insiemi convessi 97

Dimostrazione. Dato che ogni traslato di K rimane chiuso e convesso,
possiamo supporre che f =0 ¢ K.

Sia {gn}nen € K una successione minimizzante, ossia tale che |/gy, |, —
d,. Dimostriamo che essa ¢ di Cauchy.

Se 1 < p < 2, applicando (5.17) con f = g, € g = g, otteniamo:

’ ’ 1
‘ gn + gm||” N ’ gn = gm | _ <\|9n||§+ Hgmllﬁ)”1
2 » 2 » 2
e quindi, dato che G+ gm € K, possiamo scrivere:
P’ p P\ 71
9n — Gm < HgnHP + Hgme Pt —qr.
2 b 2 P

Quando n ed m tendono all’infinito il secondo membro di quest’ultima
disuguaglianza tende a zero e quindi {gy, }nen € di Cauchy.

Se p > 2, applichiamo (5.18) ed otteniamo con ragionamento analogo
che

da cui ricaviamo ancora che {g,}nen € di Cauchy.

9n — 9m

2

" _ lgnllp + llgmllp

p_ 2

— &,

Poiché LP(X) & completo, g, converge in LP(X) ad una funzione h €
LP(X) e, dato che K ¢ chiuso, h € K. Percio d, = lim ||gnll, = |||l
n—oo

Se h' € K fosse un’altra funzione tale che ||I|, = d,, applicando ad
h ed h' le disuguaglianze di Clarkson ed i ragionamenti fatti per g, € gm,
otteniamo facilmente che h = b/ q.o. in X.

Dimostriamo infine (5.22) che, quando f = 0 si legge cosi:

/\h|p2h (9g—h)dp >0 perogni ge K.
X
Fissata ¢ € K e per A € [0,1], poniamo N(\) = [[(1 — Ak + Ag|]b =
|h 4+ A(g — h)||p. La convessita di K implica che N(\) > N(0) = d,, per ogni
A € [0,1] e quindi N’(0) > 0. La tesi allora segue dal Lemma 5.5.3 seguente
applicato alle funzioni ¢ = h e ¢ = g — h. ([l

Corollario 5.5.2. Se K ¢ un sottospazio di LP(X), allora invece di (5.22)
st ha:

(5.23) /|f—h|p_2(f—h)k:d,u:0 per ogni k € K.
X
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Lemma 5.5.3. (Differenziabilita della norma) Siano ¢ e 1) due funzioni in
LP(X) per 1 < p < oo. Allora la funzione N :[0,1] — R definita da

N = [leAupdn 02 <1,
X

e derivabile e la sua derivata per A =10 ¢

N'(0) = p / oP~2 0 dp.
X

Dimostrazione. Applichiamo il Teorema 4.7.6 alla funzione
F(A z) = |p(z) + Ao(z)P.
Poiché p > 1, essa ¢ di classe C! in \ e si ha che

oF _
x (@A) = ple(@) + Ap(@) P e(@) + Av(@)] (@),
per quasi ogni x € X.
D’altra parte risulta che

oF

7@ A)’ = plo(a) + A(@) P ()] < p(le@)] + [b(@) )P~ ()],

per ogni A € [0,1], e la funzione all’'ultimo membro ¢ sommabile per la
disuguaglianza di Holder, essendo ¢ € LP(X) e (|| + |[¢|)P~ € L¥'(X).

Dal Teorema 4.7.6 otteniamo percio che

N'() =p/ o+ AP (0 + Ap) P du
E

e dunque, ponendo A = 0, la formula per N'(0). O

Il Lemma 5.5.3 ci dice che la norma LP(X) e differenziabile secondo
Gateauz.

5.6. Funzionali lineari

Un’applicazione L : LP(X) — R si dice un funzionale lineare se

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)
per ogni f,g € LP(X) ed ogni o, f € R.

Si dice che L € continuo se per ogni successione di funzioni f,, convergente
in LP(X) ad una f € LP(X) risulta che

L(fn) — L(f) se n — oc.
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Infine, si dice che L & limitato se esiste ¢ > 0 tale che
IL(A)I <clfllp perogni fe LP(X).

Proposizione 5.6.1. Sia L : LP(X) — R lineare. Allora L é continuo se e
solo se é limitato.

Dimostrazione. Se L & limitato ed f, — f in LP(X), allora |L(f,) — L(f)| =
|L(frn— f)l <c|lfn—fllp = 0sen— oo.

Viceversa, sia L continuo. Se L non fosse limitato, esisterebbe un
successione di funzioni f, tale che

cn = L{fu/ Il fullp) = L(fn) /|l fullp = 400

Posto gn, = ;' fu/ll fullp, si ha che ||gnll, = ¢,* — 0, mentre L(g,,) = 1 per
ogni n € N. Questo contraddice il fatto che L & continuo. O

Lo spazio duale di LP(X) e I'insieme
(5.24) LP(X) ={L:LP(X)— R: L lineare e continuo}.

Su LP(X)’ si pud definire la norma:

G2s)  NEl= sw EO_anqng i, <1,
rere(x) I1fllp

Si dice che f,, converge debolmente in LP(X) ad f, e si scrive f, — f in
LP(X), se
lim L(f,) = L(f) per ogni L€ LP(X)".

n—oo

Osservazione 5.6.2. E chiaro che se f, — f in LP(X) allora f, — f in
LP(X). Il contrario non & sempre vero.

Esempio 5.6.3. Sia 1 < p < co e sia g € LP (X). Definiamo 'applicazione
Ly : LP(X) — R con la formula

Ly(f) :/ngdu, feLlP(X).

Allora L, € LP(X)'. Infatti, ¢ chiaro che L, ¢ lineare; inoltre, dalla disugua-
glianza di Holder segue che

[Lg(D < Mgl 1l flp,
per ogni f € LP(X). Pertanto L, € limitato e || Lg|| < ||g||p -

In realta risulta che ||Lg|| = ||gl/,r- Infatti, se 1 < p < oo, scegliendo
f=1 g|p/_2g, la disuguaglianza di Holder vale con il segno di uguaglianza

e quindi Ly(f) = ||glly||fllp- Se p = oo, si sceglie f = g/|g| dove g # 0 ed
f =0 altrimenti; si ottiene ancora Lg(f) = [|g]|1] f|loo-
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Infine, il caso p = 1 ¢ un po’ piu complicato. Dobbiamo supporre che
(X, M, u) sia o-finito e cioe tale che X & unione numerabile di insiemi FE,
di misura finita. Sia allora X. = {z € X : |g(z)| > ||g|lcc —€}; X ha misura
positiva (anche infinita) e quindi esiste E,, tale che 0 < u(X. N E,) < oo.
Definiamo allora f = g/|g| in X. N E,, ed f = 0 altrimenti; si ottiene:

Ly(f) :/x . lgldp = (ll9lloc — &) (X N En) = (lglloc — ) I fl1-

Quindi ||Lg|| > ||l — € per ogni € > 0 ossia || Lg]| > ||g]|oo-

Teorema 5.6.4. (I funzionali lineari separano) Sia f € LP(X), 1 < p < oo,
con X o-finito nel caso p = co.

Se L(f) =0 per ogni L € LP(X)', allora f = 0.
Osservazione 5.6.5. (i) Una conseguenza del Teorema 5.6.4 & che, se f, —
fe fn— g, allora f = g quasi ovunque in F.

(ii) Il Teorema 5.6.4 ci informa che, per stabilire che due funzioni f e g
siano differenti, basta trovare un funzionale lineare L tale che L(f) # L(g).

Dimostrazione. Se 1 < p < oo, definiamo g(z) = |f(x)|P~2f(z) se f(x) #0
e g(x) =0 se f(x) = 0. Poiché

/|g|p dyu = /|f|p 01 gy = /|f|pdu < oo,

allora g € L (X). Dato che allora L, € LP(X) e Ly(f) = || f||5, allora per
'ipotesi risulta che || f|, = 0.

Se p =1, si pone g(x) = f(x)/|f(x)] se f(z) # 0 e g(x) = 0 altrimenti.
Allora g € L*™(X) e si conclude con lo stesso argomento di prima.

Se p = oo, siano E,,, n € N, gli insiemi di misura finita la cui unione &
uguale ad X e sia Ef = {x € E, : f(z) # 0}; nel caso in cui m(E}) > 0,
definiamo

f(z)

g(x) = Xy ().
()]
Il funzionale L, ¢ limitato su L>(X), dato che g € L'(X). Per lipotesi,

risulta che 0 = Ly(f) = [ | f(2)| dp, cioe f =0 in E} e quindi f =0 q.o.
in E, e dunque in X. ([

Teorema 5.6.6. (La norma LP ¢ debolmente semicontinua inferiormente)
Sia 1l <p<ooesiaf, = fin LP(X), con X o-finito se p = co.
Allora

(5.26) tim inf [l > 1|1l
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Inoltre, se 1 < p < oo e se lim, o0 || fnllp = || fllp, allora fr, = f in
LP(X).

Dimostrazione. Sia 1 < p < 0o e sia g = |f[P7f X(zex.f(x)0} come abbia-
mo definito nella dimostrazione del Teorema 5.6.4. Allora L, € LP(X) e
risulta:

Lg(fn) < llgllp Il fullo

e quindi
£ = Ly(f) = tim Ly(f) < gl imint [ £l
Si conclude osservando che |||,y = || f Hg_l.

Se p =00, sia Xc ={z € X :|f(z)| > | fllo — €}. Dato che pu(X:) >0
ed X & o-finito, esiste F,, € M tale che 0 < u(X: N E,) < oo; ponendo

/
g: Trl XXS En»
]

risulta:
Lg(fn) < u(XeNEy) anHoo

e quindi
/ |f(@)] dz = lim Ly(f) < p(Xe N Ey) lminf || £ |oo-
X.NE, n—oo n—oo

Poiché
/ F@)] dz > (1o — &) Xz A B,
X:NEn,

si ottiene che
liminf || fulloo > [|flloc — &
n—oo

Per I'arbitrarieta di € > 0 si conclude.

Per dimostrare la seconda asserzione, sfruttiamo la convessita uniforme
per 1 <p < oo. Se ||fullp = || fllp, dato che f,, + f — 2f, si ha:

20|l < limmin [ £+ < i sup([Lfully + 1F1) = 2011l
n—oo

e quindi || fn, + fllp = 2||f|lp- Si conclude applicando (5.17) e (5.18) alle
funzioni f, ed f. O

5.7. Il teorema di rappresentazione di Riesz

Nel paragrafo precedente abbiamo piu volte usato il fatto che una funzione
g € L (X) definisce un funzionale lineare e limitato Ly — cioe un elemento
di LP(X)'. 1l risultato seguente ci informa che in alcuni casi vale anche il
viceversa.
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Teorema 5.7.1. (di rappresentazione di Riesz) Sia 1 < p < oo e sia X
o-finito se p = 1. Allora LP(X)' si puo identificare con L' (X), dove 1/p +
1/p=1.

In altre parole, per ogni L € LP(X)' esiste una sola funzione g € v (X)
tale che

L(f) = Ly(f) = /g fdp per ogni f e LP(X).

X
Inoltre ||L|| = ||g||p-

Dimostrazione. Sia 1 <p < oo esia L € LP(X)', L # 0. Il nucleo di L,
K ={feLl’X):L(f) =0},

¢ un sottoinsieme proprio di LP(X), convesso (K ¢ un sottospazio vettoriale)
e chiuso (L & continuo). Sia fy € LP(X)\ K, cioe fj ¢ tale che L(fy) # 0. Per
il Teorema 5.5.1, esiste la proiezione h € K di fy su K e, per il il Corollario
5.5.2, risulta che

(5.27) /|f0—h|p2(f0—h)kd,u:0 per ogni k € K.
b

Se ora f € LP(X), possiamo sempre scrivere che f = \(fo —h) + k, dove
k € K e A € R. Infatti, se

si ha che
L(f = A(fo = h)) = L(f) = AL(fo — h) = L(f) = AL(fo) =0,
e quindi f — A(fo — h) = k per qualche k € K.

Se a & un parametro reale, la funzione g = a |fo — h|P~2(fo — h) & un
elemento di L¥ (X) e si ha:

/gfdu = A/g(fo—h)du+/gkzdu:a)\/|f0—h\17du:
X X E X

— hlIP
Mo

la penultima uguaglianza segue dalla proprieta (5.27).

Scegliendo o = L(fo)/|| fo — h||b, si ottiene dunque che

L(f) = /gfdu = Ly(f),

X
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Figura 4. La costruzione nella dimostrazione del Teorema 5.7.1.

dove

_ L(fO) _ pp—2 _
9= = |fo—R[P"*(fo = h).

La funzione g ¢ univocamente determinata. Infatti, se ¢ € LV (X) fosse
un’altra funzione che rappesenta L, si avrebbe L, = Ly e cioe

/X(g—g’)fdMZO per ogni f € LP(X);

scegliendo f = |g—¢'[P"~2(g—¢'), si ottiene allora che ||g —Q/HZ = 0 e quindi
che ¢ = g in LV (X).

Se p = 1, supponiamo dapprima che p(X) < co. In questo caso, LP(X) C
LY(X) per ogni p > 1 e quindi, se L € L*(X)/, si ha che L € LP(X)' per
ogni p > 1, dato che

(5.28) LA NLIF L < NI X)) £lp,

per la disuguaglianza di Holder. Dalla dimostrazione appena conclusa segue

che esiste una sola g, € LP'(X) tale che L(f) = Lg,(f) = [x 9p f dp per ogni

f e LP(X). E chiaro che gp non dipende da p, infatti se ¢ > p allora esiste

gq € L7 (X) tale che L = Ly, su LY(X). Dato che LY(X) C LP(X), si ha:
0=1Lgy, — Ly, = Lg,—g, su LI(X).

Scegliendo f = |g, — gq\q,_2(gp — gq), risulta che f € LI(X) e quindi

0 = Lgp_gq(f) = ng - qugH

cio¢ g4 = gp. Dunque possiamo supporre che g, = g, ossia che L = L, su
ogni LP(X) con p > 1.



104 5. Spazi LP

Presa f = |g|?' ~2g, risulta che f € LP(X) e dalla (5.28) segue che

/‘g‘pfdu — L(f) < u(X)Y | L] llg]E !
X

e quindi che ||g|ly < u(X)YP'||L|| per ogni p > 1. Se p — 1, allora p’ — oo
e quindi

oo = li r < ||L )
lglloe = Jim gl < ]
cioe g € L*(X) e L = L, su ogni LP(X) con p > 1.
Se ora f € L'(X), ponendo
In = Xzex:|f(z)<n}>

fn = [ qo. e|fn] <|f|] in X; per il Teorema della Convergenza Dominata
4.7.3, f, — f in LY(X). Allo stesso modo gf, — gf in L'(X). Inoltre
fn € LP(X). Dunque, possiamo concludere che

L(f) = lim L(fy) —nlggo/gfndu = /gfdu,
X

n—00
X

dove la prima uguaglianza vale perché L & continuo su L'(X).

Se infine m(X) = oo, poniamo f = > f Xg, con X = |J Ej, dove Ej,
keN keN
sono misurabili, a due a due disgiunti e di misura finita.

Se L € L'(X)', allora il funzionale Ly, definito da Li(f) = L(f Xg,) per
f € LY(E}) ¢ un elemento di L'(E})". Per quanto dimostrato prima, esiste
gr € L=(Ey) tale che

Li(f) = /fgk dp
Ey

per ogni f € L'(E}). Inoltre, poiché

(LD = 1L(f X )l < LI f]l, 85

per ogni f € L'(E}), si ottiene che

Joulloe = 120l = sup{ [ Fodis |l <1} < L]

Ey,
per ogni k € N.

Sia g = > gr XE,; g € misurabile e
keN

19lloo < sup [lgrlloo < [IL]|.
keN
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Infine
[aran = [ Yoxnsau=Y [ arau
X X keN keN Y Pk
= Y an) =1(> 1 Xn,)
keN keN
= L(f)
per 'additivita numerabile della misura. O

Esempio 5.7.2. Siamo ora in grado di costruire un esempio di successione
che converge debolmente ma non fortemente. La successione fp, = X, ;41)
converge debolmente ad f = 0 in L?(0, 00).

Infatti, per il Teorema 5.7.1 ogni funzionale lineare L su L?(0, c0) si puo
rappresentare con una funzione g € L?(0,00) e quindi L(f,,) = f:ﬂ gdr —
0 se n — oo, per il Teorema della Convergenza Dominata, 4.7.3 dato che
|f:+lg dr| < f:“ g*dx. D’altra parte | f, — fll2 = ||fall2 = 1 che non

converge a zero.

5.8. Sottoinsiemi densi in LP(E)

Una strategia molto fruttuosa per dimostrare proprieta delle funzioni negli
spazi LP consiste nel dimostrare tali proprieta per funzioni piu regolari, sfrut-
tando poi il fatto che tali funzioni approssimano le funzioni LP con precisione
arbitraria. In questo paragrafo, E indichera un sottoinsieme misurabile in
RN,

Teorema 5.8.1. (Le funzioni semplici sono dense in LP) Sia f € LP(E) con
1 <p<oo. Perognie >0 esiste una funzione semplice s € LP(F) tale che

1f = sllp <e

Dimostrazione. Si pud supporre che f > 0, dato che f = f* — f~. Poiché
f e misurabile e non negativa, esiste una successione crescente di funzioni
semplici e non negative s, che converge ad f puntualmente q.o. in E.

Sia 1 < p < oo; allora (f — s,)P — 0 q.0. in E e (f —s,)P < fP con fP
sommabile in E. Per il Teorema della Convergenza Dominata 4.7.3, risulta
che || f — sullp = [5(f — s0)? dz — 0 se n — oo.

Se p =00, detto Ex, ={z € E : |f(z)| > ||f|loc}, risulta che m(E,) =0
ed inoltre f ¢ limitata in E \ E,. Per come s,, ¢ stata costruita, s, converge
uniformemente ad f in E \ E,; percio:

1f = snlloc = Silp (f—sn) =0
E

*

se n — o0. O
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Teorema 5.8.2. (Le funzioni continue sono dense in LP) Sia f € LP(RY)
con1 < p < oo. Per ognie > 0 esiste una funzione g continua in RN e nulla
fuort di un compatto tale che ||f — g, < €.

Dimostrazione. Possiamo supporre che f > 0 come prima. Inoltre, possiamo

supporre che f sia nulla fuori di una pallina, dato che la successione f Xp(g )

converge ad f in LP(RY). Possiamo ancora supporre che f sia semplice:
n

f = > cx Xg, dove gli insiemi misurabili Ej sono a due a due disgiunti

k=1
(e limitati). Bastera allora costruire per ogni k& una funzione continua ed a

supporto compatto g che approssimi Xg, in L? (RM) per meno di ¢; infatti,
n n
la funzione g = 3. cx gr approssimera f in LP(RY) per meno di ¢ > |cxl,
k=1

k=1
dato che
n n n
1f =gl =D e (Xe, —g0)|| <D lexl 1Xe, — gelly <2 lexl-
k=1 k=1 k=1

p

Poiché Ej & misurabile e limitato, per ogni € > 0 esistono un chiuso
K C FEj ed un aperto limitato A O Ej, tali che m(A) — m(K) < e.
Sia g : RV — R definita per € RY da
dist (z, RN\ A)
gr(z) = — N . ;
dist (z, RV \ A) + dist (z, K)

allora g € continua, 0 < gi <1, g =1 su K e g; = 0 fuori di A.

Risulta allora:

s, — gilE = / X, — gilPde = / X, — gelPde < m(A\ K) =
A A\K
m(A) —m(K) < e.

O

Uno spazio topologico si dice separabile se contiene un sottoinsieme
numerabile denso.

Teorema 5.8.3. (LP(FE) e separabile) Esiste un insieme numerabile F =
{¢n}nen di funzioni ¢ : RN — R tali che, fissati un insieme misurabile
E C RN, un numero p € [1,00), una funzione f € LP(E) ed un numero
€ >0, esiste ¢, € F tale che || f — ¢nllpE <e.

Dimostrazione. Basta dimostrare la tesi per E = R, dato che possiamo
considerare come di solito f Xg se f € LP(E).
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Sia Z il reticolo dei punti di RV a coordinate intere e sia Q la famiglia
(numerabile) dei cubi
Qmn={r RN :27"m; < 2; <27"(m; +1),i=1,...,N},

dove n € Ned m = (my,...,my) € Z". Si noti che RN = |J Qmn per
mezZN
ogni n € N fissato.

Sia ora F, la famiglia delle funzioni ¢ costanti a tratti con valori razio-
nali su ogni @y, € che si annullano fuori dal cubo C, = [-2", 2"V F e
numerabile, perché famiglia numerabile di famiglie numerabili. Per la stessa

ragione, F = |J F;, € numerabile.
neN

Sia f € LP(RY). Per il Teorema 5.8.2, esiste g continua in RV e nulla
fuori di un compatto tale che || f — g||, < €/3; basta quindi trovare ¢,, € F
tale che ||g — ¢n||p < 2¢/3. Sia v € N tale che g sia nulla fuori di C,. Essendo
¢ uniformemente continua in RY per ogni 7 > 0 esiste § > 0 tale che

lg(z) — g(y)| <n per ogni z,y € RN tali che |z —y| < 4.
Per ogni intero n > v, sia 9 la funzione definita
1/} = Z Cnm XQn,ma con Cpm = 2—nN/ gdyv
Qn,mccu m,n
cioe 9 su @, € uguale al valor medio di g su @, . Si noti anche che ¢ =0
fuori di C,,.
Percio, se n > v & cosi grande che 27"/ N < ¢, risulta che
|9(z) — enm| < 2‘”N/ l9(z) —g9(y)[dy <n su Qnm

e quindi |g — 1| < 1 su RY; pertanto
[ Jg—olde= [ lg— v de <2,
RN Cy

basta quindi scegliere 0 < n < 2~ NE+D/P¢/3 per avere che |lg — 1|, < /3.
Infine, dato che v ha in generale valori reali, scegliamo ¢ € F (a valori
razionali) cosi:
¢ = Z dn,m XQmm con gn,m € Q tale che |Qn,m - Cn,m| <
Qn,mc Cy
si avra dunque che || — ¢||, < e/3.
Concludendo, fissato € > 0 abbiamo trovato ¢ € F tale che

1f =@l < IF = gllp+ lg = 2llp + Y = ¢llp <&
Percio F & densa in LP(RY) e quindi LP(R") ¢ separabile. O
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Il caso in cui p = oo ¢ differente.

Proposizione 5.8.4. L=(RY) non ¢ separabile.

Dimostrazione. (i) Sia {E,},cr, una famiglia (non numerabile) di insiemi
misurabili tali che m(FE,AEs) > 0 per ogni 7,5 > 0 con r # s (qui il
simbolo A indica la differenza simmetrica dei due insiemi). Per esempio,
basta scegliere E, = Q(0,r).

(ii) Per r > 0, sia O, = {f € L®°(RY) : ||f — Xk, || < 3}. La famiglia
di aperti O, & non numerabile ed inoltre, per ogni r,s > 0 con r # s si ha
che O, N O, = @, dato che, se f € O,, allora

1 1
cioe f ¢ Os.

(i) L’esistenza della famiglia {O,},er, implica che L*°(RY) non & se-
parabile. In caso contrario, se {¢,, }nen fosse una famiglia densa in L>(RY),

. - . 1
allora per ogni > 0 esisterebbe un intero n(r) tale che || X, — ¢p)lloo < 3,
cioe tale che ¢,y € O;.

L’applicazione R 3 r — n(r) € N & iniettiva; infatti se per r # s fosse
n(r) = n(s), allora ¢,y = ¢p(s) € O NOs = &. Dunque, R sarebbe al pitt
numerabile, perché in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme di N.

Costa poco adattare questa dimostrazione al caso in cui £ C RY & un
insieme misurabile. O

5.9. Approssimazione con funzioni regolari

5.9.1. Convoluzioni. Siano f,g: RY — R; definiamo la loro convoluzione
con

(520  frglz) = / f(&— y)g(y) dy = / fw)glz —y) dy = g f(x)
RN RN

per z € RN ogni volta che I'integrale sia convergente.

Osservazione 5.9.1. (i) E chiaro che se f € LP(RN) e g € LP (RN) allora
f * g & ben definita e limitata per la disuguaglianza di Holder (5.4).

(i) Si puo indebolire 'ipotesi di (i) al punto da poter dimostrare che se
feLPRY)ege LIYRY) con %—l—é > 1 allora fxg € L"(RY) con
1 1 1
14+-==+=-.
r p g
Questo risultato passa sotto il nome di disuguaglianza di Young per le
convoluzioni. Per esempio, se p = ¢ =1, allora r = 1.
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Nel Teorema 5.9.2 dimostreremo la disuguaglianza di Young quando g =
1 (e quindi r = p).

(iii) Euristicamemte, una convoluzione ¢ una somma pesata di trasla-
zioni: se, per y € RY, definiamo la traslazione T, : LP(RYN) — LP(RY)
con

(5.30) (Tyf)(x) = flz —y),
risulta che

f*gz/ﬁfgdy-

RN

Teorema 5.9.2. Se g € L'(RY) ed f € LP(RYN) per qualche p € [1,00),
risulta che g f € LP(RY) e sussiste la disuguaglianza di Young:

lg % Fllp < gl F1l,-

Dimostrazione. Risulta:

/RN g% flPdz < /RN dx </sz 91z — )| dy>p _

/RN dz ( /R @M lg )1~ ) dy)p <

[ as)™ ([t 15— ay) a
e quindi

a0 [ laespae <ol [ ([ el 1=l dy) an

applicando il Teorema di Fubini 4.8.7 nella (5.31) ed il fatto che

L= = [ 1wl =151,

si ottiene pertanto:

[ Jaw s <1t [ ol ([ 156 - wipas ) s = Lol
RN RN RN

da cui segue la tesi. O

Osservazione 5.9.3. Possiamo sempre definire la convoluzione di funzioni
definite su un qualsiasi insieme misurabile E C RY. Infatti, se g € L'(FE) ed
f € LP(F), poniamo:

g*f=gx(fXE).
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Con questa definizione, il Teorema 5.9.2 implica:

lg FIE, = / g% (FXp)Pdz <

/ g+ (f ) Pdo < ||gl121f Xe P g =
RN

g lIF A1,
Percio vale il Teorema 5.9.2 anche se f € LP(E).
5.9.2. Mollificatori. Sia Q@ C RY un aperto. Introduciamo le seguenti
notazioni:
C(Q)={f:Q2—R: f continua in Q};
CH(Q) = {f : Q= R: f k-volte differenziabile con continuita in Q};

*(Q) = ﬁ ch(Q)

supp(f) 2{9569 f(@) #0}, se f € C(9);
Co(Q2) ={f € C(Q2) : f =0 fuori di qualche compatto K C Q};
Cg(Q) = C*(9) N Co();

C§e () = C™(Q) N Co(Q).

Infine, si dice che a & un multi-indice se a = (a1,...,ay) € Z con
a; >0, i=1,...,N;sipone allora |a| = a3 + -+ ay e, se f € C®(Q), si
puo definire una qualunque derivata parziale di ordine || di f come

0l f (x)

0%1gy - 0NN’

Df(x) = x €.
Un mollificatore ¢ una famiglia ad un parametro € > 0 di funzioni j; €
L'(RY) tali che:
J de()dy =1, sup [ |je(y)ldy < o0,
RN e>0 RN
(5.32)
lim [ 1je(y)|dy =0 per ogni § > 0.
e=0" gN\ B(0,6)

Osservazione 5.9.4. Sia j € L'(RY) con [pn j(z)dx = 1; allora per € > 0
la famiglia di funzioni

je(x) = e Vj(a/e)
¢ un mollificatore. Infatti le proprieta (5.32) si dimostrano applicando il
semplice cambio di variabile y = € x ed osservando che 'integrale nella terza
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proprieta diventa

7 (y)l dy
RN\ B(0,6/¢)
e tende a zero per € — 0T per il Teorema della Convergenza Dominata 4.7.3.

Teorema 5.9.5. Sia j € C(RY) e sia f € LP(RY) per qualche p € [1,0].
Allora j x f € C®(RN) e risulta:

D(j* f) = (Dj) * f.
Dimostrazione. Questa asserzione segue dal Teorema 4.7.6 scegliendo

F(z,y) =j(r —y)f(y).

Infatti, se dobbiamo calcolare la derivata di j x f rispetto a xj in un punto
ro € RV, bastera scegliere A = B(z¢,d) per qualche § > 0 per ottenere che

oF dj
= < )
‘axk (x,y)' < | f(y)| max D

a: Xre ()
R

per x € A, dove K & un compatto contenente l'insieme supp(j)+[—B(zo, d)].!

La funzione a secondo membro ¢ sommabile, infatti

L1 i dy < ()7 51

quindi possiamo applicare il Teorema 4.7.6 ed ottenere il risultato voluto. La
formula per le derivate successive si ottiene quindi per induzione sul numero
di derivate parziali. O

Ciascun elemento di una famiglia di funzioni j. € C§°(RY) che soddi-
sfano le proprieta (5.32) si dice un nucleo mollificatore.

Esempio 5.9.6. Un esempio di funzione in C§°(RY) ¢ dato da:
1
i(2) = ¢ exp { |x|2_1} se |z| <1,
0 se |z| > 1

Si pud chiaramente scegliere la costante ¢ in modo che [py j(z) dz = 1.

5.9.3. Approssimazione. Incominciamo con il seguente importante lem-
ma.

Lemma 5.9.7. Sia f € LP(RY), 1 < p < co. Allora
sup | Tnf — fllp, =0 se 6 —0T.
|h|<d

1Se I e .J sono sottoinsiemi di RN allora si definisce I + J = {i+j:i€l,je J}
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Dimostrazione. (i) Sia f € Co(RY); per ogni z € RV si ha che
Tnf () = f(0)]" = [f(x = h) = f(2)[” = 0 se |h] = 0.
Inoltre,
Tnf () = f(@)P < (IThf @)+ F(@))P < 27| fI1%
e, se K =supp(f) ed |h| < J, si ha che |T,f — f|P & nulla fuori dell’insieme
Ks = K + B(0,6). Percio
Tnf = FIP < 27| flI5 XK,

e la funzione a secondo membro & sommabile in RY; per il Teorema della
Convergenza Dominata 4.7.3, si conclude.

(ii) Se f € LP(RY), per ogni & > 0 esiste g € Cp(RY) tale che | f —gl|, <
/3. Preso § > 0 tale che ||T,g9 — gl|, < /3 per |h| < 4, otteniamo che
1Tnf = fllp <1 Taf = Tagllp + 1Thg = gllp + llg = fllp < e
per ogni |h| <4, dato che [|Tnf = Tagllp = [ Tn(f — 9)llp = IIf — gllp- O

Teorema 5.9.8. (Approssimazione in norma) Supponiamo che le funzioni
Je soddisfino le proprieta (5.32).

(i) Sia f € LP(RYN) per qualche p € [1,00). Allora j. x f — f in LP(RY)
pere — 0.

(ii) Sia f uniformemente continua e limitata in RN. Allora j. « f — f
uniformemente in RY.

Dimostrazione. (i) Poiché [pn je(y) dy = 1, allora

o £@) = @) = [ 37 =) - (@) dy.
RN
Sostituendo f(x — y) — f(x) al posto di f(xz — y) e j. al posto di g nella
(5.31), otteniamo:

[ e £ g < el [ |jg<y>|(/ f(x—y)—f(fv)lpdm)dyz
RN RN RN
el / )| 1T f — FIEdy
]RN

Inoltre

/ )] [ Tof — £ dy =
RN
/ )| Ty f — I dy + /

eI 1Ty f = FlIhdy <
B(0,6) RN\ B(0,9)

sup [T =115 | ti-twlay 2115 [

lyl<d 5)

)
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per ogni d > 0.

La conclusione allora segue dal Lemma 5.9.7 e dalla seconda e terza
proprieta in (5.32).

(ii) Sia w(f,d) il modulo di continuita definito in (1.4). In modo analogo
a prima abbiamo:

e x F(2) — F(z)] < / Gl f @ — y) — F(x)] dy =
RN

/ -] f (@ — ) — F(@)] dy + / ) |f (@ — ) — (@) dy <
)

B(0,6 RN\ B(0,5)

() [ lie@ldy+20rle [l

)

Si conclude con le stesse argomentazioni di prima. (I

Osservazione 5.9.9. Si osservi che, se f € LP(E), possiamo scrivere:
liw = $5 = [ Vex (G) = fPdo = [ licw (£206) ~ Sl <
E E

/ |je * (fXE) — [XE|Pde =
RN
H]z—: * (fXE) - fXEHZ,RNa

e questo tende a zero se € — 0% dato che fXr € LP(RY).

Inoltre, se § ¢ aperto ed f € LP(R2), allora j. x (fXq) € C*>(Q) per il
Teorema 5.9.5.

Questa osservazione ed i Teoremi 5.9.5 e 5.9.8 implicano senz’altro il
seguente risultato notevole.

Corollario 5.9.10. (Approssimazione con funzioni C*) Sia Q C RY un
msieme aperto.

Allora Uinsieme C*°(Q2) é denso in LP(Q)) nella topologia della norma.

Esempio 5.9.11. Sia f = Xp; & chiaro che {z € R: f(z) #0} = Q = R,
mentre f = 0 quasi ovunque in R.

E evidente che la definizione di supporto che abbiamo dato per una
funzione continua non ¢ molto utile per la funzione Xg.
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Sia f : RN — ResiaF ={4ACRY: Aapertoe f = 0q.o. in A}.
Definiamo il supporto essenziale di f 'insieme

supp(f) ( U A)

AceF

D’ora in poi supp(f) indichera il supporto essenziale di f che, se f & continua,
coincide con il supporto ordinario.

Si noti che supp(f) e ben definito; infatti, anche se la famiglia F non
fosse numerabile, esiste una base numerabile di aperti O,, tale che, se A € F,
allora A = UnEJA n, per qualche sottoinsieme J4 di N. Se f =0 q.0. in A,
allora f =0 qg.o. in ogni O,, con n € J4 e quindi

Ua-U Uo-Uon
AeF AeF nedy neJ

dove J = |Jcr J4 € numerabile, essendo J4 € N per ogni A € F.

Proposizione 5.9.12. (i) Se fi = f q.o. in RY allora supp(f1)=supp(fa).
(ii) Se f € LY(RN) e g € LP(RY), allora

supp(f x g) € supp(f) + supp(g).

Dimostrazione. (i) E chiaro che f; =0 q.o. in A se e solo se fo =0 q.0. in
A e quindi supp(f1) = supp(f2).

(ii) Sia A il complementare di supp(f) + supp(g); A & aperto e, se x € A,
risulta che l'insieme B = (z — supp(f)) Nsupp(g) & vuoto. Percio

/If*g |dx</ /fx )|dy>dx_0

Quindi supp(f * g) & contenuto nel complementare di A. O

Osservazione 5.9.13. Se f e g hanno supporto limitato, allora anche fxg
ha supporto limitato.

Teorema 5.9.14. (Approssimazione con funzioni C§°) Sia Q C RY aperto.
Allora lo spazio C§°(2) é denso in LP(2) per ogni 1 < p < oo.

In altre parole, fissata una funzione f € LP(SQ), per ogni e > 0 esiste
g € C§°(Q) tale che || f —gllp <e.

Dimostrazione. Sia j € C§°(RY) come nell’Esempio 5.9.6. Fissato n € N,
sia jn(z) = nVj(nx); risulta che supp(j,) € B(0,1/n). Data f € LP(Q),
consideriamo

gn = | Xa,,
dove Q, = {z € RV : dist (2,09) > 2 e |z| < n}; si ha che supp(gn) C Q.
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Posto f, = jn * gn, abbiamo che f,, € C*°(Q), per il Teorema 5.9.2, ed
inoltre supp(f,) € B(0,1/n) + ,, C Q, per la Proposizione 5.9.12. Dunque
fn € C5°(2) e si ha che

”fn - pr,Q = an - f XQHp,]RN <
[dn * gn — Jnx (f Xa)llpry + |lin* (f Xa) — f Xall,ry <
lgn — f Xallpry + [ldn* (f Xo) — f Xallpry-

Il primo addendo converge a zero per il Teorema della Convergenza Domi-
nata 4.7.3, mentre il secondo converge a zero per il Teorema 5.9.2, dato che
f Xq € LP(RV). a

Con idee analoghe a quelle finora esposte in questo paragrafo, dimostria-
mo il seguente teorema di approssimazione uniforme.

Teorema 5.9.15. Sia f € CQ(RY). Allora esiste una successione di polino-
mi P, che convergono ad f uniformemente sul supporto di f.

Dimostrazione. A meno di traslazioni e dilatazioni, possiamo supporre che
il supporto S di f sia contenuto in Q(0,1/2), il cubo centrato nell’origine,
con semilato lungo 1/2 e con lati paralleli agli assi coordinati.

Per n € N definiamo:

N 1

pay) =, N[ =42 an = / (1—t2)"dt.

i=1 -1

Le funzioni p,, se si estendono con zero fuori di @(0, 1), sono non negative,
di classe Cj' (RY) ed, in Q(0,1), sono polinomi; la scelta di a, ci dice
inoltre che

/ pn(z —y)dy = / Pn(y)dy =1
Q(x,1) Q(0,1)

per ognin € Ne x € RV,

Definiamo ora i polinomi di Stieltjes relativi ad f come:

Pa(z) = /Q oy e )

Pu(z) — f(x) = /Q Pl D) d - /Q L ey
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Per ogni x € S, se scegliamo ¢ > 0 tale che Q(z,d) C Q(0,1), possiamo
scrivere:

Po(z) — f(x)] < /Q L P DI = @l dy

(T —y)f(y) dy| +

Pz —y)f(x) dy

/Q(O,l)\Q(xﬁ) /62(5071))\69(%5)

e quindi

|Pu() = f(2)] < w(f,6VN)+

maclf] § [ pale —u)dy+ | pulx — ) dy
R Q(0,)\Q(z,9) Qz, )\Q(z,6)

I due integrali a secondo membro si maggiorano tenedo conto che z — y ¢
Q(0,9) dato che y ¢ Q(x,9) : esiste quindi ¢ € {1,..., N} tale che |z; —y;| >
§/V'N e quindi

pn(x —y) < a;N(l —2/N)" <27 N+ 1)Na - 62/N)",

essendo .
ay > 2/ (I-t)"dt=2/(n+1).
0
In conclusione:

|[Pa(2) = f(2)] < w(f,6VN) + 2max|f] (n + DN(1—82/N)", x €S

questa disuguaglianza implica che P, converge ad f uniformemente in S. [J

Il teorema appena dimostrato € un caso particolare del piu generale
teorema di approssimazione di Weierstrass.

Teorema 5.9.16. (Weierstrass) Sia E un sottoinsieme limitato di R e sia
[+ E — R una funzione uniformemente continua su E.

Esiste allora una successione di polinomi P, che converge uniformemen-
te ad f su E.

Dimostrazione. La dimostrazione segue le linee di quella del teorema pre-
cedente osservando che, per il Teorema di estensione 1.5.1, si puo supporre
che f sia uniformemente continua su tutto RY. O

Corollario 5.9.17. Sia K un sottoinsieme compatto di RN. Lo spazio di
Banach C(K) delle funzioni continue su K con la norma del massimo é
separabile.

Dimostrazione. La famiglia dei polinomi nelle variabili xy,...,zyx con coef-
ficienti razionali ¢ una famiglia numerabile e, per il Teorema 5.9.16, ¢ denso
in C(K). O
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5.10. Il teorema di Banach-Alaoglu

Esempio 5.10.1. I sottoinsiemi limitati di LP(E) non sono in generale
relativamente compatti nella topologia indotta dalla norma.

Per esempio, per ogni n € N sia f,(x) = sin(nz), x € [0, 27]. Risulta che

7 folz)?de =7 e ” fo(@)fm(z)de =0 per n#m.
0 0

Ne segue che

2m
an - me%2[0727r} - / ’fn(x) - fm(l')de =27
0

se n # m. Quindi, pur essendo {f,}nen limitata in norma, ogni sua sotto-
successione { fp, }reny non puo convergere perché non e di Cauchy.

Il seguente teorema ci assicura pero che gli insiemi limitati sono compatti
nella topologia della convergenza debole.

Teorema 5.10.2. (Banach-Alaoglu) Sia E un sottoinsieme misurabile di
RN e sia 1 < p < 0o. Sia ¢ una costante non negativa tale che

[fnllp < ¢, neN.

Allora esiste una sottosuccessione di {fn}nen che converge debolmente
in LP(E) ad una funzione f € LP(E).

Dimostrazione. Per il Teorema 5.7.1, ad ogni elemento L del duale LP(E)’
di LP(FE) corrisponde univocamente una funzione g € L? (E); inoltre L¥' (E)
¢ uno spazio separabile, cioe esiste una famiglia { ¢y }ren numerabile densa
in L¥ (E).

Consideriamo allora la successione di numeri |’ g fn @1 dz; essa ¢ limitata,

perché
/ fo b1 dz| < \fallplrlly < € 1l
E

per ogni n € N, e quindi contiene una sottosuccessione convergente, per
il Teorema di Bolzano-Weierstrass. Esiste percid una successione {fl},en
estratta da {fy}nen tale che [ B I} ¢1 dx converge ad un numero reale.

Ripetendo questo argomento sulla successione di numeri f E Y ¢o dx,
possiamo dimostrare che esiste una sottosuccessione {f2},en C {f!}nen
tale che | B f2 ¢2 dx converge ad un numero reale.

Iterando il ragionamento, possiamo affermare che, fissato k € N, esiste

. k—1
una sottosuccessione {f*},cn C {f,g )}neN C--C {fNen C {fntnen
tale che [ B f,’f ¢1, dz converge ad un numero reale. E chiaro che {f;}nen C
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{fF}en se j > k, e quindi la successione di funzioni { 7 },en ha la proprieta
che la successione numerica | g i @r dx converge per ogni intero k e dunque
¢ una successione di Cauchy per ogni k.

Definiamo allora il funzionale L : L” (E) — R con la formula:

L(g)= lim [ f}l gdz, g€ L’ (E).

n—00
E

Il funzionale L & ben definito dato che la successione [ f g dx ¢ di Cauchy.
E

Infatti per ogni k € N si ha:
‘/ﬁgm—/ﬂwmkq/ﬁgm—/ﬁ@mﬂ+
E E B E
[ frovdn— [ gmovas] | [ fnovde [ g9 <
E E B E
Ilbllg = oully + | [ 2 6x do = [ 122 61 da] + Ufllollg = onl
B E

e quindi

[frado— [gngds|<2cla—ouy+|[ 5 ondo [ 1 o0 dal
E E B )

Ora, per ogni ¢ > 0 esiste & € N tale che ||g — ¢ll,y < €/4c; in cor-
rispondenza di questo k esiste v tale che ‘f I op de — [ fm oy, dx‘ <e/2
B E

per n,m > v. Percio , se n,m > v otteniamo che

/hgﬁ—/hgm<%4+§

E chiaro che L & lineare; inoltre L & limitato dalla costante ¢, dato che

/ 7 g da| < llgly
F

per ogni n € N.
Quindi L G/LPI(E)’; esiste percio f € LP(E) tale che L(g) = [, f g dx
per ogni g € LP (E).
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In conclusione, per ogni g € L (E), si ha che

se n — 0o, cioe f, — f in LP(E). O

Esempio 5.10.3. In sostanza, oltre alla separabilita di LPI(E), abbiamo
usato il fatto che, per p € (1,00), il duale di L' (E) & LP(E). Questo teorema
non & vero negli spazi L'(E) ed L™®(E).

Si consideri, per esempio, la successione di funzioni f,, : R — R definite
da f, = n Xjg 1/, Risulta che | fy|[1 = 1 per ogni n € N. Se una qualche
sottosuccessione di { fy, }nen, indichiamola ancora con {f,}nen, convergesse
debolmente ad una f € L'(R), allora f sarebbe nulla quasi ovunque. Sia
infatti [a,b] un intervallo limitato e sia g = sgn(f) X(zefa,p):f(x)20}; Tisulta
che g € L*®(R) e quindi

b +oo
/a!f! dw—nlggo/fngdx-

Se 0 ¢ [a, b], ne segue che ff |f| dz = 0; quindi f = 0 q.o. in ogni intervallo
[a, b] che non contiene 0 e dunque f =0 q.o. in R.

D’altra parte, la funzione costante g = 1 ¢ un elemento di L*°(R); dato
che f, — 0 si avrebbe allora che [, 1- f, dz — 0, mentre [p1-f, de =1
per ogni n € N.

5.11. Criteri di compattezza forte

Sia (X,d) uno spazio metrico completo. Ricordiamo che l'insieme C(X)
delle funzioni f : X — R continue (e limitate se X non fosse compatto) in
X ¢ uno spazio di Banach con la norma definita da

|1l = max| ]

In particolare, ogni successione uniformemente di Cauchy in X converge
uniformemente in X.

Sia (X, d) uno spazio metrico completo; si dice che una successione di
funzioni continue f, € equilimitata in X se esiste una costante ¢ > 0 tale che

|fn(x)| < c¢ perogni x € X edneN.

Si dice che essa & equicontinua in X se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che,
per ogni z,y € X tale che d(x,y) < 4, risulta:

|fn(x) — fu(y)] <& per ogni n € N.
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Se w(f, ) indica il modulo di continuita di f definito da (1.4) con E = X,
allora {f,}nen € equicontinua in X se e solo se

sup{w(fn,8) :n € N} -0 per § —07.

Teorema 5.11.1. (Ascoli-Arzela) Sia (X,d) uno spazio metrico comple-
to e separabile e sia {fn}neny una successione di funzioni continue in X
equilimitata ed equicontinua in X.

Allora { fn}nen contiene una sottosuccessione che converge uniforme-
mente in ogni insieme compatto K C X.

Dimostrazione. Poiché X & separabile, esiste una successione {zj}reny C X
che e densa in X.

La successione di numeri f,(x1) & evidentemente limitata. Per il Teore-
ma di Bolzano-Weierstrass, esiste una sottosuccessione {f!},en C {fn nen
tale che f!(x1) converge per n — oo ad un numero reale.

Anche fl(z9) & limitata; possiamo quindi estrarre una sottosuccessione
{2} en C {f} e tale che f2(22) converge per n — oo ad un numero reale.
Iterando il ragionamento, possiamo affermare che, fissato k& € N, esiste una

. k—1
sottosnceessione { [N }nen © {/a"Jnen © =+ C {fiknen © {falnen tale
che f¥(z;) converge ad un numero reale.

Osserviamo che, se j > k, risulta {f7 }nen C {f¥}nen e quindi, per ogni
k € N fissato, la successione di funzioni {f}'},ecn € tale che f(xy) converge
ad un numero reale e percio ¢ una successione di Cauchy.

Fissiamo ora ¢ > 0; poiché {f,}nen € equicontinua in X, esiste 6 > 0
tale che, per ogni z,y € X tale che d(z,y) < ¢, risulta:

() = fa(y)] < % per ogni n € N.

Sia ora K C X un insieme compatto. Poiché gli x, sono densi in X, K si
puo ricoprire con palline di raggio § centrate negli x;. Poiché K & compatto,
possiamo dire che esistono zy,, ..., 2y, tali che

K C O B(.CC]CT,(S).

r=1
Quindi, per ogni z € K esiste r € {1,...,s} tale che d(x,z,) <.

Ogni successione { f'(xr,) }nen € di Cauchy, cioe esiste v, tale che
€ .
|f (@) = fon (2h, )l < 5 per ogni n,m > vy

prendiamo v = max(vy, ..., V).
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Percio , per ogni z € K, se n,m > v, preso zy, tale che d(x,xy,) < 9,
risulta che

[fr (@) = fr (@) <
\fr (@) = S ()| + L () = Sl (e )+ 1 () — o ()] <
9

(@) = fio) + 5+ o) = @] < S+ S+ 5 =e

dove nella seconda disuguaglianza si € usato il fatto che le f]' formano una
successione di Cauchy in zj., mentre la terza disuguaglianza segue dalla
equicontinuita delle f)'.

In definitiva, abbiamo dimostrato che {f}},en € di Cauchy uniforme-
mente in K e quindi essa converge uniformemente in K ad una funzione
continua in K. O

Teorema 5.11.2. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Sia 1 < p < oo e sia
{fn}nen C LP(RY) tale che

(i) esiste una costante ¢ > 0 tale che || fp||p, < ¢ per ogni n € N;

(i) sup{ || Thfn — fullp : 7 € N} = 0 se |h| — 0.

Allora { fn}nen contiene una sottosuccessione che converge in LP(E) per
ogni sottoinsieme misurabile E C RN con m(FE) < oo.

Dimostrazione. Useremo qui di seguito il modulo di p-continuita relativo
alla successione { fy, }nen :

wp(6) = sup{||Tnfrn — fullp : |h| < d,n e N},

(1) Sia j € C§°(RY) tale che j > 0, supp(j) € B(0,1) e [pn j(z) dz =1
(si veda la dimostrazione del Teorema 5.9.14). Allora ji(z) = kVj(kz) ha
supporto contenuto in B(0,1/k).

La disuguaglianza di Hélder implica che
p
i fule) = Fual? < ([ R 0 P 9) = )] ) <
L) 1nle =) = £u(e)l” dy,

dato che [pn ji() do = 1. Per il Teorema di Fubini 4.8.7, si ha:
A ) ( [ Ate =9 - @) da:) dy —
RN RN

/ 3e@) [Ty fn — Fall? dy < wp(1/R)P,
B(0,1/k)

e quindi
1k * fr = fullp < wp(1/k).
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(2) Per la disuguaglianza di Holder, otteniamo che
|k * ful(2)] < /jk(y)fn(iv =yl dy < | Jellpy | fallp,
RN
e quindi
17k * frlloo < € |lgkllps

per 'ipotesi (i). Dunque la successione di funzioni {jx* fy }nen € equilimitata
in RV,

Inoltre

IV Gk * fr)lloo = [1(Vik) * falloo < IVikllp I fally < ¢ IViklly;

per ogni z,y € RY con |z — y| < §, I'ultima disuguaglianza ed il Teorema di
Lagrange implicano che

ke * fr(@) = gk * fu()] < [(Vik* fa)(0z + (1= 0)y)||lz —y| < ¢ [|Viklly 6,
e quindi
Sup{woo(jk *fna(s) ne N} <c Hv]ka’ 57

ossia la successione di funzioni {ji * fn }nen © equicontinua in R,

(3) Sia E C RY un insieme misurabile e di misura finita e sia K un compatto
contenuto in F. Per quanto dimostrato ai punti (1) e (2), risulta allora che

anHpE\K < e =gk *anp,RN + ||k * fn ‘p,E\K <
wp(1/k) + [l * fulloo m(E\ K)MP <
wp(1/k) + ¢ ||jklly m(E\ K)'P.

(4) Fissiamo ¢ > 0; per l'ipotesi (ii) possiamo scegliere un intero k tale che
wp(1/k) < &; inoltre esiste K compatto tale che m(E \ K)/P < e.

Per quanto dimostrato nel punto (2), la successione {ji * fy, }nen soddisfa
su K le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela 5.11.1. Esiste percio una sotto-
successione, che continueremo ad indicare con gli stessi indici, che converge
uniformemente su K e quindi in norma LP(K). Esiste quindi v tale che

|k * fro = Jkx fnllp,x <€

per ogni n,m > v.
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(5) Pertanto, se n,m > v, applicando i punti (1)-(4) quando necessario, si
ottiene la seguente catena di disuguaglianze:
||fn - mep,E <

I fr — Jk *anp,RN + gk * fo — Jk *fm”p,E + [ fm — Jk *mep,RN <
2 wp(1/k) + |7k * fr = Jk * finllp,ic + [k * fro = Jk * finllp,2\ie <
2e +e+ | fa = fullp,p\x < 3¢+ || fullp.eri + | fm
3¢ + 2 wy(1/k) + 2¢ ||l m(E\ K)YP <
3e 4+ 2 + 2¢ ||jrlly € = (54 2¢ ||gi]lp) €

pE\K <

Concludendo, {fy}nen € una successione di Cauchy in LP(E) e dunque
converge nella norma di LP(E). O

Osservazione 5.11.3. Nelle ipotesi del Teorema 5.11.2, se m(F) = oo, non
e detto che {f,}nen contenga una successione convergente in LP(E).

Corollario 5.11.4. Se {f,}nen soddisfa le ipotesi del Teorema 5.11.2 e se,
per ogni e > 0, esiste E C RN limitato, misurabile e tale che [ fallpri\e <€

per ogni n € N, allora {fn}nEN contiene una sottosuccessione che converge
in LP(RN).

Dimostrazione. Basta riadattare il punto (4) della dimostrazione del Teore-
ma 5.11.2. U

5.12. Convergenza in misura

Sia {fn} una successione di funzioni misurabili in un insieme misurabile
E C RY e quasi ovunque finite. Si dice che f,, converge in misura ad f se,
posto

Bon={2 € E : |fale) = f(@)| 20}, 6 >0, neN,
risulta che
lim m(Es,) =0

n—oo

per ogni 6 > 0.

Teorema 5.12.1. Se una successione di funzioni misurabili f,, converge in
misura ad f in E, allora esiste una sua sottosuccessione che converge quasi
ovunque ad f in E.

Dimostrazione. Se f, converge in misura ad f, significa che per ogni e,6 > 0
esiste v tale che

m(E(;,n) <e€
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per ogni n > v. Prendiamo ¢ = § = 27% con k € N. Per ogni k esiste allora
un v tale che v, > vp_1 e

m(Eyk,, ) <27"

o0
Se poniamo Fp, = |J Ey-r,, ese x ¢ Fp, allora |f(z) — f,, (x)| < 27% per

ogni k > m e quindi f,, (z) converge a f(x).

o0
Sia FF' = () Fu. Se x ¢ F, allora esiste m tale che z ¢ F,, e quindi

m=1
fu.(x) = f(z). Osserviamo ora che

[e.e]
m(F) <m(Fy,) < Z m(Ey-x,, ) < 27"

=m

k
per ogni m € N, e quindi m(F') = 0. O

Osservazione 5.12.2. Utilizzando questa proposizione, in modo completa-
mente analogo a quello usato per la convergenza in LP, possiamo dimostrare
che se una successione e di Cauchy in misura allora converge in misura.

Osservazione 5.12.3. Il Lemma di Fatou, il Teorema di Beppo Levi e
quello della Convergenza Dominata rimangono validi se la convergenze quasi
ovunque ¢ rimpiazzata dalla convergenza in misura.

Questo risultato segue dall’osservazione che, data una successione di nu-

meri reali a,, allora lim a, = a se e solo se ogni sottosuccessione di {a, }nen
n—o0

ha a sua volta una sottosuccessione che converge ad a. Infatti, se a,, conver-
ge ad a, ogni sua sottosuccessione converge ad a. Viceversa, le sottosucces-
sioni che convergono al limite inferiore e superiore hanno sottosuccessioni
convergenti ad a, quindi limite inferiore e limite superiore coincidono con a.

Qui di seguito, come esempio, diamo la dimostrazione del Teorema della
Convergenza Dominata.

Proposizione 5.12.4. (Teorema della converganza dominata) Sia f, una
successione che converge in misura ad f in E e supponiamo |f,| < g in E
con g sommabile in E. Allora

hm fndac—/fda:

Dimostrazione. Siano a, = [ fpdx ed a = [ fdx. Sia a,, una qualunque
E E
sottosuccessione; questa corrisponde ad una sottosuccessione f,, che con-

verge ancora in misura ad f ed ¢ ancora dominata da g. Per il Teorema
5.12.1, esiste una sottosuccessione estratta da f,,, che indichiamo ancora
con fp,, che converge quasi ovunque ad f. Per il Teorema della Convergenza
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Dominata 4.7.3, allora a,, — a. Percio ogni sottosuccessione di a,, contiene
una sottosuccessione che converge ad a, quindi a,, — a, cioe la tesi. (I

Riassumendo quindi, per una successione di funzioni misurabili, cono-
sciamo quattro modi di convergere diversi: quasi ovunque, in misura, in
norma LP e debolmente in LP; concludiamo questo paragrafo mettendoli a
confronto.

Sappiamo gia che, se una successione converge in norma LP, allora essa
converge debolmente in LP.

Proposizione 5.12.5. Sia E un insieme di misura finita. Allora, ogni
successione di funzioni misurabili in E che converge quasi ovunque in E,
converge anche in misura allo stesso limite.

Dimostrazione. Si pud sempre supporre che E = {z € E : f,(z) — f(x)}.
Quindi, poiché f, converge ad f in FE, risulta che

E =liminf(E \ E5,)

n— o0
per ogni 0 > 0.

Percio, per ’Esercizio 8 del Capitolo 2, si ha:

m(E) < liniinfm(E \ Espn) = m(E) — limsupm(Es,y,).

n—oo

Dato che m(E) < oo, si conclude che

limsup m(Es,) <0

n—oo

per ogni § > 0. O

Proposizione 5.12.6. Se una successione converge in LP(E), allora con-
verge anche in misura in E allo stesso limite.

Dimostrazione. Fissato § > 0, risulta per ogni n € N :

/ o — [P do > / o — FIP da = 6 m(Bs ),
E o

n

e quindi m(Es,) — 0 se n — oo. O

Proposizione 5.12.7. Se f, converge debolmente ad f in LP(E) con 1 <
p < 00, allora
liminf fo(z) < f(x) < lim sup fu(2)
per quast ogni x € F.
In particolare, se f, converge anche q.o. ad una funzione g in E, si ha
che g=f q.o. in E.
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Dimostrazione. Possiamo sempre supporre che f =0 q.o. in E.

Per ogni F C E con m(F) < oo, dato che Xp € LV (E) e f, — f in
LP(E), si ha che

(5.33) Tim [ fde = / fda.
F F
Siano ora
L'(z) = lﬂgffn(:n) ed F'={zeF:L(z)>0};

per il Lemma di Fatou,

OS/ '(x d$<hm1nf/fn =0,
n—oo
Fl
dato che F’ ¢ misurabile e di misura finita. Percio L' < 0 quasi ovunque in
ogni ' C E di misura finita e quindi in tutto E.

Infine, se f,, — 0 anche —f,, — 0 e quindi

limsup f,,(z) = —hmlnf[ fu(z)] > 0= f(x)

n—oo

per quasi ogni x € E. O

Proposizione 5.12.8. Sia f, una successione di funzioni misurabili in F
che convergono debolmente in LP(E) ad f e in misura a g in E. Allora f = g
quast ovunque in E.

Dimostrazione. Esiste una sottosuccessione di f, che converge quasi ovunque
a ¢ in E' e che ancora converge debolmente in LP(FE) ad f. Dalla proposizione
precedente segue che f = g quasi ovunque in F. (I

Esempio 5.12.9. (1) Esistono successioni di funzioni che convergono in
misura ma non convergono quasi ovunque.

Per esempio, definiamo

fk,n:X[@’ﬁ], perneN, k=1,2,...,n

La successione f1 1, f2,1, f2,2, f3,1, f3,2, f3,3, ... converge in misura a zero in
[0, 1], dato che
0, se 6>1,
1] : > = 1
m{$ 6 [07 ] |fk’n(aj)’ — } -, se 0 < 5< 1’
n

ma non converge in nessun punto di [0,1] : per ogni x € [0, 1] possiamo
trovare due sottosuccessioni che convergono a limiti diversi.

(2) Esistono successioni di funzioni che convergono debolmente in L ma
non convergono in misura.
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Sia per esempio f,(x) = sin(nz), z € [0,27] e per ogni g nel duale
L?[0,27] di L?[0,27], si ponga

[T . sin(nz) .
an—/o g(x) Y

Risulta che

m - sin(kx ? I
0 < /0 [g(az)—Zak \;];)] dx:/o g(x)?dx —

k=1

s 2m sin(kx) - /27r sin(kz) sin(jz)
2y a x dx ara; dr =
> | ote) T+ > anes |
2T n n
/ g(x)?dx — 2 Z a2 + Z apa;jd;j =
0 k=1 k=1
2m n
/ g(x)?dx — Z a2,
0 k=1

per ogni n € N. Percio

> 2
Za% < / g(x)?dz < oo
n=1 0

per ogni n € N, cioe > a% converge. Dunque a, — 0 se n — oo, ossia
neN
fn — 0in L?[0,27].
D’altra parte, se f,, convergesse in misura, allora convergerebbe a zero
per la Proposizione 5.12.8, ma
4
m({z € 0,27): |fule)| 2 1/2) = 5
Nnon Converge a zero.

Si osservi infine che tale successione non pud convergere quasi ovunque,
dato che non converge in misura.

(3) Esistono successioni di funzioni che convergono in misura ma non
debolmente in LP.

Infatti la successione fn(z) = ndj, 1 j(x) converge in misura in [0, 1]. Se
essa convergesse debolmente allora convergerebbe a zero per la Proposizione
5.12.8, ma, dato che 1 € L¥'[0,1] e fol fn -1 dr = 1, essa non converge
debolmente a zero in LP[0, 1].

(4) Esistono successioni di funzioni che convergono q.o. ma non debol-
mente in LP.

Infatti la successione dell’esempio precedente fornisce un controesempio.



128 5. Spazi LP

QO

DLP

Figura 5. Confronto tra convergenze.

(5) Esistono successioni di funzioni che convergono in L ma non con-
vergono quasi ovunque.

Infatti la successione dell’esempio (1) fornisce un controesempio.

Le implicazioni fra i vari tipi di convergenza (nel caso in cui la misura
di F sia finita) si possono schematizzare nel diagramma in Figura 7.

5.13. Spazi di Hilbert

Abbiamo gia osservato che lo spazio L?(E) ¢ un esempio di spazio di Hilbert
nel senso della definizione data nell’Osservazione 5.3.3. Alcuni dei risultati
fin qui dimostrati per gli spazi LP(E) non solo valgono nel caso p = 2, ma
possono essere estesi facilmente ad un qualunque spazio di Hilbert.

Elenchiamo qui di seguito tali risultati, corredandoli, quando necessario,
con una dimostrazione. Rimandiamo all’Osservazione 5.3.3 per le definizioni
di prodotto interno e di spazio di Hilbert.

Teorema 5.13.1. Sia X uno spazio vettoriale con prodotto interno (-,-) e
norma || - || = (-,-)"2. Allora risulta:

(i) (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
(@, y)| < llzllllyll per ogni x,y € X;
(ii) (identita del parallelogramma)
lu+ ] + [lu = vl|* = 2[|ull* + 2||v|* per ogni @,y € X;
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(i1i) X € uniformemente convesso.

Dim. Esercizio 16. O
Teorema 5.13.2. (Teorema della proiezione). Sia H uno spazio di Hilbert
e sia C un sottoinsieme non vuoto, convesso e chiuso in H.

Allora, per ogni u € H \ C esiste un unico v € C tale che
llu —v|| = min{||ju — w|| : w € C} = dist (u,C).
Inoltre v € caratterizzato dalla proprieta:

velC e (u—v,w—v)<0 peogniweC.

Dim. Esercizio 17; e utile osservare non e necessario usare in questo caso il
Lemma 5.5.3 per dimostrare la caratterizzazione. O

Si dice che una successione {u, }nen converge debolmente ad un vettore
u in H e si scrive uy, — u in H, se L(uy) — L(u) per ogni funzionale lineare
e continuo su H.

Teorema 5.13.3. Sia H uno spazio di Hilbert. Se u, — u in H, allora
liminf ||u,|| > [Jul].
n—oo

Se inoltre||uy|| — ||ul, allora u, — u in H.

Dim. Esercizio 20; si osservi che, per ogni v € H, applicazione L,(u) =
(v,u) definisce sempre un funzionale lineare e continuo. 0O

Teorema 5.13.4. (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia H uno
spazio di Hilbert e sia H' il suo duale.

Allora, per ogni L € H', esiste un solo v € H tale che
Lu = (u,v) perogni ueH e ||L|=|v].

Dim. Sia L € H’, non identicamente nullo e sia M il nucleo di L. Poiche
L ¢ lineare e continuo, allora M € un sottospazio vettoriale chiuso in H.
Sia ug ¢ M e sia vg = Ppup; allora ug = vg + (up — vp), dove v9p € M e
up — vg € ML, Se u € H, allora possiamo scrivere

u= M\ (ugp —vo) + Pmu,
dove Lu = A L(up — vg) = Lug e cioe A = Lu/ Lug; percio, scegliendo

ug — v
v = 0702 Lug,
[[uo — vo|
si ha:
(U,U) =A (U‘O - UOvv) + (PMU,U) = Lu,

dato che v € Mt e Pyju € M.
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Infine, & chiaro che |Lu| = |(u,v))| < ||v||||u|| per ogni v € H e quindi
|IL|| < |lv]|. D’altra parte, preso u = v/||v||, si ha che Lu = (u,v) = [|v] e
quindi |jv]| < ||L||. O
Teorema 5.13.5. (Teorema di Banach-Alaoglu). Sia H uno spazio di Hil-
bert separabile e supponiamo che esista una costante ¢ > 0 tale che ||uy,|| < ¢
per ogni n € N.

Allora la successione {uy, }nen contiene una sottosuccessione che conver-
ge debolmente ad un elemento di H.

Dim. Sia D = {vj}ren un sottoinsieme (numerabile) denso in H.

Poiché |(un,v1)| < ||un|l|lvill < ¢ ||v1]| per ogni n € N, esiste una sot-
tosuccessione {ul}en di {un}nen tale che (ul,v1) converge ad un numero
reale se n — oo.

Poiché |(ul,ve)| < ||ul||||va]l < ¢ |lva|| per ogni n € N, esiste una sot-
tosuccessione {u?},en di {ul}nen tale che (u2,vq) converge ad un nume-
ro reale se n — oo. Iterando questo ragionamento, fissato k& € N esiste
{uFYhen € {uF " eny € -+ € {untnen tale che (uf,v;) converge ad un
numero reale se n — oo.

La successione {u]'},cn sara allora tale che (u]',vx) converge se n — co
per ogni k € N fissato.

Fissati allora v € H e € > 0, esiste k € N tale che

€
V=Vl < 5
o=l < =
ed inoltre esiste v € N tale che
€
’(uZaUk) - (uzvvk)‘ < ga
per ogni n,m > v.
Percio, per ogni n, m > v risulta che
[(un, v) = (U, 0)| <
[ () = (g 0r)] 4 [ (i, v) = (i, ve)| + | (i, vi) = (Ui, 0)] <
€
(v =) + 5+ |(ug, v — )] <
<
3
Da cio segue che e ben definito il funzionale L : H — H tale che

lupllllv = okl + 3 + llumllllo — vkl <e.
— 1 n
Lv = ?}Lrgo(un,v)
per ogni v € H. E chiaro inoltre che L & lineare e limitato con ||L|| < ¢. Per
il Teorema 5.13.4, esiste u € H tale che Lv = (u,v) per ogni v € H; dunque

Tim (ul},0) = (u,0)
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per ogni v € H, ossia ul* — u per n — oco. O

Esercizi

Nei seguenti esercizi, F indica un qualsiasi sottoinsieme misurabile di RV,

1. Dimostrare che ogni sottoinsieme compatto di RY ¢ separabile.
2. Siano p, ¢, r tre numeri maggiori o uguali ad 1 tali che
1 1 1

ropaq
Dimostrare che se f € LP(E) e g € LY(E) allora fg € L"(E) e

IFgll- < £ lpllgllq

3. Sia p € [1,00). Dimostrare che se g ¢ misurabile e tale che fg € LP(E)
per ogni f € LP(E) allora g € L*™(E).

4. Sia g : E — R una funzione misurabile. Dimostrare che I'insieme Ey =
{z € E: g(x) > esssup g} ha misura nulla e che
E

esssupg = sup g.
E E\Eo

5. Dimostrare che ||f + glloc < [|floo + ||9]l0o-

6. Lo spazio LP(E) si puo ugualmente definire anche per p € (0,1).
(i) Dimostrare che LP(E) € uno spazio vettoriale;
(ii) dimostrare che LP(E) ¢ uno spazio metrico con distanza definita da

dp(f,9) = [ |f — g[’da.
/

7. Dimostrare che L'(E) e L>°(E) non sono uniformemente convessi.

8. Sia t la successione a termini reali {¢,t2,...,t,,...} e si ponga

[e¢) 1/p
12, = <Z |tr|p> :
r=1

Si indica con I, lo spazio delle successioni ¢ con [|t||;, < co. Provare che
I, & uno spazio lineare, normato con la norma || - ||;,. Provare che [, ¢
completo e separabile.

9. Dimostrare che (5.25) definisce effettivamente un norma.

10. Calcolare la convoluzione di f = X]_, 4 con sé stessa. Calcolare anche la
1 1

T 1+ a2

convoluzione di f con la funzione g(z) =
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11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.

Siano f € LP(RN) e g € L¥ (RN) con p > 1 e 1/p+ 1/p’ = 1. Dimostrare
che la convoluzione f % g & una funzione continua in RY che tende a zero
se |x| — oo.

Sia g € LYRY) e sia {f,}nen soddisfacente all’ipotesi (i) del Teorema
5.11.2. Dimostrare che esiste una sottosuccessione di {g * fy,}nen che
converge in LP(E) per ogni sottoinsieme misurabile di R"V di misura finita.

Siano 1 < p < oo, f € LP((0,00)) e
Flz) = i/oxf(t)dt, 0< < oo
(i) Dimostrare la disuguaglianza di Hardy
1El < 21717

(ii) Provare che vale il segno di uguaglianza solo se f =0 q.o.

(iii) Provare che la costante -7 non pud essere sostituita da una pilt

piccola. :
(iv) Se f >0e f € L'((0,+00)), mostrare che F ¢ L*((0,+00)).

Sia E misurabile con m(E) = 1. Sappiamo che || f|[zrz) < [ fllzs(z) se
O<r<s<oo.

(i) Sotto quali condizioni si ha || f||rr(z) = [|fllLs(z) con 0 <7 < s < 007?
(ii) Supponendo ||f||zr(g) < oo per qualche r > 0, provare che

lim || f]| 2o () :exp{/ log\f\dm}_ 3
p—0 E

Dimostrare il Teorema 5.13.1.
Dimostrare il Teorema 5.13.2
Se M ¢ un sottospazio vettoriale di uno spazio di Hilbert #, allora
Py(xz) € M e
(x — Py(z),y) =0 perogni ye M.
Inoltre H = M & M=+, dove M+ = {y € H: (y,z) = 0 per ogni z € M}.

Se una successione {x, }nen converge debolmente in RY allora converge
fortemente.

Dimostrare il Teorema 5.13.3

2Suggem'mento: dimostrare prima il risultato, per f non negativa, continua ed a supporto

compatto, integrando per parti.

3Si conviene che e~ = 0.
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