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Capitolo 1

Funzioni a variazione
Iimitata e
assolutamente continue

1.1. Funzioni a variazione limitata

Sia f limitata nell’intervallo [a, b] e si consideri una partizione dell’intervallo
[a, b]:
a=xg<x1<...<xT =b.

La variazione totale Vi[a,b] di f in [a,b] € definita da

sup{2|f(1:i)—f(:pi_1)]:a:$0<ﬂz1 < ...<xn:b}.
i=1

Se Vila,b] < oo, si dice che f & a variazione limitata.

Si noti che se f € monotona in [a, b], f € a variazione limitata e Vy[a, b] =
| f(b) — f(a)]. Si noti anche che se f & lipschitziana in [a,b], cioé se esiste un
numero L tale che

&) = F")] < L' — 2" per ogi #',2" € [a, 8],
allora si ha che Vy[a,b] < L(b — a).

Esempio 1.1.1. Esistono funzioni continue che non sono a variazione limi-
tata; per esempio la funzione definita da

f(x):xcos% per z € (0,1] , f(0) =0.

HI
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Si ha infatti che

- 1 1 - 1 1
Ve[0,1] > ‘ | — — ‘ = T 1t
g ]_;f<(z+l)7r> f(m) ;[(Z—f—l)ﬂ'—i_lﬂ']
per ogni n € N e questa espressione diverge per n — oo.

Si provano facilmente i seguenti risultati.
Teorema 1.1.2. (i) L’insieme delle funzioni a variazione limitata su un
intervallo [a,b] é uno spazio vettoriale.

(ii) Se f e g sono a variazione limitata in |a,b], anche fg é a variazione

limitata; se inoltre |g| > p, con wu costante positiva anche 5 € a variazione
limitata.

(iii) Se f ¢ a variazione limitata in [a,b] e ¢ € [a,b], si ha che

Vila, bl = Vila, c] + Vi[c, b].

Posto per definizione [t]" = max(¢,0) e [{]” = max(—t,0), ¢t € R, la
variazione positiva e la variazione negativa di f in [a,b] sono definite da

Ptla,b] = sup {Z [f(zi) = flzi)] T ra=ap <21 < ... <) = b}

=1

Nyla,b] = sup {Z [f(zi) — f(xic1)] ta=zp<a1<...<TYH = b},

i=1
rispettivamente. Si osserva che
Vf[a, b] = Pf[a, b] + Nf[a, b],
f(b) = fla) = Psla,b] — N¢[a,b].

Da queste formule segue la seguente decomposizione di Jordan di una fun-
zione a variazione limitata:

f(z) = f(a) + Ptla,x] — Nfla, z], = € [a,b].

Siccome Pyla, x|, Nyla,z] sono funzioni non decrescenti di x in [a,b]
sussiste la seguente proprieta.

Proposizione 1.1.3. Ogni funzione a variazione limitata e differenza di
due funzioni crescenti.

Teorema 1.1.4. Una funzione a variazione limitata ha punti di disconti-
nuita solo di prima specie ed essi sono al pit una infinita numerabile.
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Dim. Siccome una funzione a variazione limitata ¢ differenza di due fun-
zioni monotone basta provare la proprieta per una funzione non decrescente
in [a,b].

Per ¢ € [a, b] poniamo

fle7) = lim f(z), f(c")= lim f(2);

T—e~ x—ct
¢ noto che questi limiti sono finiti e si ha che f(c™) < f(c) < f(cT). Se
f(ct) > f(c7) il punto ¢ ¢ un punto di discontinuita di prima specie ed il
numero f(ct) — f(c¢7) si dice salto della funzione f in c.

Notiamo che se ¢y, ..., ¢y sono punti di discontinuita di f si ha
F0) = fla) 2 Y If(ef) = fle)):
i=1

Pertanto, per ogni n € N, f ha un numero finito di salti maggiori di % e
quindi ha al piu una infinitd numerabile di discontinuita. [l

1.2. Derivabilita quasi ovunque delle funzioni a variazione
limitata

Sia f : [a,b] — R. I quattro numeri derivati del Dini sono definiti per ogni
x € (a,b) da

D' f(z)= I%Ig(i)r}f fla+ h})L — f(x), D" f(z) = li}ILIi%IEp f -

/ I T f(l’—i—h)—f(l‘) " 1
D+f(x)—1}lrg(1)rif Y , D+f(a:)—11}{ri>%1ip Y

Se f e derivabile i quattro numeri derivati coincidono con la derivata.
Teorema 1.2.1. Se f & crescente in [a,b], le funzioni D”_f, D" f, D' f e

D' f da [a,b] a R sono misurabili.

Dim. Dimostriamo che D'/ f & misurabile. Posto

flz+h) - f(z)
h Y

(1.1) gn(2) =

si ha
DY f(z) = lim gn(x)

e quindi per provare la misurabilita di D’/ f basta provare la misurabilita
delle g, poiché il limite di successioni di funzioni misurabili ¢ misurabile.
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Indichiamo con @, l'insieme dei razionali compresi in (0, %

oo () = hseug flz+ h})L - f(x).

) e sia

Risulta sempre che k,, < g, per ogni n € N. Inoltre, fissato ¢ > 0, per la
(1.1) esiste un ¢ in (0, 1) tale che

fl@+1) - f(=)
t
e quindi, per densita e continuita, possiamo trovare un h € @), con h > t

tale che
flz+t) = f2)

h
Poiché f e crescente, avremo quindi che

fla+h)— f(@) _ fla+t) - f(a)
h - h
Dunque k,(x) > gn(z) — € e, per Parbitrarieta di e, si ha quindi che
kn = gn. Le k, sono misurabili perché estremi di successioni di funzioni
misurabili e quindi sono tali le g, ed, in definitiva, D'/ f.

> gn(z) — ¢

> gn(x) —e.

> gn(z) — €.

Analoga ¢ la dimostrazione per la misurabilita degli altri numeri derivati
del Dini. E infine chiaro che sono misurabili anche le funzioni definite da

D" f(x) = max{D” f(x), DY f(x)},
D' f(z) = min{D_ f(x), D f(x)},
per z € [a,b]. O

Lemma 1.2.2. Sia f crescente in [a,b|; per ogni t € R risulta che
(1.2) f(b) = f(a) >tm ({z € [a,b]: D"f(z)>1}).

Dim. Poniamo E = {z € [a,b] : D" f(x) > t}. Se m(F) =01la (1.2) &
evidente; supponiamo quindi che m(E) > 0.

Consideriamo la famiglia F di intervalli («, 5) aventi un estremo in E e
tali che
f(B) = fla)

08—«
Ogni punto di F e estremo di intervalli di F di misura inferiore a qualunque
costante positiva prefissata. Infatti, se a € FE allora, per esempio, D'} f(a) >
t e quindi, per ogni € > 0 esiste 0 < h < € tale che

fla+h) - f(a)
h

bastera quindi scegliere 5 = « + h per avere che | — a| < e e (1.3).

(1.3) > t.

>t
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Pertanto F copre E nel senso di Vitali. Per il Teorema di Vitali A.1.2,
fissato € > 0 esiste un numero finito di intervalli disgiunti di F, (a;, b;), i =

n
1,2,...,n, tali che Y (b; — a;) > m(E) — ¢ (si pud sempre supporre che

i=1
a; < bz)
Si ha quindi che
FO) = fa) =D [f(bi) = flai)] > Yt (b —a;) > t[m(E) —¢]
i=1 i=1
e, per arbitrarieta di ¢, il teorema e provato. O

Teorema 1.2.3 (di Lebesgue). Ogni funzione a variazione limitata ha quasi
ovunque derivata finita.

Dim. Per la decomposizione di Jordan delle funzioni a variazione limitata
basta provare il teorema per una funzione f non negativa e crescente in [a, b].

Per il Lemma 1.2.2 si ha

m({x € [a,b] : D" f(x) = +oc}) <
£(b) = f(a)
t

lim m({z € [a,b] : D" f(x) > t}) < Jim

t—00

=0.

Si noti che vale sempre che D" f(z) > D’ f(x) e che D" f(x) = D' f(z) se
e solo se f ¢ derivabile in z. Sia allora

E={x€a,b:0< D f(x) < D"f(x) < +oo}

e supponiamo per assurdo che m(E) > 0. Indicato poi con p e ¢ due numeri
naturali poniamo

1
E,,={z€E:0<D'f(z) < g < p—; < D" f(z) < +o0}.

E chiaro allora che E ¢ l'unione (numerabile) di tutti gli E,, e, siccome
m(E) > 0, esistono due numeri naturali p, ¢ tali che m(E, ) > 0.

Sia F la famiglia di intervalli [, 5] aventi almeno un estremo in E, ; e

tali che
fB)=fla) _»p
B-a q
Ragionando come nel lemma precedente, fissati 6 > 0 e z € E, 4, dato che
D'f(z) < %, esiste un intervallo di F avente un estremo in z e lunghezza
minore di ¢. Pertanto F ricopre E, , nel senso di Vitali.
Per il Teorema A.1.2, fissato € > 0 esiste un numero finito di intervalli
disgiunti (a;, b;) con [a;, b;] € F,i=1,...,n, tali che, indicata con P la loro
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unione, risulti che

Z(bi —a;))—e=m(P)—e<m(Epq) <m(EpqNP)+e
i=1

Si ha quindi che

ST~ f gz (bi — a;) f[ (Epg) +el.

i=1
Per il precedente lemma e la definizione di E, 4 si ha che

£(b5) — flai) > p;lmuﬂpq A [as, bi),

e quindi che

p+1 p+1
Z[f(bZ) — flay)] > Tm(qu np)> 7 [m(Ep,q) — <]
i=1
Si ottiene dunque la disuguaglianza
p p+1
g M Epg) Tl > == [m(Epq) —el,
da cui segue che m(E, ) < (2p + 1) €, che & assurdo. O

Dimostriamo infine un importante teorema sulla derivazione per serie.

Teorema 1.2.4 (di Fubini). Sia data una serie convergente in [a,b] di
funzioni f, crescenti in [a b] e si ponga

an x), x € [a,b].

neN

Allora f ¢é quasi ovunque derivabile in [a,b] e

= Z fr(x) per quasi ogni x € [a, b].
neN

Dim. Sostituendo f,(z) — fn(a) ad f,(z), possiamo sempre supporre che
fn > 0 per ogni n € N. Poniamo allora

> filx)
k=n+1
Si ha che R, (z) > Ru41(x) > 0 per ogni n € N ed ogni = € [a,b] e, per
ipotesi,
lim R,(z) =0, z € [a,].

n—o0
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Inoltre, le funzioni R, e R,, — Ry+1 = fn+1 sono crescenti in [a, b] e quindi,
per il precedente teorema, si ha che R, > R/, +1 > 0 quasi ovunque in [a, b].
Pertanto, & definita e non negativa quasi ovunque in [a, b] la funzione

g(z) = lim R (z), x € [a,b].

n_y 00

La tesi seguira dimostrando che g = 0 quasi ovunque in [a, b]. Si osservi
che R! (z) > g(z) per ogni z € [a,b] ed n € N; quindi, posto

Ey={z €[a,b]: g(x) > 1/k},
per il Lemma 1.2.2, risulta che

1
R, (b) > %m(Ek), n € N.
Poiché R, (b) tende a zero per n — oo, si ottiene che m(Ey) = 0. D’altra
parte {x € [a,b] : g(x) > 0} & 'unione di tutti gli Ej e quindi anch’esso ha
misura nulla, cioe

lim R (z) =0

n—oQ

per quasi ogni x € [a, b]. O

1.3. Funzioni assolutamente continue

Una funzione f definita in [a,b] si dice assolutamente continua in [a,b] se,
per ogni € > 0, esiste un § > 0 tale che, fissato comunque un numero

finito di intervalli disgiunti (a;,b;),7 = 1,...,n, contenuti in [a,b] e con
n

> (bj — a;) < 4§, risulti che

i=1

(1.4) S OIFb) = flai)| <.
=1

Notiamo che, per ’assoluta continuita dell’integrale di Lebesge, se g e
sommabile in [a, b], la funzione di =

T

/ o(t) dt

a

¢ assolutamente continua in [a, b].

Proposizione 1.3.1. Se f ¢é assolutamente continua in [a,b], é anche con-
tinua e a variazione limitata in [a,b].
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Dim. La prima affermazione ¢ evidente.

Si fissi inoltre € > 0 e sia 6 > 0 tale che per (a;,b;) disgiunti e con
lunghezza totale minore di § valga la (1.4). Se [, ] ¢ un intervallo di
lunghezza minore di 9§, allora

Vila, ] = sup{z |f(x) = flip)| ra=axo <1 < -+ <@y = B} <e.
i=1

Suddividiamo allora [a,b] in m intervallini [, §;] della stessa lunghezza;
avremo allora che

Vila,b] <> Vilay, 5] < me < oo,
j=1

se scegliamo (b —a)/m < 9. O

Esempio 1.3.2. Esistono funzioni continue che non sono assolutamente
continue. Per esempio, la funzione dell’Esempio 1.1.1 & continua e non ¢ a
variazione limitata e quindi non puo essere assolutamente continua.

Si noti anche che la somma, la differenza e il prodotto di due funzioni
f, g assolutamente continue in [a, b] & una funzione assolutamente continua
in [a, b]; cosi pure il quoziente f/g, supposto g # 0 in [a, b].

Teorema 1.3.3. Se f ¢ assolutamente continua in [a,b] e f' > 0 quasi
ovunque in [a,b], allora f & crescente.

Dim. Sia [a, ] C [a,b] con a < ( e sia E 'insieme dei punti di (a, §)
dove f & derivabile e f’ non negativa; si ha per ipotesi che m(E) = § — a.
Sia € > 0; per I'assoluta continuita di f esiste un § > 0 tale che, per ogni

scelta di un numero finito di intervalli disgiunti con lunghezza totale minore
di 4, vale la (1.4).

Per ogni x € E, dato che f'(x) > 0 > —¢, per ogni o > 0 esiste un
h € (0,0) tale che f(z + h) — f(z) > —ch; gli intervalli [z,z + h] cosi
costruiti con x € E coprono E nel senso di Vitali. Pertanto, per il Teorema
A.1.2, ce n’¢ un numero finito, (o, 5;),7 = 1,...,n, tale che

n

D (i Bi) >m(E) =5 e f(Bi)— flaw) > —e(Bi—au), i=1,...,n.

i=1

n

Ora, linsieme [a, 5] \ U [, 5i] € costituito da un numero finito di
i=1

intervalli, (aj,b;),7 = 1,...,m, ed ha misura inferiore a 6. Si ha quindi
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che

m
> _If®) = flaj)l <e.
j=1

D’altra parte, e facile dimostrare che

FB) = (@) =D [f(Bi) — Flea)] + D> _[£(b;) — £(aj)]

n m
i=1 j=1

e quindi

f(B) = fla) > —52(51—%‘)—6> —(f—a)—e.
i=1

Per larbitrarieta di e, f(8) — f(a) > 0. Siccome [a, (] & arbitrario in
[a,b] con o < f3, & provata la non decrescenza di f. O

Teorema 1.3.4. Se [ ¢ assolutamente continua in [a,b] e f' & nulla quasi
ovunque, f é costante.

Dim. Infatti per il precedente teorema f & crescente e decrescente. [

Questo teorema ci dice anche che, se due funzioni assolutamente continue
hanno la stessa derivata quasi ovunque (e cioé sono primitive della stessa
funzione), allora esse differiscono per una costante. In altre parole, per le
funzioni assolutamente continue, vale una parte del Teorema Fondamentale
del Calcolo. In quanto rimane di questo paragrafo dimostreremo che, in
effetti, per le funzioni assolutamente continue vale tale teorema in ogni sua
parte.

Sia E un insieme misurabile contenuto in [a,b] e sia mg la funzione
definita da

me(z) = /XE(t) dt, x € [a,b].

Si noti che mpg € una funzione assolutamente continua e crescente e, posto
F =a,b] \ E, si ha che mg(z) + mp(x) = £ — a; quindi,

(1.5) m'y +mp =1 quasi ovunque in [a, b].

Teorema 1.3.5. Sia E C [a,b] misurabile e limitato; allora si ha:

/ . .
mp =1 quasi ovunque in E,

mly =0  quasi ovunque in [a,b] \ E.
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Dim. Ricordiamo che ogni insieme E misurabile e limitato si puo scrivere

come -
E— (ﬂ An> \ Z,
n=1

dove gli A,, sono aperti tali che A, 11 D A, per n € N e m(Z) = 0. Percio
bastera dimostrare la tesi solo nel caso in cui £ € un’unione numerabile di
una successione decrescente di aperti.

Se A ¢ aperto si ha evidentemente m’; = 1 in A, perché in un intorno
di ogni punto di E si ha X4 = 1. Inoltre, 0 < m/; < 1 quasi ovunque nel
complementare di A, per la (1.5).

Supponiamo ora che FE sia un’unione numerabile di una successione
decrescente di aperti. Si ha allora che ma, > ma, ., e che
x x
m(z) = / Xp(t)dt = lim [ Xa (t)dt = lim ma (z),
n—oo n—oo
a a

per il Teorema di Beppo Levi.

Si osservi ora che m/y > m/ quasi ovunque e cioe che la funzione
An An+1

ma, —ma,,, € crescente. Siccome
0o
ma, —ME = E (mAn - mAn+1)7
n=1

per il teorema di Fubini 1.2.4 si ha che

o
/ o /2 s /
mly, —mlp =Y (mly, —mly, ) =ml, Jim my, .
n=1

Sappiamo pero che mf4n = 1 quasi ovunque in A,, (e quindi in F); pertanto
m'y =1 quasi ovunque in E.

Infine, posto F' = [a,b] — E, si ha analogamente a prima m/, = 1 quasi
ovunque in F' e, siccome m’; +m/ = 1 quasi ovunque in [a, b], si ha m’; =0
quasi ovunque in F. O

Teorema 1.3.6. Se f é sommabile in [a,b], la funzione definita da

F(z) = /f(t) dt, x € [a,b],

¢ quasi ovunque derivabile in [a,b] e si ha che
F' = f quasi ovunque in [a,b)].

In altre parole, F' & quasi ovunque una primitiva di f.
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Dim. Supponiamo dapprima che f sia semplice:

n
i=1
In tal caso si ha che
n
F = Z CiMmeg,;
i=1

e, per il precedente teorema, I = ¢; quasi ovunque in E;, i = 1,...,n, cio¢
F' = f quasi ovunque.

Supponiamo ora f sommabile e non negativa. Esiste una successione
crescente di funzioni semplici s,, che converge puntualmente ad f. Posto

Sp(z) = /x sp(t)dt, x € [a,b],

si ha che
lim S,(z) = F(z), = € [a,b].

n—oo
Pertanto

F =814 (Sns1—Sn)
n=1

e, siccome S, 11 — S, € crescente in [a, b], per il Teorema di Fubini 1.2.4 si

ha che
/ . / 13 _
Fi(z) = lim 5, (z) = lim s,(z) = f(z),
per quasi ogni = € [a, b].
Si conclude osservando che ogni funzione sommabile & differenza di due
funzioni sommabili e non negative. ([

Teorema 1.3.7. Se f ¢ a variazione limitata in [a,b], allora f' é sommabile
in [a,b].

Se inoltre f ¢ assolutamente continua in [a,b], allora
f@) = fla)+ [ Ot o o]

Dim. Supponiamo dapprima che f sia crescente in [a,b] e quindi che
f' > 0 quasi ovunque. Posto E,, = {z € [a,b] : n — 1 < f'(x) < n} si ha che

POa =3[ Foa<S nmE),

e quindi per provare la sommabilita di f’ basta provare che ¢ convergente la
serie sopraindicata.

[a,b]
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Procedendo come di solito, possiamo dimostrare che ogni FE,, & ricoperto
nel senso di Vitali da una famiglia di intervalli [, 5] tali che

fB-fe
0 —«
Il Teorema di copertura di Vitali, tramite la Proposizione A.1.3, implica
allora che, dati gli insiemi a due a due disgiunti E1, ..., F, esistono n insiemi

a due a due disgiunti P, ..., P, tali che
1
m(E; N P;) > §m(El), 1=1,....n,

e ciascun insieme P; costituito da un numero finito di intervalli disgiunti
(0, Big)j =1,...,ms.
Si ha dunque che

S Big) — Fleng) > (- 1) S om0 o i) =
=1 j=1

i—1
(i—1)m(E;NF) > 5 m(E;).
Siccome f & crescente e gli intervalli (o j, £ ;) sono disgiunti, si ha che
i—

FB) — F(a) > DS IF(B) — Flang)] > 30 o m).
=1

i=1 j=1

Valendo questa limitazione qualunque sia n, ne segue la convergenza della
o0
serie Y (n—1)m(E,), il che implica, come detto, che f’ & sommabile.
n=1
Ora, ogni funzione f assolutamente continua & a variazione limitata e
pertanto ¢ la differenza di due funzioni crescenti. Quindi, anche in questo
caso, f’ & sommabile.

Posto .
o) = fa) + / ) dt, € [a,b),

si ha che ¢ = f’ quasi ovunque in [a,b], per il precedente teorema. La
funzione assolutamente continua g— f ha quindi derivata quasi ovunque nulla
e quindi, per il Teorema 1.3.4, & costante in [a,b]; essendo g(a) — f(a) =0
si ottiene la tesi. O

Osservazione 1.3.8. Sia f a variazione limitata in [a,b] e siano g ed s le
funzioni definite da

g(x) Zf(a)+/f'(t)dt e s(x) = f(z) —g(z), v € [a,b];



1.4. Due esempi 13

E chiaro che s ¢ a variazione limitata e s’ = 0 quasi ovunque in [a, b].

La funzione s si dice la parte singolare di f; risulta quindi che

f=s+g,

con g assolutamente continua. Percio, ogni funzione a variazione limitata e
la somma della sua parte assolutamente continua e della sua parte singolare.

1.4. Due esempi

(i) Sappiamo che la funzione di Cantor s detta anche scala di Cantor &
continua, crescente e con derivata nulla quasi ovunque. Essa & quindi a
variazione limitata, ma non ¢ assolutamente continua; infatti, se lo fosse,
varrebbero i Teoremi 1.3.4 e 1.3.7, cioe s sarebbe costante oppure sarebbe
(1) — 5(0) = 0. E inoltre chiaro che s coincide con la sua parte singolare.

(ii) Si vuole ora definire una funzione continua nell’intervallo [0, 1] e priva
di derivata in ogni punto di [0, 1]. Cio dimostrera che I'ipotesi del Teorema
1.2.3 ¢ essenziale.

Definiamo la funzione:
{z} =min{|lz —n|:n € Z}, x €R;

essa & continua (anzi, lipschitziana) e periodica di periodo 1.

Sia ora
= {10°z}
f(x) z; o TER

f e continua, perché definita da una serie totalmente convergente di addendi
continui, dato che

{10z}

0< :
- 10t

<107 z€eR, i=1,2,....

Per la periodicita di f ci si puo limitare a considerarla in [0,1). Ogni
x € [0,1) ha una rappresentazione decimale definita da 0,ajag - - - a; - - -, dove
a; sono interi compresi fra 0 e 9; questa rappresentazione ¢ univocamente
definita supponendo di escludere il caso in cui gli a; siano definitivamente
uguali a 9. Si ha quindi che
(16) {]_OZSC} = O, Ai410442 - . . se O, Ai4+1042 <

)

DN | =

. 1
(1.7) {102.213} =1- 0, Aj4r1Q542 ... S€ 0, Q41542 > 5

Indichiamo con ¢; un numero uguale a 1 nel caso (1.6) e uguale a —1 nel
caso (1.7); indichiamo con ¢; un numero uguale a 1 se a; # 4 e a; # 9 e
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uguale a —1 se a; = 4 oppure aj = 9. Posto h; = ajIO*j si ha

{10°(z + hj)} — {10°(z)} =0 sei > j,
{10°(z + hj)} — {10°(x)} = 10" oje; sei < j.

Pertanto

z+hj)— f(z i
f( hj f()ZZ&'

1=0

e quindi il valore assoluto del rapporto incrementale ¢ un intero che ha la
stessa parita di j. Pertanto non esiste finito

i F @+ hy) = f(2)

j—0 hj

qualunque sia x.

Esercizi

1.
2.

Provare il Teorema 1.1.2.

Se f & continua e a variazione limitata in [a,b] anche Vi[a,x] & una
funzione continua di z in [a, b].

Siano x;(t) funzioni continue in [a, b],7 = 1,..., N esiaI' la curva in RY di
equazione parametrica z(t) = [z1(t),...,zn(t)]. Provare che condizione
necessaria e sufficiente perché I' sia rettificabile & che le funzioni z;(t)
siano a variazione limitata.

. Costruire una funzione crescente in [0, 1] con discontinuita in tutti i punti

di ascissa razionale.

. Siano f crescente in [a,b] ed J, l'insieme dei punti di discontinuita di f

in [a,x]. La funzione
s(z) = Z [f(y+) - f(yi)]a YIS [a,b],
YEJy

si dice funzione dei salti di f.

Provare che s(x) ¢ a variazione limitata in [a,b] ed ha le stesse di-
scontinuita di f; provare inoltre che la funzione g = f — s € continua e a
variazione limitata in [a, b] e che

Vila,b] = Vyla, b] + Vi[a, b].
Calcolare le derivate del Dini nell’origine della funzione
11
zsin  per x #0,
flx) =
0 per x =0.
Costruire una funzione f tale che

D.f=0,D"f=1,D f=D"f=1.
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8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Provare che, se f ha un massimo in un punto ¢, allora D” f(c) > 0.

Sia f definita in [a, b]; provare che f & crescente in [a,b] se D” f > 0 in
[a, b].

Provare che, se le funzioni f,,,n € N, sono a variazione limitata in [a, b] e

se le serie - -
> fala), D Vi, a,b)
n=1 n=1

sono convergenti, allora la serie
oo
> fa
n=1
converge ad una funzione a variazione limitata f e si ha quasi ovunque
[e.e]
! !/
f=>f
n=1

Se f & assolutamente continua in [a,b] allora la funzione [a,b] > = —
V¢la, x] € pure assolutamente continua.

Costruire un insieme E contenuto in (—1,1) tale che m/;(0) = 1 oppure
4 (0) = &
m'y 3

T
Sia f assolutamente continua in [a, b]; provare che Vi[a,z] = [ |f’(t)|dt.
a

La funzione f(x) = x? sinl per 0 < z < 1e f(0) =0 ¢ assolutamente
continua in [0, 1]?

Sia f assolutamente continua non decrescente in [a, b] e sia E' C [a, b], con
m(E) = 0. Provare che m(f(E)) = 0.

Provare che una funzione lipschitziana ¢ assolutamente continua. Prova-
re che una funzione assolutamente continua ¢ lipschitziana solo se f’ &
limitata.






Capitolo 2

Cenni di Analisi
Funzionale

In questo capitolo riassumiamo i risultati di Analisi Funzionale che ci saran-
no necessari negli altri capitoli.

2.1. Spazi di Hilbert

Sia X uno spazio vettoriale su R (o su C). Un prodotto interno o scalare su
X & un’applicazione (-,-) : X x X — R (oppure (-,-) : X x X — C) con le
seguenti proprieta:
(i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) per ogni u,v e w € X;
(ii) (au,v) = a(u,v) per ogni u,v € X ed a € R (oppure o € C;)
(iii) (v,u) = (u,v) (oppure (v,u) = (u,v)) per ogni u,v € X;
(iv) (u,u) > 0 per ogni u € X e (u,u) =0 se e solo se u = 0.

Il prodotto interno (-, -) definisce la norma || - || = (-, -)'/2.

Teorema 2.1.1. Sia X uno spazio vettoriale con prodotto interno (-,-) e
12 Allora risulta:

norma | - | = (-;-)
(i) (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
(@, 9)| < [lz[l[ly]l per ogni x,y € X;

(ii) (identita del parallelogramma)

lu+l® + llu = v][* = 2]jull® + 2||v|* per ogni z,y € X.
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Dim. Esercizio 1. O

Uno spazio vettoriale H dotato di prodotto interno si dice uno spazio di
Hilbert se & completo rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Esempio 2.1.2. (1) Lo spazio R con il prodotto definito da

N
(x,y)zz}ijxnyn,x,yeﬂRN,

n=1
& uno spazio di Hilbert su R. Un altro prodotto scalare rispetto al quale RV
€ uno spazio di Hilbert e il seguente:

N
(xay)Af: @4xay% r,y eR )
dove A & una matrice N x N simmetrica e definta positiva.

(2) Lo spazio CV con il prodotto interno definito da

N
(z,w) = Zznﬁn, z,y € CV,
n=1
¢ uno spazio di Hilbert su C.
(3) Sia (X, M, u) uno spazio di misura. Lo spazio
L*(X,u) = {f : X = R, f misurabile con f? sommabile in X}

€ uno spazio di Hilbert sui reali rispetto al prodotto:

(f.9) 2/ fgdp.
X
Scegliendo X = N e p = misura che conta, otteniamo lo spazio

2 = {2 = (Zp)nen : in < oo}, (z,y)= Z T, Yn.-

neN neN
(4) In modo analogo si definisce:

Li(X,p) = {f: X — C, f misurabile con |f|> sommabile in X},

con

(f.9) Z/ngdu-

Teorema 2.1.3 (Teorema della proiezione). Sia C un sottoinsieme non
vuoto, convesso e chiuso in H.

Allora, per ogni u € H \ C esiste un unico v € C tale che
lu — v|| = min{|lu — wl|| : w € C} = dist (u,C).
Inoltre v € caratterizzato dalla proprieta:

vel e (u—v,w—v) <0 pe ogniw € C.
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Dim. Esercizio 1. O

11 Teorema 2.1.3 definisce un operatore Pr : H — C — la proiezione di
‘H su C — tale che Peu = v per ogni u € H.

Proposizione 2.1.4. Sia C un sottoinsieme non vuoto, convesso e chiuso

m H. Allora

|Pour — Peug|| < ||up —ue||, per ogni wui,us € H.

Dim. Siano v; = Peuq e v = Peusg; si ha:

(up —v,w—v1) <0 e (ug —vo,w—wy) <0
per ogni w € C. In particolare, ponendo w = v nella prima disuguaglianza
e w = vp nella seconda, si ottiene:

(up —v1,v2 —v1) <0 e (ug —wva,v1 —v2) <0,
da cui segue che
0> (u1 —v1,v9 — v1) + (ug — vo,v1 —v2) = —(ug — ug, vy — v2) + |lv1 — vo|?
e cioe

lor = val* < (w1 —uz, 01 — v2) < [Jur — ua[Jor — wa],

che e quello che basta dimostrare. O

Sia M un sottospazio vettoriale di H. Il complemento ortogonale di M
e 'insieme
Mt ={ueH: (uv)=0, per ogni v e M}.
Teorema 2.1.5. Sia M un sottospazio vettoriale non vuoto di H.

(i) M= ¢ un sottospazio vettoriale chiuso in H;
(ii) se M ¢ la chiusura di M in H, allora (M*)+ = M;
(iii) H = M & Mt

Dim. (i) E chiaro che ML & un sottospazio vettoriale di H. Sia {un tnen C
ML una successione convergente in H ad un elemento v € H. Allora per
ogni v € M risulta:

(u,v) = nh—>Holo(u”’ v) =0

e cioe u € M.

(ii) E evidente che M c (ML)L e, poiché (ML)L & chiuso, M C
(M)

Sia ora u € (M™*)+. Dato che M & un sottospazio vettoriale chiuso, dal
Teorema 2.1.3 otteniamo che

(u — Ppu,w) =0
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per ogni w € M, cioe u — Pyu € M+, e quindi (u,u — Ppu) = 0, dato che
u e (ML
Percio:
lu = Prul? = (u,u = Pru) = (Pru,w — Prgu) = 0,
ossia u = Pyu € M.

_ (ili) Se u € H, abbiamo gia visto che u = Prpu+ (u — Pypu) con Pypu €
M e u — Ppu € M. Poiché M N M+ = {0}, allora tale decomposizione &
unica. 0

2.2. Sistemi ortonormali

Sia I un insieme di indici, non necessariamente numerabile. Un insieme
S ={e;j}tier di vettori di H si dice un sistema ortonormale se risulta:

(€, €5) = i
per ogni %,j € I, dove 6;; =1sei=je d;; =0seiF#j.
Esempio 2.2.1. (1) In 2, 'insieme S = {e;, }nen con
en=1(0,...,0,1,,0,...) = (dnm)men-
€ un sistema ortonormale.

(2) Sia L?(T) I'insieme delle funzioni f : R — C, misurabili e periodiche
di periodo T > 0 e tali che f € L%([0,7]). L’insieme

S = {627mt/T}nEZ

€ un sistema ortonormale rispetto al prodotto scalare
1T,
(ho) =7 [ S0a@ .
0

Datieq,...,e, € S, qual € la migliore approssimazione di un vettore u €
‘H con combinazioni lineari dei vettori eq,...,e,? In altre parole, vogliamo
minimizzare la funzione
n

U — chek

k=1

fler, . en) =

al variare di ¢q,...,¢, in R.

Se poniamo H,, = span{ey, ..., ey}, poiche H,, ¢ chiuso, allora

min{f(c1,...,¢cn) 1 C1,...,cp € R} = min{|ju—w| : w € H,,} = |[u— Py, ull,
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n

dove Py, u = ) cjex per qualche scelta di numeri cJ, ..., ¢, e u — Py, u €
k=1
H;-. In particolare, (u — Py, u,ex) = 0 per ogni k =1,...,n e quindi ¢; =
(u,ex) perogni k =1,...,n.
Dato che

0<

2 n
= JJul* =D (usex)?,
k=1

n
u— E CrLek
k=1

risulta che

(2.1) D uyen)? < Jlul®
k=1

Teorema 2.2.2 (Disuguaglianza di Bessel). Sia S = {e;}icr un sistema
ortonormale in H. Allora per ogni uw € H risulta che

> e < lul?,
el
dove si € posto

n
Z |(u, €;)|? = sup {Z \(u,ei)|? 2 it, ... yin € T distinti } .
k=1

el

Dim. La tesi segue direttamente dalla (2.1). O

Il numero u(i) = (u,e;) si dice il coefficiente di Fourier di u di indice
1el.
Osservazione 2.2.3. Si noti che
Sl = [ Jtwen) Pt
iel 1
dove p € la misura che conta.

Corollario 2.2.4. Sia S = {e;}icr un sistema ortonormale in H e sia

u € H.

Allora Uinsieme degli indici i € I tali che u(i) # 0 é al pit numerabile.

Dim. Infatti

{iel:|(ue)f>0t= | In,
meN
dove

1
In={i€l: ——|u* <|(we)| < — ful}, meN

per la disuguaglianza di Bessel, ciascun I, ¢ finito o vuoto. ([l
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Teorema 2.2.5. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Allora ogni sistema
ortonormale in H ¢é al pit numerabile.

Dim. Sia D = {uy}nen un sottoinsieme numerabile denso in H ed S un
sistema ortonormale in H. Per ogni e; € S esiste n; € N tale che

Se i # j, si ha che
V2 = lei — el < llei — wn, || + l[tn, — wn, || + llej — wn, |

e quindi [Jup, — up;|| > V2/3, ossia n; # n;.
Abbiamo dunque stabilito una corrispondenza biunivoca di I con un
sottoinsieme di N. O

Osserviamo ora che, a partire da una successione qualsiasi {uy}nen
di elementi di H, possiamo sempre costruire un sistema ortonormale S =
{ek } ren mediante il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt:
si pone infatti

U1
e = ——
[[ual]
e per ricorrenza si definisce:
k—1
Uk
er = Toell’ dove v = uy —Z(uk,ej) ej, k=2,3,--
U ,
7=1

Se accadesse che vy = 0 per qualche k, allora eliminiamo il vettore ug, perche
¢ linearmente dipendente con i precedenti.

Un sistema ortonormale S in H si dice completo oppure si dice che S &
una base (hilbertiana) ortonormale per H, se

(u,e;) =0 perogni i€l implica che u = 0.

Esempio 2.2.6. Il sistema ortonormale in ¢ definito nell’Esempio 2.2.1 (1)
¢ completo, infatti se (z,e,) = 0 per ogni n € N, risulta che z,, = 0 per ogni
n € N e quindi z = 0.

Teorema 2.2.7. Sia S = {e;}icr un sistema ortonormale in H.

Se span(S) = H allora S é completo.

Dim. Sia u € H tale che (u,e;) = 0 per ogni i € I. Per ogni ¢ > 0
esiste u. € span(S) tale che ||u — u.|| < e; dato che u. & una combinazione
lineare finita di elementi di S, allora (u,u:) = 0. Percid €2 > |lu — u||* =
|ul|? + [Jucl|* > |Jul|* e cioe |Ju|| < € per ogni & > 0, ossia u = 0. O
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Teorema 2.2.8. Sia S = {e;}ier un sistema ortonormale completo in H.

Allora span(S) = H. In particolare, per ogni u e v € ‘H risulta:

(1) w=_u(i) e

el
(i) |Jull* = EZIIW)IQ;
(i) (u,0) = S (0) ().

La (1) e la (ii) passano sotto il nome di identita di Parseval.

Dim. (i) Sia w € H; per il Corollario 2.2.4, si ha che u(i) # 0 solo per
un’infinita numerabile di indici ¢ € I : indichiamo questi con u(n), n € N.
Per la disuguaglianza di Bessel (Teorema 2.2.2), la serie Y [u(n)|?
neN
converge e quindi, per ogni € > 0, esiste un v € N tale che

n 2 n
S oak)erl| = Y Jak)P? <€
k=m+1 k=m+1

n

per ogni n,m > v. Percio la successione Y u(k) e ¢ di Cauchy e cioe
k=1

converge ad un v € ‘H ed inoltre

Ora, per ogni ¢ € I risulta che

n

(u—v,e) = lim <u =S ak) e, ei) — lim [A(3) — G(n) 6n = 0.

n—00 n—00
k=1

Per la completezza di S, segue che u — v = 0 e cioe v = u.

(ii) Dalla (i) segue che

n n

> = (w tim SSa0) ex) = lim SAk) (u,er) =
k

1 k=1

> lak)? =" [P,
k=1

el
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(iii) Dalla (ii) si ottiene:

(we) = ¢l ol =~ Ju=ol} =
%{Z [ai) + 5 = Y [ai) — 5@} =
i€l i€l
S i) w).
i€l

Osservazione 2.2.9. Si noti che, se vale la (iii) per ogni u e v € H, allora
S & un sistema ortonormale completo. Infatti, se esistesse z # 0 ortogonale
ad ogni e;, scelti w = v = z in (iii) si avrebbe:
2 o~ N
1217 = (u,v) =D (i) (i) = 0.
el
Osservazione 2.2.10. Quanto dimostrato fin qui implica che ogni spazio
di Hilbert separabile ammette una base ortonormale. Infatti da un sottoin-

sieme numerabile denso D possiamo costruire un sistema ortonormale S,
mediante il procedimento di Gram-Schmidt.

Tale sistema ¢ completo; infatti se u € ortogonale ad ogni e; € S, poiché
per ogni € > 0 esiste un u,, € D tale che ||u — u,|| < € ed inoltre

n—1

(s un) = (ty00) + (10, Y (s ) ex) = (us ol e) =0,

k=1

risulta [Jul|? < [Jul]? + |uc|? = |lu — un||* < €% e cioe u = 0.

2.3. Funzionali ed operatori lineari

Siano X ed Y due spazi normati. Un’applicazione A : X — Y si dice

(i) un operatore lineare se A(ax + fy) = aAx+ BAy per ogni z,y € X
ea,feR;

(ii) un operatore continuo se, per ogni successione x,n € N di X tale
che x,, — x in X, risulta che Ax, — Ax;

(iii) un operatore limitato se esiste una costante ¢ > 0 tale che
|Azlly < cllzllx per ogni = € X;
in questo caso si pone per definizione
(2.2) lAl = sup{l[Aully : Julx = 1} =

Au Y
sup{||Aul|y : |lul|x < 1} = sup | Au] .
w0 |lullx
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E facile verificare che (2.2) definisce una norma nello spazio vettoriale
L(X,)Y)={A: X =Y : Alineare e limitato}.
Poniamo inoltre £(X) = L(X, X).
I1 seguente risultato e di facile dimostrazione.

Teorema 2.3.1. Sia A: X — Y un operatore lineare. Allora A é continuo
se e solo se A e limitato.

Dim. Esercizio 4. |

Di interesse particolare ¢ il caso in cui Y = R : si dice che A un ¢
funzionale lineare e per chiarezza in questo case useremo la lettera L al
posto di A.

Lo spazio vettoriale X’ = £(X,R) dei funzionali lineari limitati su X si
dice lo spazio duale di X.
Teorema 2.3.2 (Teorema di rappresentazione di Riesz). Sia H uno spazio
di Hilbert e sia H' il suo duale.

Allora, per ogni L € H', esiste un solo v € H tale che

Lu = (u,v) perogni ueH e ||L||=]v].

Dim. Sia L € H’, non identicamente nullo e sia M il nucleo di L. Poiche
L ¢ lineare e continuo, allora M €& un sottospazio vettoriale chiuso in H.

Sia ug ¢ M e sia vg = Ppup; allora ug = vg + (up — vg), dove vgp € M e
up — vp € M*. Se u € H, allora possiamo scrivere

u=M\ (up — vo) + Pmu,

dove Lu = X L(up — vo) = Lug e cioe A = Lu/ Luyg; percio, scegliendo

si ha:
(u,v) = A (up — vo,v) + (Ppu,v) = Lu,
dato che v € Mt e Pyju € M.

Infine, & chiaro che |Lu| = |(u,v))| < ||v]|||u| per ogni u € H e quindi
|IL|| < ||v||. D’altra parte, preso u = v/||v||, si ha che Lu = (u,v) = ||v]| e
quindi [Ju] < |L. 0

Una successione {uy }neny C X in uno spazio normato si dice debolmente
convergente ad un elemento u € X — e si scrivera u, — u — se, per ogni
L € X', Lu, — Lu per n — oo. E chiaro che, se u,, — u in X, allora anche
Up — U.
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Per il Teorema 2.3.2 appena dimostrato, u,, — u in uno spazio di Hilbert
H se
(Up,v) = (u,v) per ogni v € H.

Il risultato che segue ci informa che la norma di uno spazio di Hilbert ¢
una funzione semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole.

Teorema 2.3.3. Sia H uno spazio di Hilbert. Se u, — u in H, allora
lim inf ||uy,|| > ||ul.
n—oo

Se inoltre ||uy| — ||ull, allora w, — w in H.

Dim. Esercizio 5. O

Il teorema di Bolzano-Weierstrass asserisce che ogni insieme limitato di
RY contiene una sottosuccessione convergente — & cioe relativamente com-
patto per successioni. In dimensione infinita cid non accade, come mostra
la proposizione seguente.

Proposizione 2.3.4. Se ogni successione limitata in H contiene una sot-
tosuccessione convergente, allora H ha dimensione finita.

Dim. Se H avesse dimensione infinita allora conterrebbe un sistema orto-
normale {e, }nen (almeno) numerabile. Dato che |le, — e,,|| = V2 se n # m,

allora {e, },en non potrebbe contenere alcuna sottosuccessione convergente.
O

Il prossimo risultato si puo riassumere dicendo che gli insiemi limitati
in uno spazio di Hilbert sono per lo meno debolmente compatti.

Teorema 2.3.5 (Teorema di Banach-Alaoglu). Sia H uno spazio di Hilbert
separabile e supponiamo che esista una costante ¢ > 0 tale che ||u,|| < ¢ per
ogni n € N.

Allora la successione {u, }nen contiene una sottosuccessione che conver-
ge debolmente ad un elemento di H.

Dim. Sia D = {v }ren un sottoinsieme (numerabile) denso in H.

Poiché |(un,v1)| < ||un|l|lvill < ¢ ||v1]| per ogni n € N, esiste una sot-
tosuccessione {ul},en di {un}nen tale che (ul,v1) converge ad un numero

reale se n — oo.

Poiché |(ul,ve)| < ||ul|||ve]l < ¢ |lva|| per ogni n € N, esiste una sot-
tosuccessione {u?},en di {ul}nen tale che (u2,vs) converge ad un nume-
ro reale se n — oo. Iterando questo ragionamento, fissato k € N esiste
{uFYhen € {uF ey € -0 € {untnen tale che (uf,v;) converge ad un
numero reale se n — oo.
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La successione {u]'},cn sara allora tale che (u]',vx) converge se n — oo
per ogni k € N fissato.

Fissati allora v € H e € > 0, esiste k € N tale che

g
—_ < PR
v — | ™

ed inoltre esiste v € N tale che

€
(s 0) — ()| < 5,
per ogni n,m > v.
Percio, per ogni n,m > v risulta che
[(un, v) = (U, v)| <
(g, v) = (g, i) | + (s vk) = (ugys vi) | 4 [ (g, i) = (u, 0)| <
€
(i, v = ve)| + 5+ |(um, vk = 0)] <
€
3
Da cio segue che € ben definito il funzionale L : H — H tale che

lupllllv = okl + 3 + llumllllo — vkl <e.

— i n
Lv = nh_)rglo(un, v)

per ogni v € H. E chiaro inoltre che L & lineare e limitato con ||L|| < ¢. Per
il Teorema 2.3.2, esiste u € H tale che Lv = (u,v) per ogni v € H; dunque

. noN
nh_)H(;lo(un,’U) = (u,v)

per ogni v € H, ossia u]y — u per n — co. O

Siano Hi e Hs spazi di Hilbert e sia A : H1 — H2 un operatore lineare.
Il rango di A ¢ il sottospazio di Hs :

R(A) ={Au:u e Hi},
mentre il nucleo di A & il sottospazio di H; :
N(A) ={u e H;: Au=0}.

Osservazione 2.3.6. Si noti che, se A € L(H1,H2), N(A) ¢ sempre un
sottospazio vettoriale chiuso. Invece il sottospazio vettoriale R(A) non e
detto che sia chiuso.

Per esempio, sia H = Hy = Ha = L2(RY) e sia a € L2(RY) N LY(RY),
a ¢ CO(RY). Sia inoltre A : H — H definito da Au = a x u.

Per la disuguaglianza di Young ||Au|| = |ja x u|| < |la||1]|u| per ogni
u € H, e quindi A ¢ limitato e | A|| < |la||1.
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Per la disuguaglianza di Holder, ||a x ul|co < |lall2||u||. Sia {an}nen C

C&°(RYN) una successione convergente ad a in L?(RY); allora a, » u €
C>®(RN) e, dato che
lan *u = axullo < flan = allzfull,
ayn * u converge uniformemente ad a x u e quindi Au = a xu € CO°(RY).
Questo significa che R(A) c CO(RY).
Prendiamo ora u,(z) = n¥j(nz) con j € CFPRY) e [pnj dz = 1; ¢
chiaro che Au, = a* u, converge ad a in H. Abbiamo quindi dimostrato

che a € R(A), dimostrando quindi che R(A) non puo coincidere con la sua
chiusura, dato che a ¢ R(A).

Sia ora A € L(H1,H2); fissato u € Ha, il funzionale lineare f,, : H; — R
definito da f,(v) = (u, Av)s per ogni v € H; & limitato su H; e quindi, per
il Teorema 2.3.2, esiste un solo elemento A*u € H; tale che

(A*u,v); = (u, Av)2 per ogni v € H;.

L’applicazione A* : Hy — H; & lineare e come vedremo limitata: si dice che
A* & Voperatore aggiunto di A.

Proposizione 2.3.7. Sia A € L(H1,Hs). Allora
R(A) = N(A*)* e R(A*) = N(A)*;

noltre

Hy = R(A) & N(A*) e Hy = R(A") & N(A).

Dim. Poiché R(A) ¢ un sottospazio vettoriale di Hg, risulta che Hy =
R(A) @ R(A)*, per la Proposizione 2.1.5. D’altra parte, dato che

(Au,v)g = (u, A")y
per ogni u € Hy e v € Ha, si ha che v € R(A)* se e solo se v € N(A*)

e quindi R(A)T = N(A*), da cui Ho = R(A) @ N(A*). Inoltre R(A) =
(R(A)H)* = N(A)*

In modo analogo, si dimostrano le altre due asserzioni. ([l

Proposizione 2.3.8. Se A € L(H) allora anche A* € L(H) e ||A] =
1Al = V[ AA*] = /[ A= A].

Dim. Per ogni u € H si ha che

(2.3) [[A"ul® = (A"u, A*u) = (A A", u) < A A u|||ul] < AJ||A"u] [[u],
e quindi |A*ul| < ||Al[Ju]l, da cui ||[A*|| < ||4]|, cioé anche A* & limitato.
Inoltre, dall’ultima disuguaglianza in (2.3), si ottiene che || AA*|| < || A*||||A]],
mentre dalla prima disuguaglianza in (2.3), si ha che

1A% ul* < [ AA ull[[ull < [[AA*|[[ull?,
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e quindi [|A*||? < ||AA%|| < ||A]|||A*||. Scambiando A* con A, si ottiene che
1A < [|A*A]l < [[A*[[[|A]l. Percid [|A*[| = [|A] = V[AA*] = /[ A*A]. O

Si dice che A & simmetrico o autoaggiunto se A* = A.

Proposizione 2.3.9. Sia A € L(H) simmetrico. Allora
[All = sup{(Au,u) : |lul = 1}.

Dim. Sia M il secondo membro della precedente uguaglianza e sia u € H
con |ju|| = 1. Dato che (Au,u) < ||A]|, allora M < ||A]|. D’altra parte, &
facile mostrare che

4(Au,v) = (Afu+ o], u+v) — (Afu — o], u — ).
Presi u e v unitari, abbiamo allora
4(Au,v) < M{|Ju+0|® + [[u = o|*} = 2M {J|u]|* + [lv]*} = 4M,

per la definizione di M, e dunque (Au,v) < M. Scegliendo v = Au/||Aul|, si
ha che [|Au|| < M e quindi ||A|| < M. O

Esempio 2.3.10. Siano H; = RV, Hy = RM ¢ A : RN — RM la matrice
M x N di elementi a;;, i = 1,...,M, j =1,...,N. Allora A* : RM — RN
non ¢ altro che la matrice trasposta N x M di elementi aj;, ¢ = 1,..., M,
j=1,...,N.

Esempio 2.3.11. Sia H = H; = Ha = (*(C) e sia A: H — H definito da
Au = Z a(n)u(n) ey,

neN
dovea:N—Ce
sup |a(n)| < oo.
neN
Allora

JA] = supla(m)| e A'w=3"a(m) i(n)ey.
neN neN

2.4. 1l teorema di Banach-Steinhaus

Utilizzeremo il seguente risultato di topologia (per una dimostrazione, si
veda [Ru)).

Teorema 2.4.1 (Lemma di Baire). In uno spazio metrico completo X 1’in-
tersezione numerabile di sottoinsiemi densi aperti di X ¢é densa in X o,
equivalentemente, l'unione numerabile di chiust con interno vuoto ha interno
vuoto.
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Teorema 2.4.2 (Banach-Steinhaus). Siano X uno spazio di Banach ed Y
uno spazio vettoriale normato. Sia inoltre {Ty}oca una famiglia di operatori
lineart e limitati di X in'Y.

Allora o risulta che
sup ||Tw || < oo,
acA

o esiste x € X tale che

sup || Toz|ly = oc.
acA

Dim. Sia

o(z) =sup [|[Tax|, z€ X,
acA

esiaV,={re X :p(x)>n},n=0,1,2,--- . Ogni funzione x — ||Toz| &
continua e quindi ¢ € semicontinua inferiormente; dunque ogni V,, € aperto.
o0

Se ogni V;, & denso in X, allora per il Teorema 2.4.1 anche (] V,, & denso
n=0

(o.9]
in X e quindi p(x) = oo per ogni z € (] V.
n=0
Altrimenti, se esiste v € N tale che V, non & denso in X, esistera xg € X
ed r > 0 tale che Bx(xo,7)NV, = &; cio implica che ¢(xo+y) < v per ogni
y tale che |ly|]| < r e quindi

[Ta(zo +y)ll < v,
per ogni @ € A ed ogni ||y|| < r. Percio, posto y = rz/||z||, si ha:
| Tozll = v~ 2l Tayll < r~ M2 l{| Tazoll + | Talzo + y)II} < 27VH«’1?H,
per ogni o € A e quindi
sup [|Ta| < 27”

]

Teorema 2.4.3 (Teorema dell’applicazione aperta). Siano X edY due spazi
di Banach e sia T : X — 'Y un operatore lineare, limitato e suriettivo.

Allora esiste una costante ¢ > 0 tale che
T(Bx(0,1)) D By(0,c).
In particolare, l'immagine di un aperto di X é un aperto di Y.

Dim. Dimostriamo dapprima che esiste ¢ > 0 tale che

(2.4) T(Bx(0,1)) O By (0,20).
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Siano Y, = nT'(Bx(0,1)); poiché Y = {J,, oy Yn, per il Teorema 2.4.1,
esiste v € N tale che 'interno di Y}, € non vuoto. Ne segue che anche 'interno
di T(Bx(0,1)) & non vuoto.

Siano ¢ > 0 e yp € Y tali che By (yo,4c) C T(Bx(0,1)); in particolare
T(Bx(0,1)) contiene yq e, per simmetria, —yg. Percio
By(o, 46) = —%Yo —I-By(yo, 40) C T(Bx(o, 1)) —i—T(Bx(O, 1)) = 2T(Bx(0, 1)),

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che T'(Bx(0,1)) ¢ convesso. Dun-
que vale la (2.4).

Dimostriamo ora l’asserzione del teorema. Fissiamo y € Y con ||y|| < c.
Dalla (2.4) segue che y € T(Bx(0,1/2)), cioe, per ogni € > 0, esiste z € X
con ||z]| < 1/2 tale che |ly — T'z|| < e. Scegliendo successivamente € = ¢/2",

n=1,2,---, esiste una successione {z, },en C X tale che
1 c
ol < 0 Iy = TCa1 -+ 2 < )

per ogni n € N.

La successione x,, = 21 + - -+ + 2z, € pertanto di Cauchy. Sia z il limite
di x,; risulta che y = Tz, dato che T ¢ continuo. Si noti infine che

n
1
lznll < Nl + D llzwll < llaall + 5,
k=2

e quindi ||z|| < ||z1]| + 5 < 1, cioe y € T(Bx(0,1)).
Se ora A ¢ un aperto di X e y € T(A), esiste x € A tale che y = Tz.

Poiché A ¢ aperto, esiste By (z,7) C A; percio, per quanto finora dimostrato,
esiste ¢ > 0 tale che

By (y,rc) = y+rBy(0,¢c) Cy+rT(Bx(0,7)) =T(x+ Bx(0,1)) =
T(Bx(x,7) € T(4),
cioe T'(A) & aperto. O

Corollario 2.4.4. Siano X ed Y due spazi di Banach e siaT : X =Y un
operatore lineare, limitato e biunivoco. Allora T~ : Y — X & limitato.

Dim. Per ogni x € X con z # 0, si ha che u = z/(||z|| —¢) ¢ Bx(0,1) per
ogni 0 < ¢ < ||z||. Percio Tu ¢ T(Bx(0,1)) e quindi Tu ¢ B(0,c), per il
Teorema 2.4.3. Percio

[T
FIER
e, facendo tendere ¢ a zero si ottiene che
]| < e T]|,

per ogni x # 0.



32 2. Cenni di Analisi Funzionale

Cio implica che T~! & limitato. (|

2.5. I teoremi di Stampacchia e di Lax-Milgram
Richiamiamo il teorema di Picard.

Teorema 2.5.1 (Teorema di Picard della contrazione). Sia (X,d) uno spa-
zto metrico completo e sia F' : X — X una contrazione e cioé tale che esiste
€ (0,1) tale che

d(F(z), F(y)) < avd(z,y)
per ognt x,y € X.

Allora esiste un solo T € X tale che F(ZT) =T.

Dim. Sia xp € X e sia 241 = F(2zy,), n=0,1,2,--- . Risulta:

d(Tpt1,Zn) = d(F(zy), F(tn-1)) < ad(zp, n-1) =
ad(F(zn_1), F(zn_2)) < &?d(zp_1,Tn_2) < a"d(x1,x0),

e percio
P p
k—1
d(xn+pa 'Tn) < Z d xn—&-k, Tntk— 1 < d 3317 xO Z ot =
k=1 k=1

1—aoPf

l1—«

a”.

d([L‘l, CC(])

Dunque {2, }nen € una successione di Cauchy e quindi esiste T € X tale che
T, — T se n — 0o. Poiché F' & continua, si ha che

T = nh_}ngo Ty = nh_)ngo F(xp-1) = F(T).
Se z* fosse un altro punto fisso, allora
d(@,2") = d(F(Z), F(2")) < ad(z, "),

e quindi * = z* dato che a < 1. ([

Sia H uno spazio di Hilbert. Una forma bilineare a : H x H — R si dice
continua se esiste una costante C' > 0 tale che

la(u,v)| < C lullllo]l per ogni u,v € H;
essa si dice inoltre coercitiva se esiste a > 0 tale che

a(u,u) > allul|®* per ogni u € H.
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Teorema 2.5.2 (Stampacchia). Sia H uno spazio di Hilbert e sia H' il suo
duale. Sia a : H x H — R una forma bilineare continua e coercitiva e sia K
un sottoinsieme convesso, chiuso e non vuoto di H.

Allora, per ogni L € H' esiste un’unico u € K tale che
(2.5) a(u,v —u) > L(v —u) per ogni v € K.

Inoltre se a € simmetrica, allora u € caratterizzata dalle proprieta

1 1
uek e 3 a(u,u)—Lu:min{2 a(v,v)—Lv:vG/C}.

Dim. Per il Teorema 2.3.2, esiste f € H tale che Lu = (f, u) per ogni u € H.
Inoltre, fissato u € H, 'applicazione v — a(u,v) € lineare e continua su H
e quindi esiste un solo elemento Au € H tale che a(u,v) = (Au,v) per ogni

veEH.
E chiaro che A: H — H & un operatore lineare ed inoltre
|(Au, v)| = [a(u, v)| < Cllull||v]]

per ogni u,v € H, da cui segue che ||Au|| < C||u|, cioe A & limitato. Risulta
anche che

(Au, u) > aflul?
per ogni v € H, dato che a € coercitiva.
Bisogna dunque trovare u € C tale che
(Au,v —u) > (f,v —u)
per ogni v € K; questo equivale a dire che per qualche 8 > 0 risulta:
(Bf — BAu+u —u,v—u) <0

per ogni v € K. Quest’ultima disuguaglianza caratterizza u come la proie-
zione di B f — BAu 4+ u su K, cioe

u=Pe(Bf — BAu+u)
(vedi Teorema 2.1.3).

Ci siamo dunque ricondotti a dimostrare I’esistenza di un 8 > 0 tale che
lapplicazione F' : K — K definita da F(v) = Px(Sf — fAv + v) abbia un
punto fisso.

Per la Proposizione 2.1.4, risulta:

|F(v1) — F(v2)|| = |Pc(Bf — BAvy + v1) — Pc(Bf — BAva 4 v9)|| <
|[v1 — BAv — (v2 — BAv)]|
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per ogni v;, vo € K. Percio:
1F (v1) = F(v2) | =
lor = v2 |2 = 28(Afvr — va], 01 = v2) + B A1 = v2)||* <
lor = v2|? = 2aB|for = w2 + B2C? o1 — wo||* =
(1 —2aB + B2C?) |Jvg — val|%,
per ogni v;, v9 € K, per la coercivita e la continuita di A.

Scegliendo 3 < 2a/C?, abbiamo che 1 — 2a8 + $2C? < 1 e quindi F
¢ una contrazione (sullo spazio metrico completo K) e percio esiste un solo
u € K tale che

u=F(u) = Pc(Bf — BAu + u).

L’elemento u € K € unico. Infatti, se ui,us € K fossero due elementi
soddisfacenti la (2.5) per ogni v € K, scegliendo successivamente in (2.5)
U=1U] €V =1u, U= Uz e v =uj, sl avrebbe rispettivamente:

a(up,ug —uy) > L(ug —uy) e alug,u; —ug) > L(up — ug).
Percio si otterrebbe:
allug — u1||2 < a(ug —u1,us — uy1) = a(ug,ug —uy) — aluy, ug —uy) =
—a(ug,up —ug) —a(u,ug —uy) <
— L(ur — ug) — L(uz —uy) =0,
ossia u; = us.
Nel caso in cui a & simmetrica, allora [u, v] = a(u,v) € un (altro) prodotto

scalare su #H, che induce la norma [u, u] 1/2 che risulta equivalente alla norma
| - |l, dato che a & continua e coercitiva.

Applicando il Teorema 2.3.2 allo spazio di Hilbert (K, [-,]), esiste g € H
tale che
lg,v] = L,
per ogni v € H. Percio, per ogni v € K risulta che
0> L(v—u)—a(u,v—u) =[g,v—u] — [u,v —ul,
cio¢ u non ¢ altro che la proiezione Pxg nel senso del prodotto scalare [-,-].

In altre parole, per il Teorema 2.1.3, u minimizza il funzionale v —
[g—v, g—v]"/? = a(g—v, g—v)Y/? su K, quindi il funzionale v — a(g—v, g—v),
o, ancora, il funzionale v — 1 a(v,v) — a(g,v) = 3 a(v,v) — Lv. O

Teorema 2.5.3 (Lax-Milgram). Sia H uno spazio di Hilbert e sia H' il suo
duale. Sia a: H X H — R una forma bilineare continua e coercitiva.

Allora, per ogni L € H' esiste un’unico u € H tale che

a(u,v) = Lv per ogni v € H.
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Inoltre se a € simmetrica, allora u € caratterizzato dalla proprieta

1 1
3 a(u,u) —Lu:min{2 a(v,v) — Lv:v € ’H}

Dim. Per il Teorema 2.5.2 (con K = H), esiste u € H tale che
a(u,v —u) > L(v —u)

per ogni v € H. Poiché anche u — v € H, allora
a(u,v —u) < L(v—u)

per ogni v € ‘H e quindi a(u,w) = Lw per ogni w =v —u € H. O

2.6. Operatori compatti

Un operatore lineare K : Hi — Ho si dice compatto se, per ogni successione
limitata {u,}neny C Hi, esiste una sottosuccessione {uy,}jen € {Un}nen
tale che { Kuy, }jen converge in Ha.

Esempio 2.6.1. Sia H come nell’Esempio 2.3.11 e sia K € L(H) definito
da

n
Kou=> a(j)i(j)ej, ueH.
j=1
Si ha che R(K,,) = span{e;};j=1,..n, che & uno spazio lineare di dimensio-
ne finita. L’immagine di ogni limitato ¢ quindi un sottoinsieme limitato di
uno spazio di dimensione finita e quindi e relativamente compatta. Percio,
K, ¢ compatto.

Un operatore il cui rango abbia dimensione finita si dice di rango finito.

Proposizione 2.6.2. Se K : H1 — Ha € compatto, allora & limitato.

Dim. Se K non fosse limitato, per ogni n € N esisterebbe u,, € H; tale
che ||[Kupll2 > n ||uyl|i. Dato che u, # 0, posto v, = up/||un||1, avremmo
che ||vp]l1 = 1, ma | Kvy,||2 > n, cioé nessuna sottosuccessione di {K vy, }nen
potrebbe convergere. Questo contreddice il fatto che K & compatto. O

Teorema 2.6.3. Si verificano le sequenti affermazions.
(i) Se A:Hy — Ha é limitato e K : Ha — Hs & compatto, allora KA
e compatto.

(i) Siano K, : H1 — Ha compatti e supponiamo che ||K, — K| — 0
se n — oo; allora anche K e compatto.
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{K Aup}nen € relativamente compatta, dato che K & compatto.

Dim. (i) Se |lupli < ¢, allora [[Auyll2 < [[All|lunlli < ||A]l ¢ e quindi

(ii) Bastera dimostrare che, se B ¢ la pallina unitaria di i, allora K (B)
ha chiusura compatta. Useremo il fatto che in uno spazio metrico completo
i sottoinsiemi con chiusura compatta sono esattamente quelli totalmente
limitati. Dobbiamo dimostrare quindi che K(B) si pud ricoprire con un
numero finito di palline di raggio arbitrariamente prefissato.

Per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||K — K, || < ¢/2. Dato che K, (B)
¢ totalmente limitato, ¢’e¢ un numero finito di punti vy, ..., v € Ho tali che
I'unione delle palline di raggio £/2 centrate nei punti v ricopre K, (B).

Preso u € B, esiste v; tale che ||K,u — vj||2 < £/2 e quindi
[Ku —vjll2 < [[Ku — Kyullz + [[Knuu — vjlls < [[K = Ky || + /2 <e.

Percio, 'unione delle palline di raggio e centrate nei v, ricopre K(B). O

Corollario 2.6.4. Se K, : H1 — Ho ha rango finito per ogni n € N e
| Ky, — K| = 0 per n — oo, allora anche K é compatto.

Esempio 2.6.5. Sia K 'operatore A definito nell’Esempio 2.3.11 e sia K,
quello definito nell’Esempio 2.6.1. Supponiamo inoltre che a(n) — 0 se
n — oo.

Dato che
oo
(K = Kp)ul = > la()PlaG)> < sup |a()? [lul?,
j=n+1 jzntl

abbiamo che

K — Kyull < sup la(j)],
j>n+1

che converge a zero per n — co; K ¢ dunque compatto.

Teorema 2.6.6. Se K : H1 — Ho é compatto, anche K* : Ho — Hq ¢
compatto.

Dim. Sia ||uy||2 < ¢ per ognin € N, allora | K*uy,|[1 < |K*||c per ognin € N.
Poiche K ¢ compatto, esiste {un, }jen € {un}nen tale che {K (K uy;)}jen
converge, cio¢, per ogni e > 0 esiste m € N tale che || K (K*uy,;)—K (K up,)||2 <
£/2c per ogni j,¢ > m. Per ogni j,¢ > m allora si ha:

[ K,y — K*uWH% = (K*unj — K Up,, K [un, — Une])l =

(K(K*um) - K(K:une)7u”j B UW)Q <

(K ;) — KKy ) |2 un; — 2 < e

Percio {K*up, }jen € di Cauchy e quindi converge. O
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Esempio 2.6.7. Siano (X, M, ) uno spazio di misura, H = L?(X, M, p)
e k = k(z,y) una funzione nello spazio L?(X x X, M x M, x u). Allora
loperatore K € L£L(H) definito da

(K f)(x) = /X K(ey) f(y) du(y), = € X, [ € H,

& compatto e | K| < ||k||2-

Infatti, si osservi preliminarmente che, se {e;};c; € una base per H,
allora, posto

Gij(z,y) = ei(x)e;(y), i,j € I,z,y € X,

I'insieme {¢;; }; jes forma un sistema ortonormale in L?(X x X, MxM, ux p)
e risulta:

(k.6i) = /X k) esa)es ) dn x ) (w.9) =
/ i(z) ! / k() (1) du(y)] du(z) = (Kej, er),
X X

peri,j € 1.

Inoltre, la disuguaglianza di Holder implica che

2
IKf? = /X [/ Kz, y) £() duly >] dyi() <

/ 7 () duly / [ / k(x,y>2du<y>]du<x>=

L1113,

e quindi || K| < ||k||2-

Per la disuguaglianza di Bessel,

(2.6) IKIZ = D (kooi)* = D (Kej e’

ijel ijel
questa stessa disequazione ci dice che i vettori ¢;; tali che (k, ¢i;) # 0 sono

al pitt un’infinitd numerabile: siano essi {Ykm }rmen-

Vogliamo ora approssimare K nella norma degli operatori con una suc-
cessione di operatori K, di rango finito. Se poniamo K|, = K — K,,, risulta
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che

I = S = 30 (X ) Keyen) =

i€l el jel

Z(Z f(m)(K;lem,ek)f <

keN meN

S S (Kpemsen)?,

meN k,meN

e quindi

I < Y (Kem, ex)”.

k,meN

Sia ora P, la proiezione sul sottoapazio span(ey, ..., ey); si noti che P} =
P, e, preso K, = P, K P,, si ha che

(Knema ekz) = (KPneWn Pnek) = (Pnema K*Pnek)

e quindi
0 sen—+1<km,
(Enem, ex) = { (Kem,er) sel<km<n.
Percio:
o
IE-Kl?< Y (Kemer)
k,m=n+1

che tende a zero quando n — oo per la (2.6).

Osservando che R(P,) C span(ey,...,ey,), per il Corollario 2.6.4 conclu-
diamo che K & compatto.

Esempio 2.6.8. Sia H come nell’esempio precedente e sia K definito come
nell’esempio precedente, ma con la funzione k che soddisfa I'ipotesi seguente:
esiste una successione di funzioni k, € L?(X x X, M x M, u x u) tale che
la successione

n—sup/ |k(z,y) — kn(z,y)| du(y) = 0 se n— oo
rzeX

e, per qualche costante C' > 0,

[ k) — k)l auta) < €.
X

per ogni y € X ed ogni n € N.
Allora K & compatto. Infatti gli operatori definiti da

(K f)() = /X bn(2) F(0) du(y), = € X, f € H,
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sono tutti compatti per 'esempio precedente. Inoltre, posto K/, = K — K,
si ha che

IKéf(w)\QS/X!k(wvy)—kn(x,y)!du(y)/X!k(wvy)—kn(x,y)Hf(y)Pdu(y)

e quindi, per il teorema di Fubini, otteniamo

ummkw@émwﬂéwmw—mmwwmﬂwwsc&w@

Da cio otteniamo che | K} || < C'S, e cioe che | K — K| — 0 per n — oo,
ossia che anche K e compatto.

Applicando il criterio appena dimostrato ¢ facile verificare che se X =
M C RY & una varieta differenziabile compatta di dimensione m e u @ la
misura di Hausdorff m-dimensionale definita su M, allora le funzioni

k(x7y) = ‘Z(i7z‘)ga kn(x7y) = k(x7y) [1 - XB(x,l/n)(y)]

soddisfano le ipotesi sopra riportate se k € limitata su M e ¢ € [0, m).

Proposizione 2.6.9. Sia H uno spazio di Hilbert. Allora:
(i) se H ha dimensione infinita, l'identita I : H — H non é un operatore
compatto;

(ii) se H ha dimensione infinita, l'inverso di un operatore compatto K :
H — H non é limitato.

Dim. (i) Segue facilmente dalla Proposizione 2.3.4.

(ii) Se K~! fosse limitato, allora I = KK ~! sarebbe compatto per il
Teorema 2.6.3. O

Esempio 2.6.10. Prendendo spunto dalla proposizione precedente conside-
riamo la situazione seguente.

Sia H = L*(RN) e sia K : H — H tale che
(K f)(z) = kx f(z).

Siano ag e oy due costanti positive tali che ap < [k(€)| < oy per ogni
¢ € RV, allora K non ¢ compatto.

Infatti, se {fn}nen € un sistema ortonormale (e quindi limitato) in H,
abbiamo:

IKh = Kl = IKF = KFall? = [ ROPIFO) — Fule)dE >

O‘(%an - meQ = a(Q)an - fm||2 =2 O‘(Q) > 0.
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Percio, {K fn}nen non pud contenere alcuna sottosuccessione conver-
gente. (Per esempio, la trasformata di Hilbert ha un nucleo k tale che
k(&) = i£/|&| e percio non € un operatore compatto).

Esempio 2.6.11. Sia H = L?[0,1] e sia K : H — H definito da

(K )(x) = /0 " fw)dy, = € [0,1),

per f € H; allora, posto k(z,y) = Xjg,)(y), K soddisfa le ipotesi enunciate
nell’Esempio 2.6.7 e quindi e compatto.

Si noti che
R(K) C {f assolutamente continua in [0,1] : £(0) = 0}.1
Questa inclusione e diretta conseguenza dell’assoluta continuita dell’inte-
grale di Lebesgue, dato che f € L?[0,1] C L'[0,1].

Per le proprieta delle funzioni assolutamente continue, abbiamo che, se
g € R(K), allora g ¢ derivabile q.o. in [0, 1] e

/Oz J (y)dy = g(x) — g(0) = g(x), = € [0,1],

cioe (Kg¢')(z) = g(z) e dunque ¢’ = K~ !g.
Ne segue che 'operazione di derivazione non € continua, essendo I’'inverso
di un operatore compatto.

2.7. Teorema dell’alternativa di Fredholm

Lemma 2.7.1. Sia H uno spazio di Hilbert e sia K : H — H un operatore
lineare e compatto. Sia inoltre I : H — H Uidentita.

Allora esiste una costante a > 0 tale che

(2.7) |u— Kul| > a ||u|| per ogniue N(I—K)=*.

Dim. Per assurdo supponiamo che per ogni n € N esista u,, € N(I — K)*
con [lup| =1 e |Ju, — Kuy| < %, e cioe tale che up, — Ku, — 0 se n — oc.
Poiche {un}nen € limitata e K & compatto, esistono {un, }jen € {un}nen ©
u € H tali che Kup; — u.

Dato che Up; = Up; — K Un; + K Up;, Up; CONVETrge a u e quindi K Un,
converge anche a Ku, essendo K continuo. Percio v = Ku e cioe u €
N(I - K).

1Una funzione g : [a,b] — R si dice assolutamente continua se, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale
n
che, per ogni scelta di intervalli disgiunti (a1,b1),..., (an,bn) in [a,b] e tali che > (b; —a;) < 4,

i=1

risulta che i [f(bs) — flas)] < e.
i=1
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D’altra parte u € N(I — K)*

, perché questo sottospazio e chiuso ed ogni

up, vi appartiene. Dunque u = 0, che contraddice il fatto che |ul| =1. O

Teorema 2.7.2 (Alternativa di Fredholm). Sia ‘H uno spazio di Hilbert e

sia K : H — H un operatore lineare e compatto.

l'identita.
Allora

(1) N(I -

I—
I—

(i) R(
(i1i) R(
(iv) N

(
(v) N(

I —
I —

Sia tnoltre I : H — H

K) ha dimensione finita;
K)

K) =
K
K

é chiuso;
{0} se e solo se R(I - K)="H;

e N(I — K*) hanno la stessa dimensione.

)=
)

Dim. (i) Si ha che ogni successione limitata {u,}neny € N(I — K) contiene
una sottosuccessione convergente: infatti u,, = Ku,; e K & compatto. Per
la Proposizione 2.6.9, N(I — K') ha dimensione finita.

(ii) Sia {vn }neny € R(I—K) e supponiamo che v, — v per n — co. Allora
esiste u,, € H tale che u,, — Ku,, = v, (& chiaro inoltre che u,, € N(I — K)l,
altrimenti v, = 0). Per il Lemma 2.7.1 abbiamo che

lvn — vl = [[(un — um) — K(up — um)|| > a |[un — uml;

quindi {uy, }nen € di Cauchy e cioe converge ad un u € H tale che u—Ku = v,
dato che I — K ¢ continuo. Dunque v € R(I — K).

(iii) Segue dalla Proposizione 2.3.7.

(iv) Supponiamo che N(I — K) = {0}, ma che H; = R(I — K) sia
un sottospazio proprio di #; (ii) implica che #H; & chiuso. Risulta che il
sottospazio chiuso Ho = (I — K)(H1) & contenuto strettamente in #H;, dato
che I — K ¢ iniettivo, essendo N(I — K) = {0}. Iterando otteniamo una
successione strettamente decrescente H1 D Ho D -+ D Hpy D Hpy1 D -+ - -

Sia allora u, € H, con u, € ’H#_H e ||uy|| = 1. Osserviamo che Ku, —
Ky, = Uy — U + Uy — Kty — (up, — Kuy,) € che Hyp1 C Hy € Hipp1 € Hin
se n > m. Percio u, — Kuy, Uy — Kun, € uy, appartengono ad H,,+1, mentre
Um, € Hpmyiq € quindi

| K, (vettore in Hyi1)||? =

|t ||? + || (vettore in Hpp1)||? > 1.

- [(Umn2 = |lum +

Cio e assurdo perché K & compatto; dunque R(I — K) = H.

Se ora supponiamo che R(I — K) = H, possiamo subito concludere
che N(I — K*) = {0} utilizzando la (iii). Inoltre, dato che anche K* &
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compatto, per quanto appena dimostrato abbiamo che R(I — K*) = H e
quindi N(I — K) = R(I — K*)* = {0}.
(v) Dimostriamo prima che

dimN(I — K) >dimR(I — K)*.

Per assurdo, supponiamo che esista un operatore lineare limitato A : N (I —
K) — R(I - K)* iniettivo, ma non suriettivo. Possiamo estendere A a tutto
H definendolo nullo su N (I — K)* (cioe, se u = u1 +uz con u; € N(I — K)
e uy € N(I — K)*, poniamo Au = Auy). Percido A ha rango finito e quindi
sia A che K 4+ A sono compatti.

Inoltre, se u € N(I —[K + A]) allora u = Ku+ Au e quindi u— Ku = Au
appartiene sia a R(I — K) che a R(A) e dunque a R(I — K)*. Ne segue che
u—Ku= Au=0eciot u € N(I — K); dato che Au = 0 e A & iniettiva
su N(I — K), possiamo allora concludere che u = 0. In definitiva, abbiamo
dimostrato che N (I — [K + A]) = {0}.

Applichiamo ora la (iv) all’'operatore K + A : otteniamo che R(I — [K +
A]) = H e cioé che 'equazione

u— (Ku+ Au) =v

ha soluzione per ogni v € H. Questo € pero impossibile se scegliamo v €
R(I — K)* ma v ¢ R(A), dato che si avrebbe che
u—Ku=v+Auc R(I - K)NR(I - K)*,
cioe u — Ku = 0 e quindi v = —Au — una contraddizione. A deve quindi
essere suriettivo e cioe dim N (I — K) > dim R(I — K)*.
Finalmente, dato che N(I — K*) = R(I — K)*, da quanto appena
dimostrato otteniamo

dim N(I — K) > dim R(I — K)* = dim N(I — K*).

La disuguaglianza opposta si ottiene scambiando i ruoli di K e K*. [

Osservazione 2.7.3. Il Teorema 2.7.2 asserisce che una delle seguenti pos-
sibilita si verifica ed esclude laltra:

(a) per ogni f € H, 'equazione u — Ku = f ha un’unica soluzione e
risulta;
-1
[[ull < a™ || f]]
(cioé u dipende con continuita dal dato);

(b) 'equazione omogenea u — Ku = 0 ha soluzioni non nulle.

Questa dicotomia e 1’ Alternativa di Fredholm e segue dall’ asserzione (iv)
e e dalla (2.7).
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Inoltre, se (b) si verifica, la (i) garantisce che lo spazio delle soluzioni
dell’equazione omogenea ha dimensione finita ed, inoltre, I’equazione non
omogenea u — Ku = f ha soluzione se e solo se f & ortogonale a N (I — K*)
(per la (iii)).

Tutto cio era gia noto nel caso in cui H avesse dimensione finita.

Esempio 2.7.4. Sia K l'operatore definito nell’Esempio 2.6.5. Verifichiamo
su tale operatore il teorema dell’alternativa.

Consideriamo quindi ’equazione u — Ku = f; essa sara soddisfatta se e
solo se

[1—a(n)]i(n) = f(n), n € N.
Se a(n) # 1 per ogni n € N, 'equazione omogenea u — Ku = 0 ha la sola
soluzione nulla. L’equazione u — Ku = f ha allora una sola soluzione,
_ f(n)
U_Z 1 —a(n) n
neN
che dipende con continuita da f, infatti:
1

e M1

||lu|| < max
neN

Altrimenti, dato che a(n) — 0 se n — o0, ci sono al pitt m interi
ni,...,Nny, tali che a(n;) = 1,7 = 1,...,ny. In questo caso, I'equazione
omogenea ha soluzioni non banali, come pure ’equazione u — K*u = 0. In-
fatti N(I — K) = N(I — K*) = span{ey,, ..., €n,, } € quindi 'equazione non
omogenea sara risolvibile solo se (f,e,,) = f(nj) =0, =1,...,np. In
questo caso si avra:

- f(n) 1
u= 3 g © Ml max o]

NFENL ey m,
2.8. Spettro di un operatore limitato

L’insieme risolvente di un operatore A € L(H) ¢ l'insieme
p(A) ={A € R: A — A ¢ iniettivo e suriettivo}.
Lo spettro di A e I'insieme

o(A) = R\ p(A).
Il Corollario 2.4.4 implica che (A — )™t € L(H) se A € p(A).

Si dice che A € 0(A) ¢ un autovalore di A se N(I —\A) # {0}; lo spettro
puntuale di A & I'insieme o,(A) di tutti i suoi autovalori. Se A € o,(A4), la
sua molteplicita € la dimensione di N(A — A\I); ogni elemento non nullo di
N(A — \I) si dice un autovettore associato a .
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Esempio 2.8.1. Sia A : (2 — (2 definito cosi: Au = (0,u,u,...) se
u = (u1,ug,...). E chiaro che 0 ¢ 0,(A), dato che Au = 0 se e solo se u = 0.
D’altra parte 0 € o(A), perché A non ¢ suriettivo.

Teorema 2.8.2. Sia A € L(H). Allora o(A) é chiuso e a(A) C [—[| A, [|All]-

Dim. Sia A € R con |A| > ||A||. Allora I'operatore A~1A & una contrazione,
dato che

INTH Au = AT Aw|| = (A7 Au — Av|| < [ATH A [lu o]

per ogni u,v € H, e |A| LA < 1.

Per ogni f € H allora '’equazione (A\™'A—I)u = f (anche u — A\t Au—f
¢ una contrazione) ammette un’unica soluzione e quindi A — AI & biunivoco,
cioe A € p(A).

Dimostriamo ora che o(A) & chiuso. Sia Ag € p(A) e sia A € R tale che
A — Xo| < r; vogliamo far vedere che A\ € p(A) se r & abbastanza piccolo.
L’equazione Au— Au = f si puo riscrivere come Au — Agu = f+ (A — Xg)u o,
dato che A\g € p(A), come u = (A—XoI)~L[f+(A—Xo)u], che, per il Teorema
della Contrazione, ha un’unica soluzione quando |X — g|||(A — XoI) 71| < 1.
Basta quindi scegliere 7 = ||(A — \gI)~!||7L. O

Abbiamo gia osservato che se A & un operatore lineare limitato e sim-
metrico, allora ||A|| uguaglia il numero

M = sup{(Au,u) : u € H, |Ju|| = 1};
poniamo ora
m = inf{(Au,u) : u € H, |lul| = 1}
Lemma 2.8.3. Sia A € L(H) simmetrico. Allora
(1) o(A) S [m, M];
(ii) m,M € o(A).
Dim. (i) Sia @ : H x H — R la forma bilineare definita da a(u,v) =
(Au — Au,v) per u,v € H. E chiaro che a ¢ continua. Se A > M, allora la
disuguaglianza
(u— Au,u) = AMul|? = (Au,u) > (A = M) [ful|?
implica che a & coercitiva. Per il Teorema 2.5.3, per ogni f € H esiste un
unico u € H tale che (Au— Au,v) = (f,v) per ogni v € H, cioe Au— Au = f,
ossia R(A — A) = H. D’altra parte la coercivita di a implica che N (A —
A)) = {0}; percio AI — A ¢ biunivoco e quindi A € p(A) — assurdo.

In modo analogo, si dimostra che A > m.
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(i) Supponiamo per esempio che m ¢ o(A); allora € ben definito e conti-
nuo l'inverso (A —mlI)~!. La forma bilineare [u, v] = (Au —mu,v) & simme-
trica e non negativa (per la definizione di m); vale allora la disuguaglianza
di Schwarz e quindi

[u, v)* < [u,u] [v,0] =
(Au — mu,u) (Av — mo,v) <
(Au —mu,u) || A = mI||lv]?
per ogni u,v € H. In particolare, preso v = Au — mu, si ha che
|Au — maul|* < (Au — mu, u)||A — mI||||Au — mul?

e cioe
(2.8) | Au — mu||* < |A — mI| (Au — mu, u),
per ogni u € H.

Sia ora {up }neny C H con ||u,|| = 1 per ognin € N e tale che (Auy, u,) —
m per n — oo; allora (2.8) implica che || Au,, —muy,|| — 0 per n — oco. Poiché
abbiamo supposto che m ¢ o(A), si ha allora che

Uy = (A —mI) " (Au, —mu,) — 0 se n — oo,

dato che (A —mI)~! & limitato.

Cio e assurdo perché ||u,|| = 1 per ogni n € N. O

2.9. Spettro di un operatore compatto

Lo spettro di un operatore compatto ha una struttura particolarmente sem-
plice.

Teorema 2.9.1 (Spettro di un operatore compatto). Sia H uno spazio di
Hilbert di dimensione infinita e sia K : H — H un operatore lineare e
compatto.

Allora

(i) 0 € o(K);

(i) o(K) \ {0} = 0p(K) \ {0};
(i1i) o(K)\ {0} é finito oppure consiste di una successione infinitesima;
(iv) ogni A € o(K) \ {0} ha molteplicita finita.

Dim. (i) Se 0 ¢ o(K), allora K & biunivoco e K1 & limitato per il Corol-
lario 2.4.4; quindi I = K K~! & compatto, essendo la composizione di un
operatore limitato con uno compatto. Per la Proposizione 2.6.9, ‘H avrebbe
dimensione finita, contro l'ipotesi.
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(ii) E chiaro che o(K) \ {0} 2 0,(K) \ {0}.

Sia ora A € o(K) \ {0}; se fosse N(K — AI) = {0}, I’asserzione (iv) del
Teorema 2.7.2 implicherebbe R(K — A\I) = H e quindi che X € p(K), il che
e assurdo.

(iii) Supponiamo che o(K) \ {0} sia infinito e, per r > 0, poniamo
A, ={X € o(K) : |A\| > r}. Facciamo vedere che A, ¢ finito, dimostrando
cosl contemporaneamente che o(K) \ {0} ¢ numerabile e che I'unico suo
punto di accumulazione ¢ lo zero.

Sia {An}neny € A, una successione di elementi distinti; se u, ¢ un au-
tovettore corrispondente a A, allora {u,}n,en sono linearmente indipen-
denti. Dimostriamolo per induzione: w; # 0 & sicuramente linearmente
indipendente; supponiamo che uq,...,u,_1 siano linearmente indipendenti
e consideriamo ’equazione

cauil + -+ cpuy = 0.

Applicando ad entrambi i membri di questa equazione I'operatore K — A\, 1,
otteniamo che

Cl()\l — )\n)ul + -+ Cnfl()\nfl — )\n)un,1 =0.

Per l'ipotesi di induzione e dato che gli autovalori sono tra loro distinti,

abbiamo che ¢; = -+ = ¢,—1 = 0 e quindi c,u, = 0 e cioe anche ¢, = 0.
Poniamo ora #H,, = span{ui,...,u,}; si ha che H, C H,4+1 per ogni

n € N. Osserviamo che (K — A\, I)(Hy) € Hp—1 per ogni n = 2,3,--- . Per

n=2,3,--,scegliamo un elemento v,, € H,, tale che v, € H:- | e |lv,| = 1.

Sen>m, Hm-1 C Himn € Hp_1 C Hyp e quindi
A K v, — A K, |2 =
1A YK vy — Apvn) — AU EK O — Apvm) + vn — vp||2 =
|lvn + (vettore in H,—1)]|? > |Jvnll? = 1,
dato che Kv, — Apvn, Kvpy — AU € vy, appartengono ad H,_1.

Percid {K (A, v,) }nen non contiene sottosuccessioni convergenti, anche
se | A, onll = |An| 7t < 715 questo & in contraddizione con il fatto che K &
compatto.

(iv) Sia A # 0 un autovalore di K; per I’asserzione (i) del Teorema 2.7.2,
N(K — \I) ha dimensione finita. O

Esempio 2.9.2. Sia K l'operatore compatto definito nell’Esempio 2.6.5.
Allora Ku = A\ u se e solo se

a(n)u(n) = Au(n), n € N.

Se A # a(n) per ogni n € N, allora A € p(K).
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Se A = a(m) per qualche @ € N tale che a(m) # 0, dato che a(n) — 0
per n — oo, allora a(n) = a(m) solo per un numero finito di n e quindi la
dimensione di N(K — AI) ¢ finita.

Infine, osserviamo che A = 0 puo avere molteplicita infinita, cioe la
dimensione di N(K) ¢ infinita; ci0 si verifica per esempio se a(n) = 0 per
infiniti n.

Un operatore compatto e simmetrico ¢ diagonalizzabile, come mostra il
teorema spettrale qui di seguito.

Teorema 2.9.3 (Decomposizione spettrale). Sia H uno spazio di Hilbert
separabile e sia K : H — H un operatore simmetrico e compatto.

Allora esiste una base ortonormale numerabile di H fatta di autovettori

di K.

Dim. Sia {\,}nen la successione degli autovalori distinti di K, eccettuato
0; poniamo A\g = 0.

Se definiamo Ho = N(K) e H, = N(K — A\, I),n € N, per I'asserzione
(iv) del Teorema 2.7.2, risulta che 0 < dim(Hp) < oo e 0 < dim(H,) <
oo,n € N.

Sen#meu€Hy,, ve Hny,allora
An(u,v) = (Ku,v) = (u, Kv) = Ap(u, v)

e quindi (u,v) = 0, dato che A, # A\p,.

Sia ora H, il sottospazio di H formato da tutte le combinazioni lineari
finite di elementi di Hy,k = 0,1,...; echiaro che H, contiene tutti gli Hy.
Chiaramente K (H,) C H, ed, inoltre, K(HL) C Ht, dato che (Ku,v) =
(u, Kv) =0, se u € Hy e v € H,.

La restrizione K, di K a Hy ¢ pure un operatore simmetrico e compatto
ed inoltre o(K,) = {0}, dato che ogni suo autovalore A non nullo sarebbe
un autovalore di K (ma allora ogni autovettore u € Hy corrispondente a A
starebbe in 7). Per il Lemma 2.8.3, allora (K.u,u) = 0 per ogni u € H;-.

Ma se u,v € Hi, risulta che
2(Kyu,v) = (Ky(u4v),u+v) — (Kyu,u) — (Kwv,v) =0
e quindi K, = 0. Percio H} € N(K) = Ho C H. ed allora H;- = {0} e cioe
H, € denso in H.

Scegliendo una base ortonormale da ogni H,,, n =0,1,2,--- , otteniamo
allora una base ortonormale per tutto H. Si noti che Hg contiene una base
ortonormale numerabile, dato che H e separabile. ([l
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Esempio 2.9.4. Riprendiamo ancora I’Esempio 2.9.2. E chiaro che K &
simmetrico se e solo se a(n) € R per ogni n € N.

In questo caso o(K) & composto dai valori distinti di a(n); siano questi
{a(n;)}j=1,..,7, con J < oo. Si avra allora che

m =min{a(n;) : j € {1,...,J}}, M =max{a(n;):je{l,...,J}}.
Posto H; = N(K — a(n;)I), si ha:

52:7'[1@7‘[2@"-.

2.10. Sistemi di Sturm-Liouville

Si consideri il problema al contorno:
(29)  Lu=—[p(tW) +g(t)u=f(t), te(©0,T); u(0)=ulT)=0;

il sistema (2.9) & un esempio di problema di Sturm-Liouville; se si suppone
che p € C*([0,T)), q, f € C°([0,T)), le soluzioni dell’equazione differenziale
in (2.9) sono di classe C?[0,T]; chiameremo queste soluzioni classiche e,
come ¢ noto dalla teoria generale delle equazioni differenziali lineari, esse
sono della forma

u = u -+ cruy + caug,
dove @ € una soluzione particolare, u1 e us sono soluzioni linearmente indi-

pendenti dell’equazione omogenea associata Lu = 0 e c¢1,co sono costanti
reali.

Vedremo in seguito come si potra parlare di soluzioni di (2.9) in senso
generalizzato, nel caso in cui le funzioni p, ¢ ed f siano discontinue. Per poter
far cio, supponiamo che le funzioni p e ¢ soddisfino le seguenti richieste:

(2.10) p(t)>1 e q(t) >0, t€]0,T].

Nelle ipotesi di regolarita sui coefficienti finora specificate, il sistema (2.9)
ha una ed una sola soluzione classica. Infatti, vista la forma delle soluzioni
di Lu = f, troveremo una soluzione di (2.9) se e solo se il sistema lineare

{ clul(O) + CQUQ(O) = —H(O),
clul (T) + CQU2(T) = —H(T),

ha soluzione. Questo si verifica se e solo se il sistema omogeneo associato

{ clul(O) + couo (T) =0,
cluy (0) + cou9 (T) =0,

ha la sola soluzione nulla e, in questo caso, la soluzione del sistema non omo-
geneo e unica. Il sistema omogeneo ha soluzione nulla se e solo se il sistema
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(2.9) con f =0 ha la sola soluzione nulla. Questo si verifica osservando che,
se Lu = 0, allora si ha che

T T
0 :/0 u Lu dt :/0 U {—[p(t)u] +q(t)u} dt =
T T
/ [p()(u')? + q(t)u?] dt > / (u')?dt,
0 0

dopo un’integrazione per parti, dove si sono applicate le condizioni al con-
torno in (2.9) e le ipotesi (2.10). La funzione u deve essere allora costante
e, quindi, nulla per soddisfare le condizioni al contorno.

Abbiamo percio dimostrato che ad ogni f € C°([0,T]) corrisponde una
sola soluzione del problema (2.9), che indicheremo con v = K f; resta quindi
definito un operatore (lineare) su C°([0, T).

Vediamo ora come si puodefinire una soluzione generalizzata di (2.9)
quando si supponga che i coefficienti p e ¢ siano solo di classe L*°[0, 7],
ferme restando le ipotesi (2.10), ed il termine f sia in L?[0,7]. Cominciamo
con il definire un nuovo spazio di Hilbert,

H = {v c AC[0,T] : /OT V' (t)3dt < 0o, v(0) =v(T) = 0} :

con il prodotto scalare

T
(1, v) = /0 o (1) (1) di

o= ( [ Tv’<t>2dt>

Con ACI0,T] indichiamo l'insieme delle funzioni assolutamente continue in
[0,T]. Che questo prodotto scalare definisca una norma ¢ una conseguenza

della disuguaglianza
t t 1/2
/ v'(s)ds| <Vt (/ v (s)? ds) ,
0 0

che vale per ogni t € [0,7] e v € H e segue dalla formula fondamentale del
calcolo integrale e dalla disuguaglianza di Holder.

e la norma
1/2

(2.11) o(t)] =

Per dimostrare la completezza di H, prendiamo una successione di Cau-
chy di elementi v, in H. Osserviamo che la successione delle derivate v},
¢allora di Cauchy in L2[0,T7], che & completo e quindi esiste una w € L2[0,T]
verso cui le v/, convergono in L?[0,T]. Osserviamo anche che, applicando
(2.11) alla funzione v,, — vy, otteniamo che

[0n(t) — U ()| < VT |Jun — vp|| per ogni t € [0,T]
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e cioe che vy, &€ di Cauchy uniformemente su [0, 7']. Esiste quindi una funzione
v continua verso cui v, converge uniformemente su [0,7]. Dato che
t

vn(t) — v (t) = / v, (s) ds,

t/
per ogni t,t" € [0,7T] e ogni n € N, passando al limite per n — 0o, otteniamo
che

v(t) —v(t) = /t/ w(s)ds, t,t' €0,T],

visto anche che v/, — w in L2[0,T]. L’ultima equazione ci dice che w = v’
quasi ovunque in [0,7] e quindi v € H e v, — v in H se n — oo.

Consideriamo ora la forma bilineare a : H x H — R definita da

T
a(u,v) = /0 {p(t) ' (#)V'(t) + q(t) u(t) v(t)} dt per u,v € H;

a ¢chiaramente simmetrica e, dato che
T
a(v,v) > / V' (t)3dt = |jv]|* per v € H,
0

a &coerciva. Inoltre, poiché la disuguaglianza (2.11) implica che
(2.12) [lv]|e < T||v|| per ve H,
otteniamo che
|a(u, v)| < lIplloo [lull [0l + llglloe llull2 [[v]l2 <
(Ipllo + T2[lqllo0) ]l o]
per u,v € H, e quindi a & anche continua.
Infine, dato che per ogni f € L?[0, 7] risulta che
(f0)2 < 1 fll2lells < T s ol per ogni v € H,
il funzionale lineare Lv = (f,v)2 € limitato su H.

Il Teorema 2.5.3 di Lax-Milgram allora implica che esiste una ed una
sola u € H tale che

(2.13) a(u,v) = (f,v)2 per ogni v € H.

Diremo che u & soluzione debole o in senso generalizzato di (2.9) se u verifica
(2.13). E importante verificare che, se u & la soluzione classica di (2.9) allora
coincide con quella debole. Infatti, poiché in questo caso u ¢ abbastanza
regolare, possiamo integrare per parti ed ottenere che

T
a(u,v) = [ptya (Do()]T + /0 (PO (O] + q(tyult) ) o(t) di =
T
/0 F(t) () dt = (£,0)a,
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per ogni v € H. Possiamo allora estendere l'operatore K gia definito
su C°[0,7T] a tutto lo spazio (di Hilbert) L2[0,T] sostituendo la soluzione
classica u = K f con quella debole.

Facciamo vedere ora che K ¢ compatto. La coercivita di a, (2.13) e
(2.12) implicano che

lull* < a(u,u) = (f,w)2 < | fll2llullz < T | fll2ull,

per la disuguaglianza di Holder; quindi

(2.14) Jull < T £]]2-

Sia ora {fn}nen una successione limitata in L2[0,T] e cioe tale che
|| frll2 < ¢ per ogni n € N per qualche ¢ > 0. Posto u, = Kf,, (2.11)
implica che
fun(t)] = VT llull < T2 fulls < T2,
per ogni t € [0,7] ed n € N. Inoltre, la disuguaglianza di Holder ed ancora
la (2.14) ci informano che
! 2
/
/t/ uy, (s)*ds

onlt) = )] =| [
¢u—vuwu3cT¢u—ﬂ,
per ogni t,t' € [0,T] ed n € N. Percio, le u, risultano equilimitate ed
equicontinue su [0, T'; per il Teorema di Ascoli-Arzela, esiste una successione
estratta dalle u, che converge uniformemente su [0,7] e quindi in L?[0, 7).
Quindi K ¢ compatto.

1/2

VIiE=t] <

Possiamo allora applicare a K i Teoremi 2.9.1 e 2.9.3. Lo spettro di K e,
tranne lo 0, uno spettro puntuale. Se A € o(K) \ {0}, allora N(K — A\I) ha
dimensione finita. Si noti anche che N(K) = {0}; infatti, se u = Kf = 0,
allora 0 = a(u,v) = (f,v)2 per ogni v € H e, per densita, per ogni v €
L?[0,T7]; percid f =0 e quindi A = 0 non & quindi un autovalore di K.

Il Teorema 2.9.3 inoltre implica che gli autovalori di K sono esattamente
un’infinita numerabile, visto che gli autospazi sono di dimensione finita e
devono concorrere a generare tutto L2[0, 7.

Poniamo o(K) \ {0} = {\, }nen; la coercivita di a implica che ogni A, ¢
positivo; possiamo quindi ordinare i )\, in successione decrescente Ay > Ay >

- > Ay > ...; 1l Teorema 2.9.1 ci dice inoltre che A\, — 0 se n — oo; infine,
per il Lemma 2.8.3 e la Proposizione 2.3.9 possiamo supporre che A\; = || K||
con |[K|| < T? per le disuguaglianze (2.12) e (2.14).

Se f, € un autovettore di K corrispondente all’autovalore \,, allora

Uy, = K f, = A frn € soluzione non banale del problema

—[p()un) + a(®)uy, = Ayt un, € (0,T); un(0) = un(T) = 0;
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diciamo anche che u,, & un’autofunzione di Dirichlet per I'operatore L corri-
spondente all’autovalore p, = A, 1 Siavra quindiche T72 =y < pg < ...
e by, — +00 se n — +oo. Inoltre, opportunamente normalizzate in L]0, T,
le u, formano un sistema ortonormale completo in L?[0,T]. Questo vuol
dire che anche la soluzione (debole) u di (2.9) si pud scrivere in L?[0,T]

come
u= Z w(n) un,
neN
dove
T A
a(n) = (u,un)2 = uﬁl/o uw(Lup) dt = i, alu,un) = p* (fyun)2 = py ' f(n).

Otteniamo quindi una formula risolutiva per (2.9):
(2.15) w=3w fln)un
neN
Esempio 2.10.1. Consideriamo il problema agli autovalori
W' +d=0in 0<t<T, u(0)=u(T)=0.

Autovalori ed autofunzioni (normalizzate in L2[0,T]) sono in questo caso
facilmente calcolabili:

nm\ 2 /12 . nmt
)\n:(?> (§ ’U,n(t): TSIH<T)7 n € N.

Come sappiamo {uy, }nen € un sistema ortonormale completo in L]0, T).
Se ora u ¢ soluzione del problema al contorno:

—u"=f in 0<z<T, u0)=u(T)=0,
per la (2.15) abbiamo che
-2
ut) =Y (55)  Fn) un(t).
neN

Inserendo in questa formula le definizioni di f (n) e uy, e scambiando l'ordine
di serie ed integrale, abbiamo:

T 2 nTt\~2 . /nnT\ . [nnt
Osservando che, se g € L'([0,0)), allora

/ g(s) ds = lim r Zg nr)
0

r—0t

presi
sin(7s) sin(ts) s
= — d = —
o(s) = O] g, T
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otteniamo che
.2 nm\~2 . /nrT\ . [ nmut 2 [*° sin(7s) sin(ts)
ﬁﬂT%yT)sm(Tﬁm<T>—mAé9“
n

In definitiva, se —u” = f in (0, 00) e u(0) = 0, possiamo scrivere la formula:

u(t) = i/ﬂ@f@{/ooowds} dr =
% /0 h Sms(f) { /0 " F(r) sin(rs) dT} ds,

dove si € usato il Teorema di Fubini.

Poniamo ora
f(s) = / f(r)sin(rs)dr, s € (0,00);
0

possiamo scrivere allora che
2 [ - _ sin(ts
0

e, ricordandosi che f = —u”, ottenere (derivando due volte 1'ultima formula)
la formula di inversione per f :

F(t) = i/ooo F(s) sin(ts) ds, ¢ € (0,00).

Infine, dato che

T
Af@%=2ﬂw,

neN

posto fr = f &jo 1), dalla definizione di f(n) otteniamo che

T 9 _
/0 F(t)%dt = o > fr(nr)?,

neN
dove r = w/T. Facendo tendere T" — +o00, otteniamo 'identita di Parseval

| rwran=2 [ fopas

1. Dimostrare i teoremi 2.1.1 e 2.1.3.

Esercizi

2. Dimostrare l’equivalenza delle tre definizioni in (2.2)

3. Dimostrare che se X ¢ normato e Y ¢ di Banach, allora £(X,Y) ¢ di
Banach.

4. Dimostrare il Teorema 2.3.1.

5. Dimostrare il Teorema 2.3.3.
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6.

10.

11.

Sia M un sottospazio vettoriale chiuso di uno spazio di Hilbert H e sia
P : H — H tale che Pu sia la proiezione di un vettore u su M. Dimostrare
che

(i) P ¢ lineare;

(i) [|Pull < HuH per ogni u € H e P2 = P;

(iti) N(P) = ML e R(P) = M;

(iv) determinare P*.

Sia H = £?(C), lo spazio delle successioni {u, }pen di numeri complessi

tali che
Z un | < 0.
neN

Dimostrare che

(i) la serie Y wy 2™ ha raggio di convergenza > 1 se u € H;
neN
(ii) per [N\ <1 e wu € H si definisca Lu = > u, A" : trovare il vettore

neN
v € H che definisce L;
(iii) calcolare la norma di L.

Sia H = L?[0,1] e sia M il sottospazio di H delle funzioni continue e
con derivata prima continua in [0, 1] (quando necessario, solo destra o
sinistra). Dimostrare che il funzionale lineare L : M — R che associa ad
ogni funzione u = u(t) di M la sua derivata prima «'(¢) non ¢ estendibile
ad un funzionale lineare e limitato su H.

Sia A = (a;j)i j=1,.,~ una matrice N x N. Studiare il problema di calco-
lare la norma dell’applicazione lineare RY 3 z + Az. Confrontarla con
il numero

Sia (X, M, 1) uno spazio di misura con y o-finita e sia H = L& (X, ). Per
a € LF (X, p) si definisca I'operatore lineare A : H — H con Af =a f.
(i) calcolare la norma di A;
(ii) determinare A*;
(iii) dimostrare che N(A) = {0} se e solo se u({z € X : a(xz) =0}) = 0;
(iv) individuare condizioni necessarie e sufficienti su a perché R(A) sia
chiuso.

Sia a € LY(RY),
an(x) = / a(e) mivede
(0,n)

(si veda il capitolo 3 per la definizione e le proprieta di @) e siano A, A,
L2(RN) — L?(RYN) definti da Af = a* f e A,f = a,* f, rispettivamente.
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Dimostrare che

All = .
1A érgﬂgg\a(ﬁ)\

e che ||[A— A,|| = 0sen — oco.
12. Sia K : H — H lineare e compatto e sia {e, }nen un sistema ortonormale.
Dimostrare che [|[Key| — 0 se n — 0.

13. Analizzare il teorema dell’alternativa considerando l'operatore definito
nell’Esempio 2.6.11.






Capitolo 3

Serie di Fourier

3.1. Generalita

Sia R la retta euclidea e sia Z il sottogruppo additivo di R dei punti a
coordinate intere. Il gruppo topologico compatto R/Z si indichera con T
— il toro monodimensionale. Si puo rappresentare topologicamente T come
Vintervallo [—%,1) con la seguente avvertenza: un intorno aperto di —3 o
di 1 hala forma (3 —6,3)U[—3,5 + ).

Esiste un isomorfismo naturale di T con il sottogruppo di C dei punti
del tipo €2™; tale isomorfismo ¢ dato dall’applicazione T > t — 2™,

E chiaro che le funzioni F sul toro si possono identificare con le funzioni
f su R periodiche con un generico periodo T' > 0 tramite la formula:

27'rzt

F(t) = F(F).

Per semplicita di notazione, nel seguito si considereranno solo funzioni pe-
riodiche di periodo T' = 1.

Si noti che la classe delle funzioni continue su T non corrisponde a quella

delle funzioni continue su [—%, %), ma a quella delle funzioni continue su
3.3

Con queste precisazioni in mente, si pud definire (o meglio identificare)
lo spazio LP(T),1 < p < 400, come la classe di tutte le funzioni f : R — C,

misurabili secondo Lebesgue, periodiche con periodo 7' = 1 e tali che |f|P
¢ sommabile su [—1,1). Con la consueta identificazione delle funzioni che

coincidono quasi ovunque, risulta che LP(T) & uno spazio di Banach rispetto

) che estese periodicamente ad R rimangono continue.

57
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alla norma:

-

Hmp=</Wﬂwwm>7

(S

Analogamente L>°(T) ¢ la classe di tutte le funzioni f : R — C, misurabili

secondo Lebesgue, periodiche con periodo T' = 1 ed essenzialmente limitate;

con la solita identificazione, L°°(T) & uno spazio di Banach con norma
[flloo = esssup |f].

11

272

Sullo spazio L?(T), in particolare, possiamo definire il prodotto interno:

(t) g(t) dt

\m.—
~

(3.1) (f,9) =

N|=

che induce la norma sopra definita per p = 2.

Si noti anche che se f ¢ periodica (di periodo T' = 1) e sommabile, allora
per ogni a € R risulta:

a+1

[ f)dt =

a+1

f@) dt+ [ f(t) dt — Ofaf(t) dt =

1
£(t) dt+0ff(r+ 1) dr — Ofaf(t) dt —

f(t) dt,

O, O O .

dove nell’'ultimo passaggio si e sfruttata la periodicita di f.

Si puo inoltre definire un prodotto di convoluzione tra funzioni definite
su T (cioe, funzioni periodiche):

(3.2) f*mwzjfa—ﬂmﬂdfz/}vmw—ﬂdr

Questo prodotto gode delle stesse proprieta dell’analogo prodotto definito
per funzioni misurabili su R; per esempio, vale la disuguaglianza di Young:

(3-3) 1f % glly < I fl1llglly per ogni f e LY(T), g € LP(T).

Un polinomio trigonometrico € una funzione periodica della forma:

p(t) = ao + Z{ak cos(2mkt) + by sin(27kt)},
k=1
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dove ag, ..., an,b1,...,b, € C. Usando 'identita di Fulero:

e = cos® +i siné,

un polinomio trigonometrico si puo anche scrivere come

(3.4 = 3 a

k=—n

una forma spesso pill conveniente.

Con le definizioni fin qui richiamate, il sistema S = {e?™}, <z & un
sistema ortonormale. Infatti, posto u,(t) = €™ risulta:

(3.5) (Uny Up) = e2riln=—mt gy — 5.

[
w\»—\ww

dove 6, € la delta di Kronecker.

Se f € LY(T) ed n € Z, il numero complesso

(3.6) f(n) = / £(t) e=2mint gy

(S

si dice I'n-simo coefficiente di Fourier di f, mentre

(37) E ]?(n) 627r7jnt

ne”L

¢ la serie di Fourier' di f.

La seguente proposizione mette in relazione coefficienti di Fourier e 1’o-
perazione di convoluzione.

Proposizione 3.1.1. Siano f, g € L'(T). Allora risulta: f/*\g =f-9

lper un’applicazione della serie e della trasformata di Fourier all’analisi degli strumenti
musicali, si veda [AW].
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Dim. Risulta:

1 1
— 2 . 2
frgn) = [e?m | [ f(t—7)g(r)dr| dt =
3 )
1 1
2 2 .
= [ | ] #e—) emnt at | dr =
S\
1 1
2 i 2 .
— f f(s)e—sznsds f g(T)e—anTdT —
\-} )
= f(n)g(n),
dove si sono usati il teorema di Fubini e la sostituzione s =t — 7. O

Corollario 3.1.2. Sia f € LY(T) e sia p un polinomio trigonometrico.
Allora px f & ancora un polinomio trigonometrico.

Dim. Risulta che

n

prft)= > crf(k) ™™,

k=—n

tenendo conto dell’espressione (3.4) e di (3.5). O

Il nostro problema principale & quello di stabilire quando ed in che senso
la serie (3.7) converge alla funzione f.

3.2. Convergenza puntuale

Indichiamo con S, f(¢) la n-sima somma parziale simmetrica della serie (3.7),
cioe:

(3.8) Suf(t) =Y f(k) *.

k=—n

Il primo risultato positivo sulla convergenza puntuale di S, f fu ottenuto
da P. G. Dirichlet (1829), che dimostrd la convergenza di Sy, f(t) a 2[f(t")+
f(t7)] nel caso in cui f sia limitata, continua a tratti e con un numero
finito di estremi relativi. Si pu0 ottenere questo risultato come corollario
del criterio di Jordan che dimostreremo in seguito.

Per questi scopi, & conveniente introdurre il cosiddetto nucleo di Diri-
chlet:

(3.9) Dy, (t) = i e?mikt,

k=—n
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Infatti si ha facilmente che

(3.10) Sif /f Wt —7) &“i/ft—T () dr = Dy % f(2).

w\»—t
m\»—t

Lemma 3.2.1. Risulta:

_sin((2n + 1)7t) 11
(3'11) Dn(t) - sin(wt) ’ te [_57 5)3
(3.12) /D ﬁ_le|D(ﬂ_$M5Y5§t§;

M\H

Dim. La prima formula in (3.12) segue subito dalla definizione di D,, mentre
la seconda segue da (3.11).

Infine, osservando che

n n
Dn(t) eimt Dn(t) e~ imt Z ei(2k+1)7rt _ Z ei(2k71)7rt _
k=—n k=—n
n n—1
Z et k+1)mt Z k)7t _ i2nt)mt _ —i(2n4-1)mt
k=—n k=—n—1
si ottiene facilmente (3.11). O

A prima vista non sembra che la convergenza di S, f sia un fatto locale;
infatti se modifichiamo f di poco, tuttiisuoi coefficienti di Fourier cambiano.
Il risultato seguente mostra pero che se si modifica f fuori di un intorno di
to, allora il comportamento di Sy, f(typ) non cambia.

Nelle dimostrazioni dei restanti risultati di questo paragrafo possiamo
sempre supporre che f sia a valori reali: infatti, nel caso in cui f abbia valori
complessi, bastera dimostrare ciascun risultato separatamente per le parti
reale ed immaginaria di f.

Teorema 3.2.2 (Principio di localizzazione di Riemann). Se f é nulla in

un intorno di ty, allora
lim S, f(to) =0.
n—oo

Questo risultato ed i criteri in questo paragrafo sono basati sul seguente
lemma.
Lemma 3.2.3 (Riemann-Lebesgue). Se f € Ll(']T) allora
lim f(n) =

|n]—o0
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Dim. Poiché e*™* ha periodo 1,

f(t)€727rintdt —

=
2

Il
o=

N

f(t)€—27rin(t+1/2n)dt —

Il
|
— o=

=

f(t—1/2n)e 2™t

Il
! — ol

N[

La tesi segue quindi dalla disuguaglianza

[f(t) = £(t = 1/2n)]e” 27" dt| <

=
—

3
-

Il
rol—
— i

=

— ol
[V

3 [ 1f() = f(t—1/2n)] dt =
1
~3
= %HTl/znf — flh

e dal fatto che 'operatore di traslazione 7y con h = 1/2n — 0 ¢ continuo in
LY(T). O
Dim. del Teorema 3.2.2. Sia f = 0in (to — d,tg + 0). Tenendo conto di
(3.10) e di (3.11), si ha:

sin((2n+ Dmt) [9(n)],

Suf (to) = / f(to— 1)

sin(7rt)
5<t|<1/2
dove
—mit
g(t) = —f(to — t)m Xirs<|t<1/2) (1)
e sommabile. Per il lemma 3.2.3, si conclude. O

Enunciamo e dimostriamo ora due criteri di convergenza puntuale.

Teorema 3.2.4 (Criterio del Dini). Se per qualche to esiste un § > 0 tale
che

dt < oo,

f(to+1t) — f(to)
LI

allora Sy, f(to) — f(to) per n — oc.
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Dim. Per la prima delle (3.12),

1

2

Snf(to) — f(to) = /[f(to — 1) = f(to)] Dal(t) dt = Im [g(n)] + Im [R(n)],

N

e ko) = f(to— 1)
o 0) — 0— —mit
g(t) = Sin(nt) e ™ X<y (1),
f(to) = flto—1) it
h(t) = sin () e ™ Xipo<it|<1/2) (1)
Le funzioni g ed h sono sommabili (in particolare, g lo ¢ per l'ipotesi del
teorema) e quindi si conclude ancora con il Lemma 3.2.3. U

Si dice che una funzione f : [a,b] — R & a variazione limitata in [a,b] se
n
SUP{Z |f(xg) — far—1]ia=a0 <21 <+ < Tp—1 < Ty = b} < 0.
k=1

Si osserva che una funzione a variazione limitata ¢ sempre differenza di due
funzioni crescenti e non negative.

Teorema 3.2.5 (Criterio di Jordan). Sia f una funzione a variazione
limitata in un intorno del punto to. Allora Sy f(ty) converge al valore

fltg) + f(ty)
2 )
dove

F(t§) = lim f(t);

t—t3

in particolare, se f é anche continua in tg, allora S, f(to) — f(to).

Dim. Si osservi che
1

S0/ (to) = / F(to — 1) Da(t) di = / Flto— 1)+ f(to + )] Da(t) dt.
_1 0

Posto g(t) = f(to—t)+ f(to+t)— f(tS) — f(ty), sihache g(t) — Oset — 0
e quindi bastera dimostrare che
1

2

lim [ g(t) Dy(t) dt =0.

n—00
0

Si noti che g(t) & ancora a variazione limitata; poiché ogni funzione a va-
riazione limitata ¢ la differenza di due funzioni crescenti e non negative,
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possiamo anche supporre che ¢(t) sia crescente e non negativa in un intorno
destro di ¢t = 0 e che g(t) — 0 se t — 0.

Fissato ¢ > 0, scegliamo § > 0 tale che g sia crescente in (0,6) e si abbia
g(t) <ese 0 <t <4 Peril Lemma 3.2.3 ancora, abbiamo che

g(t)Du(t) dt — 0.

>
=

Per il Lemma A.4.1, esiste n € (0,0) tale che

) )
| [s01ut0) ] = 67| [ Datt) at] < .
0 n

dato che
)
| / D, (1) dt| <
n
7 (2 1)
‘/ sm(2n—|—17rtdt‘+’/smn+>dt
sinmt 7rt t
n
M
1 in 7t
g/‘ —dt—i—QSup’/Slnﬂd
sinwtt @t M>0 t
0
e C non dipende da n. O

3.3. Convergenza in media

Abbiamo gia osservato che il sistema S = {e?™"}, 7 & ortonormale in
L?(T); vale dunque la disuguaglianza di Bessel:

(3.13) S )P < / ()Pt

neL

m\»—'

se f € L*(T). Il sistema S & anche completo, perché genera tutti i polinomi
trigonometrici, che sono densi in L?(T), come risultera chiaro dal Corollario
3.3.2.

Teorema 3.3.1. Sia f € CY(T). Allora S, f converge uniformemente ad f.
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Dim. Poiché f' € L?(T), detto , il suo n-simo coefficiente di Fourier,
risulta:

S pf? < / ()Pt

ne”L

D=

Si osservi che, integrando per parti,

1
2
o= [ 10 ¥ = 2in f(m),

N

e quindi, dato che

1 1 (1 )
<7‘7n‘ SE ﬁ""h’n‘ )

la serie di Fourier di f (3.7) converge totalmente. O

Corollario 3.3.2. Per 1 < p < 00, polinomi trigonometrici sono densi in
LP(T).

Dim. Sia f € LP(T); poiche C1(T) & denso in LP(T), per ogni € > 0 esiste
g € CH(T) tale che || f — g, < €/2. Per il Teorema 3.3.1, esiste un polinomio
trigonometrico p, = S, g tale che ||g — pn|lco < €/2. Le disuguaglianze

1f = pnllp < 1f = gllp + lg = pnllp < I1f = gllp + lg = Pnlls

implicano allora che || f — py,|l, < e. O

Nel caso in cui p = 2, questo Corollario equivale a dire che il sistema
ortonormale S € completo. La teoria degli spazi di Hilbert allora ci garantisce
che vale il "teorema di Pitagora”.

Teorema 3.3.3 (Identita di Parseval). Siano f,g € L*(T). Allora

nez

(3.14) S 1 fn)? = / )2,

N[

(3.15) D) gn) = | f(t) g(t)dt.

neL

\Mh—‘
—

[N



66 3. Serie di Fourier

3.4. Nuclei di sommabilita

La convergenza di S, f ad f non e sempre soddisfacente. Puo essere conve-
niente avere a disposizione altri metodi di approssimazione di una funzione
periodica f a partire dai suoi coefficienti di Fourier.

Si ricorda che una successione numerica {a,}nen converge secondo Ce-

saro se esiste finito il
.a1+ - Fap
lim —mMm—.

n—oo n
Se una successione converge nel senso ordinario, allora converge anche nel

senso di Cesaro allo stesso limite.

La successione Sy, f(t) convergera quindi nel senso di Cesaro se converge
la successione

onf (1) Z Sk f (1)

Si noti che

\m\»—‘

onf(t) = Fyx f(t) = [ Fo(r)f(t —7) dt,

=

dove F, ¢ il nucleo di Fejér
B i sin((n + 1)wt)]?
_n+1k _n—i—l sin(7t)

Le proprieta salienti di F), (analoghe alle proprieta (3.11) e (3.12) di D,,)
sono:

Fa(t) 20, [[Falli =

(3.16) K
lim [ F,(t)dt=0 se §>0.
n_>°°6<|t|<1/2

Fo(t) dt =1

| ol S rolm

Teorema 3.4.1. Se f € LP(T),1 < p < oo oppure, se f & continua e p = 00,
allora

Jim o f — fllp = 0.

Dim. La prima riga di (3.16) e la disuguaglianza di Jensen implicano che

NI

lonf — fllp < fF WTef = flip dt <
f Eu(OITef = fllp dt+207Y[fllp [ Fa(t) dt <

[t|<o s<|t|]<1/2

< sw||[Tf = flp+227Hflp [ Fa(®) dt.

[t]<d s<t|<1/2

IA
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Utilizzando la seconda riga di (3.16) ed il fatto che le traslate 7; f convergono
ad f, si conclude. O

Corollario 3.4.2.

(i) I polinomi trigonometrici sono densi in LP(T),1 < p < oco.

(i) Se f € LX(T) e f(n) =0 per ognin € Z, allora f = 0.

Un altro nucleo di sommabilita importante ¢ il nucleo di Poisson:

. 1— 2
(3.17) Pr(t) — EHH\ €2mnt _ r

_ 27
= 1 —2rcos(2nmt) +r

dove 0 < r < 1. La successione P, (t), dove r, — 1, soddisfa le stesse
proprieta (3.16) del nucleo di Fejer e quindi vale un teorema analogo al
Teorema 3.4.1 per la successione P, * f.

Concludiamo questo paragrafo segnalando [Ha], un libro molto affasci-
nante in cui si utilizzano i vari tipi di convergenza qui incontrati.

3.5. Il fenomeno di Gibbs

Come previsto dal Teorema 3.2.5, la successione:

l Zn: sin( 27rkt
T
k=1

converge alla funzione f(t) = % — ¢ per ogni 0 < ¢t < 1. Ne studiamo ora
il comportamento in vicinanza di ¢t = 0. Dato che f e discontinua in un
intorno di ¢ = 0, ¢ chiaro che S, (f) non pud convergere uniformemente in
tale intorno.

Supponiamo t > 0 ed osserviamo che

t t
((2 1)
:/Dn( / "+ 7).
Sln 71_7_
0 0
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Dato che
(2n+1)wt
1 .
0<5Mﬂ+t_l/ ST =
T T
0

(2n+1)wt

B % / SiI;T [smzé(/Q(Z?j:)l)) B 1} dr <

T’
(2n+ 1)m / sint
0

possiamo scrivere che
1

(3.18) Sp(t) +t=— Si((2n + 1)7t) + o(1)
s

uniformemente in [0, 7] per n — oo, dove
¢
sinT
T
0

Anche da (3.18) si vede che S,(t) converge puntualmente ad f(t) dato
che la successione Si((2n + 1)7t) — 3 per ¢ > 0 fissato. La formula (3.18)
ci dice anche che, fissato k € N, S,,(k/(2n + 1)) — Si(kw). In particolare, le
curve s = Sy, (t), che passano tutte per il punto (0, 0), tendono ad addensarsi
verso lintervallo 0 < s < 1 — Si(m) ed il rapporto tra la lunghezza di questo
e quella dell’intervallo 0 < s<fof)y=1¢e

™

2/$mﬂh:ngu.
.

e la funzione seno integrale.

™
0

Questo tipo di comportamento passa sotto il nome di fenomeno di Gibbs
(Fig. 1): supponiamo che una successione di funzioni f,(t) converga per
to <t <to+d ad un limite f(¢) e che esista f(¢;); supponiamo anche che

liminf f,(t) < ft5) o limsup fu(t) > f(t);

totd t—td

allora si dice che per f,(t) si verifica il fenomeno di Gibbs in un intorno
destro di tg.

Questo fenomeno si verifica ogni volta in cui la funzione che si vuole
approssimare con la serie di Fourier ¢ una funzione che ha dei salti (si veda
A. Zygmund, Trigonometric series). Si ovvia a questo problema usando la
convergenza alla Cesaro.
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0.6

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Figura 1. Il fenomeno di Gibbs.

3.6. Applicazione: il metodo di separazione delle variabili

Le equazioni a derivate parziali lineari sono un campo di applicazione delle
serie di Fourier, che anzi furono introdotte da Fourier proprio con questo
scopo. L’idea ¢ quella di cercare famiglie di soluzioni relativamente semplici
(in cui le variabili in gioco si separano) per poi tentare di ricostruire ogni
altra soluzione “sovrapponendo” opportunamente quelle precedentemente
ottenute.

In questo paragrafo consideriamo due esempi: uno relativo all’equazione
di Laplace ed uno a quella del calore.

Esempio 3.6.1. Sia D il cerchio con centro nell’origine e raggio ro > 0. Si
vuole costruire u € C(D) N C?%(D) tale che

(3.19) Upg + Uyy =0 in D, u=f su 0D,

dove f e una funzione definita su 0D almeno continua.

Per risolvere questo problema con il metodo della separazione delle va-
riabili, & opportuno tenere conto della geometria del dominio D. In questo
caso ¢ conveniente usare coordinate polari anziché rettangolari:

r=r cosh, y=r sinf, r>0, —7m<60 <.
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Occorrera percio riscrivere 'equazione differenziale in (3.19) nelle nuove
coordinate; dato che

Uy = UpTy + Ugly, Uy = UpTy + ugly,

2 2
Upgr = UppTh T QUT'QTJTQCC + U099x + UpT e + UHQQ::LW
2 2
Ugy = UrpTy + 2UpgTyOy + ugaly + Uurryy + ugbyy,
si ottiene che

Ugy + Uyy = Upp + ; ur‘i'ﬁ Ugg,

poiché
in 6
ry = cosf, 0, = o , Opz +0,, =0,
T
o B cos . 1
Ty = sin = , T Tyy = —.
Y ’ Y r Tz vy r
I problema (3.19) si puo ora riscrivere come
1 1
(3.20) Upr + = Up + — ugg = 0, r>0 —n7<60<m,
r r
(3.21) u(ro,0) = f(6), —-w<6O<m.

Cerchiamo ora soluzioni del tipo u = R(r)0(0) :
1 1
R'®@+-R O+ 5 RO"=0;
r r
dividendo questa equazione per %2 RO e riordinando i termini, abbiamo che
R'+1R @
LY S
LR e
Cio implica che ambedue i membri di questa equazione devono essere co-

stanti, dato che il primo non dipende da 6 mentre il secondo non dipende
da r. Deve esistere percio un numero A € R tale che

(3.22) O"+XO=0 per —<f<m,

(3.23) R"—i—%R’—%R:O per 0 <r <.
A queste due equazioni dobbiamo aggiungere le condizioni
(3.24) O(—m) =0(r), O'(-7)=06'(n),

ed inoltre vogliamo che u = R(r) ©(0) sia di classe C%(D).

Se A < 0, e facile rendersi conto che non esistono soluzioni non nulle
di (3.22) che soddisfano (3.24). Se A = 0, ogni costante soddisfa (3.22) e
(3.24). Se A > 0, 'integrale generale di (3.22) &

0(0) = c+eiﬁ 0 4 e VA 9
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con c4,c_ € C. Applicando le condizioni in (3.24), dopo qualche manipola-
zione, otteniamo:

cy [eiﬁw _ e—i\f/\n} e [ei\fm _ e—iﬁﬂ} -0,

cy [eiﬁ” — e‘iﬁ“} +c_ [eiﬁ“ — e"'ﬁ“] =0.

Questo sistema lineare omogeneo ha soluzione non banale se il suo determi-
nante & nullo e cioe se

[emﬂ _ efmﬂ] o
Questo si verifica solo per i valori A = 1,22,32, ... . In corrispondenza di
questi valori e di A = 0 otteniamo dunque le soluzioni di (3.22), (3.24):
0,(0) =cn e +c_,e™ neN, 6y = co.

L’equazione (3.23) ora diventa:

/1 1 / n? —
R'+- R — 2R—0 per 0 <r <rg,
T r

conn=0,1,2,--- . L’integrale generale dell’equazione differenziale é:
Riry=ar"+br ™", n=0,1,2---;

la richiesta u = R(r) ©(f) sia regolare implica che b = 0. In definitiva,
otteniamo le seguenti soluzioni di (3.20):

Up =1"(Cp e e, efme), neN, uy=cg.
Sovrapponendo queste soluzioni, possiamo quindi concludere che la serie

u= ch e >0, —r <0 <,
neL
e soluzione di (3.20).

Dobbiamo ora determinare le costanti ¢, € C in modo che questa u
soddisfi (3.21): si deve porre

f(0) = ch r(|)n|em9 —r<f<m.

nez
Otteniamo allora che
) 1 /7 .
el = fn)= o= | £0) a0, e,

e dunque la formula:

In
£ r inf
. = — > - < .
(3.25) u E f(n)<ro> e, r>0, —n<f<m

nez
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Se, per esempio, S |f(n)| < oo, la serie in (3.25) converge uniformemente
nez

ad una funzione continua in D e derivabile infinite volte in D, u risulta
dunque la soluzione cercata del problema (3.20), (3.21), o (3.19).

Ricordandosi la definizione del nucleo di Poisson (3.17), con qualche
modifica dalla (3.25) possiamo ottenere la formula:

g /” fp) do

R a2 =2rrgcos(d — @)+ 13

Infine, utilizzando gli argomenti a margine della formula (3.17), se f & con-
tinua su 0D, possiamo concludere che la formula precedente fornisce una
soluzione u € C°(D) N C?%(D) del problema (3.19).

Esempio 3.6.2. Consideriamo il seguente problema per 1’equazione del
calore:

(3.26) Up = Ugg + Uyy, (2,y,1) € Q x (0,00),
(3.27) u=f, (x,y,t) € Q@ x {0},
(3.28) u=0 (z,y,t) € 02 x (0,00),

dove & un dominio limitato di R? con frontiera abbastanza regolare.

Cerchiamo prima soluzioni del tipo u(z,y,t) = U(x,y)T'(t) ed ottenia-

mo:
Upe +Uyy T )
U T

dove A € R. Tenendo conto di (3.28) possiamo scrivere che U e T devono

soddisfare le condizioni

(3.29) Upz +Uyy + AU =0 in Q, U=0 su 09,
e
(3.30) T —XT =0 se t>0.

Dimostreremo nel paragrafo 7.8 che il problema (3.29) ammette un’in-
finita numerabile di soluzioni non identicamente nulle U,, corrispondenti a
certi valori A\, tali che 0 < Ay < Ao < .-+ < A, < - . Tali soluzioni U,,
opportunamente normalizzate, formano una base dello spazio L?(€2).

In corrispondenza dei valori A, I'equazione (3.30) ha le soluzioni:
T, (t) = ¢, et

dove ¢, € R. Sovrapponendo le soluzioni elementari u, = U,(x,y) T, (t),
otteniamo:

@,y t) = 3 en Un(a,y) e,

neN
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che chiaramente soddisfa (3.26) e (3.28). La (3.27) sara soddisfatta se
Z Cn Un(l‘,y) = ’U,(CU7y,0) = f(xay)7 (J},y) € Q7
neN

poiché le U,, formano una base di L?(Q2), avremo che

e = / F(@,y) Un(a,y) dedy = f,
Q

e quindi

neN
¢ la soluzione cercata del problema (3.26)-(3.28).

Si osservi che, nel caso in cui €2 sia un disco D, le soluzioni del problema
(3.29) possono essere costruite sempre per separazione delle variabili, dopo
aver riscritto ’equazione differenziale in (3.29 in coordinate polari:

1 1
Uy + - U+ = Upg+AXU=0 r>0, —7<0<m.
r r

Procedendo come nell’esempio precedente, separando le variabili, troveremo
le soluzioni elementari Uy, x = Ry, A(7) e dove Ry, A(r) soddisfa

n2

1
R'+> R + </\—2>R_0, 0<r<rg.
r r
Soluzioni opportunamente regolari di questa equazione sono

Ry A(r) = Jn(\f)\r), n=20,1,2,--,

dove J,,(z) soddisfa I’equazione di Bessel:
1 2
J 4+ = T+ (1—n2>R:0;
z z

risulta che

o (—1)F 2\ 2k+n
J"(Z):;)k!(wrk)! (5)

— la funzione di Bessel di ordine n.

Dato che la condizione sul bordo in (3.29) implica che R(rg) = 0, si
dovra avere:

Jn(VArg) = 0.
La funzione J,, ha un’infinitd numerabile di zeri
OS]O,nS]l,nSS]l,nS
In definitiva, otteniamo le soluzioni:

Um,n = Jn(jm,nr/r()) eme’ m,n=0,1,2,...,
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corrispondenti ai valori

2 2
Am,n = JmnTo m,n=0,1,2,....

Esercizi

1.

Sia f derivabile k — 1 volte su T e tale che la derivata (k — 1)-esima f(*~1)
sia assolutamente continua. Dimostrare che f(n) = o(1/n*) se |n| — occ.

. Sia f derivabile k volte su T e tale che f*) € L?(T). Dimostrare che

IS0 f = fll2 = o(1/n*) se |n] — cc.

(a) Calcolare

=

1 —1
- 2miknt/N
N € ’

B
Il
o

dove n, N € Z. R
(b) Dimostrare che se f(t) = Y. f(n)e*™ allora
neZ

N—-1
% > F/N+E/N) =) f(nN)e*™
k=0

ne”L

. Sia E C (0,1) misurabile secondo Lebesgue e sia {x,, } nen una successione

di numeri reali. Dimostrare che

DO |

lim cos?(mnt + x,) dt =
n——+o0o

E

. La successione S, f converge ad f in LP(T) con 1 < p < oo se e solo se

esiste una costante Cp, indipendente da n, tale che

1Snfllp < Coll £l

per ogni f € LP(T).2

Sia C°(T) lo spazio di Banach delle funzioni continue su T con la norma

L™, sia D, il nucleo di Dirichlet e sia S, f = D,, x f. Dimostrare che

(i) il funzionale lineare S, : C°(T) — C definito dal valore di S, f in

t =0 ha norma ||S,| = ||Dnl|1;

(i) lim [[Dyll1 = oc;
n—oo

(iii) esiste un sottoinsieme E C C°(T), che ¢ intersezione numerabile di
sottoinsiemi densi in CY(T) tale che

lim |S,f(0)| = o0
n—oQ
per ogni f € E. 3

2S'uggerimento: usare anche il teorema di Banach-Steinhaus.
3Suggerimento: usare il teorema di Banach-Steinhaus.
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7. Sia a € (0,1); si dice che f: R — R ¢ holderiana di esponente a su T se

10.

¢ l-periodica ed esiste una costante L > 0 tale che
|f(t) = f(m)| < L|t —7|* per ogni t,7 €R.

Sia X lo spazio C%*(T) delle funzioni 1-periodiche e holderiane di
esponente a dotato della norma

Il =171 + sup W f e coo(m),
72-#7_7

e sia Y lo spazio di Banach (CO(T), || - [|eo)-
(i) Dimostrare che X & completo.
(ii) Dimostrare che esiste una costante C, tale che

I1Snflly < Callfllx perogni fe X

(iii) Dimostrare che S, f converge uniformemente ad f se f € X.

Con il metodo della separazione delle variabili, determinare I'unica solu-
zione del problema:

Up = Ugy in (0,a) x (0,+00),

u(z,0) = f(x) per z € [0,al,

u(0,t) = u(a,t) =0 per t € (0,400).
Dimostrare che una funzione a variazione limitata e la differenza di due
funzioni crescenti e non negative.

(i sono funzioni a variazione limitata che non sono continue e funzioni
continue che non sono a variazione limitata.

4Sugge7"imento: usare il teorema di Banach-Steinhaus.






Capitolo 4
Trasformata di Fourier

4.1. Generalita

In questo capitolo lo spazio LP(RY) indichera lo spazio di Banach delle
funzioni a valori complessi con modulo a potenza p sommabile in RY.

Sia f € L'(RN); la trasformata di Fourier di f ¢ la funzione:

(4.1) f() = / f(x) e 2mivEd,
RN

dove x-& = x1& + - - - + xn€n. Le proprieta elementari della trasformata di
Fourier sono analoghe a quelle dei coefficienti di Fourier.

Teorema 4.1.1. Siano f,g € L*RYN), a,8,€ C, A > 0, h € RY ¢ sia
U € O(N) una trasformazione ortogonale.

Allora:
(i) Oéf/-i-\ﬁg =af + B9 (linearita);
(i) |fllo < |Ifll1 € f & continua;
(iii) lim f(§) =0 (Riemann-Lebesgue);
€] =00

(iv) Frg=f 5
(v) Tnf (€) = [(&) e7*mM%;
(vi) Ruf =Ry, dove (Ruf)(x) = f(Us);
(vii) Drf = A"NDy-1 f, dove (Df)() = f ().
Dim. La (i) e la prima di (ii) seguono dalle proprieta elementari dellinte-

grale di Lebesgue. La continuita di f segue dal teorema della convergenza

7
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dominata dato che f(x) e=2™%¢ — f(x) e~ ?™*€0 quasi ovunque se & — &
e |f(x) e8| <[ f(2)].
La (iii) si dimostra esattamente come il Lemma 3.2.3.

Con il teorema di Fubini ed un cambiamento di variabile otteniamo:

RN \RN

Txg©) = [ | [ fl@—y) gy dy> e=2min € gy —

= [| ) f@-y) 6‘2””“"56156> 9(y) dy =

RN \RN

= (f f(2) 6‘2’”"56&> (f 9(y) e””“c@) =
ARN RN
= f(§) 9(f),

e cioe la (iv).

La (v) e la (vii) seguono dalla definizione con un facile cambiamento di
variabile.

Dato che U*U = I (U* & la matrice trasposta di U ed I & la matrice
unita) e (Uy) - € = y - (UE), con il cambiamento di variabile z = Uy,
otteniamo:

—

Ruf(&)= = [ f(Uz) e 8da =
- R}; fly) ey = [ fly) emmv 0y =
= I?(Ug)a -
cioe (vi). O

4.2. La classe di Schwartz

A differenza di quanto accade per il toro T, L*(R™) non contiene LP(R") per
p > 1 e quindi non ¢ possibile definire, con la formula (4.1), la trasformata
di Fourier di una funzione di LP(RY). Nel seguito vedremo come essa si
definisce per funzioni di L?(R™); nel frattempo, introduciamo una classe di
funzioni molto utile, dato che ¢ invariante rispetto alla trasformazione di
Fourier.

Sia Ng = NU{0}. Una funzione f sta nella classe di Schwartz, S(RY), se

¢ differenziabile infinite volte e se, per ogni multi-indice o, 8 € Név , risulta
finito il numero:

Pas(f) = sup [x*DP f(x)|.
z€RN
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Figura 1. \f(f)|2 quando f(z) = % X_a,a) ().

In questa formula si intende che, se a = (aq,...,an) e g = (B1,...,06n),
allora

Bl
% — 2% L ON o Dﬁf(l‘): f(x) ’
1 N o2t BN
l’l .« o e al’N
dove |B] = B +--- + Bu.
Questa classe contiene la classe C§°(RY), ma anche funzioni del tipo
e~ 17* che non hanno supporto compatto.

La famiglia numerabile di seminorme {p, 5(f)} ny definisce una to-

a,B€
pologia nello spazio S(RY) : si dice che una successione f,, converge a 0 se
e solo se per ogni «, 8 € Név

Jim po(fn) = 0.
E chiaro che S(RV) & contenuto in ogni LP(RY).

Una semplice ed importante proprieta della trasformata di Fourier ¢ la
seguente.
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Teorema 4.2.1. Se f € S(RN), allora anche f € S(RN) e risulta:

(4.2) Fo,(€) = 2mi & f(€), j=1,...,N,
(4.3) —2mi 2 f(€) = fe,(€), j=1,...,N.

Dim. Integrando per parti rispetto alla coordinata x;, otteniamo che f;] &)
¢ uguale a

+oo
. “+o00 . S
/ ([£@) et ]~ tomig, / Fla) ey ) e 2T
—o0

RN-1

A~

dove si intende dac;- =dx1---drj_1drjiq---dry, e quindi a 2w §jf(§).

La (4.3) segue facilmente derivando rispetto a &; sotto il segno di inte-
grale la formula (4.1).

Iterando le formule (4.2) e (4.3), si ottiene:
(~2ri)l*l D3 )(€) = (2m)/*! € D7 f(©)

da questa segue che

sup [€2Df(¢)|

EERN

& finito per ogni v, 8 € NY, dato che D?(zf) € L*(RN). Percid f € S(RY).
U

Lemma 4.2.2 (Trasformata di una gaussiana). Sia e > 0 e sia g. : RV — R
definita da

(4.4) ge(z) = el
Allora
—~ _N _mg2 _N
(4.5) §-(§) = ze =7 2g, (¢).

%gl(%) per la (vii) del
Teorema 4.1.1; bastera quindi dimostrare il Lemma quando € = 1.

Dim. Poiché g. = D\@ g1, si avra g.(§) = ¢~

Per il teorema di Fubini, dato che
N 2
91($) = H e ™,
j=1

bastera dimostrare la tesi quando N = 1.

77‘('1'2

La funzione g(z) = e sta nello spazio si Schwartz S(R) e soddisfa il

problema di Cauchy:
g +2rx g=0, g(0)=1.
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Applicando le formule (4.2) e (4.3), abbiamo che g soddisfa la stessa equa-

zione ed inoltre:
g(0) = /g(m) dx = /e_mj2 dr = 1.

R R

Per la parte unicita del teorema di Cauchy, concludiamo. [l

4.3. La trasformata di Fourier in L*(RY)

Teorema 4.3.1 (Identitd di Plancherel). Sia f € S(RY). Allora vale l'i-
dentita di Plancherel:

(4.6) 1Fll2 = 11£1l2-

Inoltre, Uapplicazione F : S(RY) — S(RN) ¢ L2(RYN) definita da F(f) = f
ha un’unica estensione lineare a tutto L*>(RY) e per questa estensione vale
ancora Uidentita di Plancherel, cioé la (4.6) vale per ogni f € L*(RN).

Infine, se f,g € L>(RN), vale Uidentita di Parseval:

(4.7) /f o) do = [ 76 5 de.

Dim. Sia g. la funzione definita in (4.4). Poiché fe S(RM), allora I'integrale

flf §) d§ =

f 9=(8) (f f(z) 6—2m‘ac~§dx> (f m 627riy~fdy> de.
RN RN RN

Poiché f(z) f(y) g-(€) & una funzione sommabile in R*Y, possiamo applicare
il teorema di Fubini ed ottenere:

/|<|% ) de = / 0:(6) F(2) Fg) & @D Edr dy de =

/uw fle) (y)(/RN ge(&) e gdi) dx dy =

f(@) f(y) ge(z —y)dxdy =
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dove la convoluzione e~ g1/e * f converge in L?(RN) ad f (infatti
e g1/ ¢ un nucleo di sommabilita). Nella quarta uguaglianza si & usato il
Lemma 4.2.2.

Dunque

iy [ 17(6)Pg-(6) de = lim(e ¥ gy 00 £.0) = 171

e—0

Dato che |f(€)2g-(¢) converge crescendo a |f(£)|? per ¢ — 0, per il
teorema di Beppo Levi, risulta:

ti [ 17©Pa-(6) de = 713
RN

e quindi dalla precedente formula segue (4.6), per ogni f € S(RV).

Lo spazio S(RY) & denso in L2(RY); se f € L*(RY) esiste quindi una
successione di funzioni f, € S(RY) tale che | f, — f|l2 — 0. Osservando
che ||fn — fmllz = |l fn = fmll2, si conclude che la successione {fytnen ¢ di
Cauchy in L?(R") e quindi converge ad una funzione di questo spazio, che
indichiamo con f — la trasformata di Fourier di f in L?(RYM). Notiamo
che questa definizione non dipende dalla successione scelta: se {gn}nen €
un’altra successione che converge ad f in L%(RY) e se g,, convergesse ad una
g, si avrebbe:

Hf _§||2 = lim ||fn _§n||2 = lim ”fn _gnHQ = 0.
n—00 n—00

E chiaro inoltre che, con questa definizione, f soddisfa (4.6) e che I'applica-
zione f — f & lineare su L?(RY), essendolo su S(RY).

Infine:

ff 9(z) dz = (f.9) =

%UV+m@+Mf+mm (L+DISI3 - (1+3)lgl3) =
%Ou+m@+wf+@@ (D3~ @+ a)lgl3) =
= [ 1) 3§ de,
RN
e quindi la (4.7) & provata. O

Osservazione 4.3.2. E chiaro che, per definire la trasformata di una fun-
zione in f € L2(R"), non & necessario che le sue approssimanti siano nella
classe S(RY) : possiamo approssimare f con funzioni pitt 0 meno regolari —
per esempio in L'(RY) N L?(RY) — ottenendo lo stesso risultato.
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Per esempio, le successioni

= / f(z) e 2L Iy

|z|<n

= /f(x) COS(|CL“2/n) 6_|x‘2/”e—27riw~§dx
RN

convergono allo stesso limite f in L?(RY), anche se non & detto che con-
vergano quasi ovunque. Si pud comunque dire che f, e g, contengono
sottosuccessioni che convergono quasi ovunque ad f.

Teorema 4.3.3 (Formula di inversione). Per f € L?*(RY), si definisca
C(f)(x) = f(—x) — la riflessione di f rispetto all’origine.

Allora F2 = C e quindi f = CF(f) per ogni f € L2(RN). In particolare,
se f € L2(RN) e f € LYRN), risulta:

(48) f(x) = / f(€) e g

quast ovunque.

Dim. Sia {fu}nen C S(RY) una successione convergente ad f in L2(RV) e
sia g, definita da (4.4) con A = € cosicché g. = 5_%91/5. Risulta:

fge - fn() =
{an (fge 27”“”“) dy =

f ga e2miz-§ <J‘ f —27riy'§> d§ =
RN
f gs n 2mxfd£'

Da questa, dato che f, = f e fn — F(f) in L2(RN), e dato che sia g. che
- sono funzioni di L?(RY), facendo tendere n — oo si ottiene:

(4.9) / Gy — ) f(y) dy = / 6:(6) F(F)(E) 2=,
RN RN

La (4.9) si puo anche riscrivere cosi:

G- * f(z) = CF(g-f)(x).
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La conclusione segue allora osservando che g.x f — f in L?(R™) per ¢ — 07,
perché g. & un nucleo mollificatore, e che g. f — f in L?(RY), per il Teorema

della Convergenza Dominata.
Infine, se f € L'(RY), osserviamo che g.f — f in L'(RY) e quindi

N

CF(gef) converge uniformemente alla funzione continua

Fi)w) = [ F e ag,
RN
mentre g- x f converge q.0. ad f a meno di sottosuccessioni. O

4.4. Nuclei di sommabilita

Il problema di ricostruire una funzione dalla sua trasformata di Fourier e
analogo allo stesso problema per le serie di Fourier. Si vuole determinare se
e in che senso

R—o0

lim / F(6) @t = f(a),
Br

dove Bp € la palla di raggio R centrata nell’origine.
Definiamo I’ operatore di troncamento Sg con la formula:
Srf =XB,f
— l"analogo delle somme parziali, per le serie di Fourier. Il nostro problema
allora equivale a determinare se ed in che senso
lim Sgpf=f.
R—o

Osserviamo subito che il teorema di Plancherel e la definizione di Sg
implicano subito:

ISrfll2 = 1Sk fll2 = IX8,fll2 < |1 £]2
e quindi
1Sefll2 < |1 f]l2-

Questa disuguaglianza, per un risultato analogo all’esercizio 5 del capitolo
2, implica che Sgf — f in L?(R"). La convergenza puntuale o in LP(RV),
p # 2, di Sgf e piu delicata e non ce ne occuperemo.

Se N =1, allora

(4.10) Srf(z) = Drx f(z),
dove Dg ¢ il nucleo di Dirichlet:
R
; in(27 Rx)
D — 27rw§d — SIII( )
nla) = [ i = TR

-R
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Anche se Dg ¢ L'(R), risulta che Dg € L4(R) per ogni ¢ > 1, allora (4.10)
ha senso quasi ovunque se f € LP(R), 1 < p < oo, per la disuguaglianza di
Young per le convoluzioni.

Per la trasformata di Fourier, il metodo di sommabilita alla Cesaro con-
siste nel considerare le medie degli operatori di troncamento Sg rispetto al

parametro R :
R

1
orf(z) = R/Srf(ac) dr.
0
Se N =1, allora

orf(x) = Frx f(),

dove Fr ¢ il nucleo di Fejér:

R
1/Dr ) dr = sin (ﬂ'Rl').
0

IDO

R(7x)?

Il nucleo di Fejér & sommabile e quindi orf converge ad f in LP(R), se
f € LP(RY), ed uniformemente ad f se questa & continua e limitata.

Altri due metodi di convergenza sono quello di Abel-Poisson e quello di
Gauss-Weierstrass. Il primo corrisponde allo studio della convergenza per
s — 07 delle funzioni:

(411) u(as) = [ F&) epmldirninag
mentre nel secondo si studia la convegenza per t — 07 degli integrali:
(4.12) at) = [ fe) e e nincag

RN

Per quanto dimostrato nel Lemma 4.2.2, possiamo subito scrivere che

h(z,t) = Hy * f(x),
dove

. 2
(4.13) Hy(z) = t~N2e %

e il nucleo di Gauss-Weierstrass.
In modo analogo,
u(zx,s) = Psx f(z),
dove P; ¢ il cosiddetto nucleo di Poisson calcolato nel Lemma 4.4.1.

Con le solite osservazioni sulle convoluzioni con nuclei di sommabilita,
potremo concludere che u(-,s) — f per s — 07 e h(-,t) — f per t —
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0% in LP(RY) o uniformemente se f € LP(RY) o f & continua e limitata,
rispettivamente.

Lemma 4.4.1 (Trasformata del nucleo di Poisson). Per z € RY e s > 0
sia

(4.14) ps(x):w—Nz“r<N;r1> ( A

52 [zf?) 2
— il nucleo di Poisson in RYTH = RN x (0,+00) — dove

—+00

I(z) = /:L‘z_le_”da:

0

definisce la funzione gamma di Eulero per z € C, Re(z) > 0.
Risulta:

A~

(4.15) Py(6) =e 2™kl 2 e RN, s> 0.

Dim. Dimostriamo prima il caso in cui N = 1. Dalla formula di inversione
e da (4.15), risulta:

Pa) = [ Bu(e) et —

+o00 0
— / 67271's§+27rix§d§ + / e27rs§+2m'x§d§ —
0 —00
1 1
= — + — =
2r(s —iz)  27(s +ix)
1 s
o s2 42?2’

cioe la (4.14).

Sia ora N > 2. Con il cambio di variabile x = sy, abbiamo che

—2misy-€
S iz e
/ N1 © 2 ZIgdﬂjz/ N+1 dy.
S @) S

Osserviamo ora che la funzione (1 + |y|?)~(V+1/2 di cui si fa la trasformata
¢ a simmetria radiale, cioe € invariante per rotazioni; la sua trasformata e

quindi a simmetria radiale per la proposizione (vi) del Teorema 4.1.1. Questo
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ci permette di scrivere:

—2misy1[¢]
s o e
/ 2 2N+1€27"W5dg;:/ deyl'”dy]v:
S e VANTEVEE
—+00
/ e~ 2misy1[¢] / dy2“.dyjlvv+1 dy .
(L )

—0o0
Poniamo p? = y5+- - -+y]2V e a’ = 1+72. Dall'ultima uguaglianza, passando

a coordinate polari nello spazio RNY~! otteniamo:

+oo +oo
) ) N72d
/ S — e 2miTE J 0 — WN_1 / e—27rzsy1|§| |:/ p /@ dy1,
(2 +1a?) ™ J /(@4 )

RN
dove wy_1 indica la misura della sfera unitaria in RV—1. Da questa ugua-

glianza, con il cambio di variabile p = ar, abbiamo che

(4.16) / : S ey =

2 o\ ML
Jo (e
400 “+00
N-2
o r dr
wN1/ e~ 2misyilél gy, / o | =
e ) a (14+7r2)2
+oo
—2misy: |§]
WN— e WN—
=N / g dyp = e,
— + v N-1
— 00
dove si e usato il fatto che
+o0o
/ rN=24r 1
J (1+72)"2 N1
e che
+Ooef27risy1|£|
/ ————— dy1 = me~2mslél,
1+yg

—00
Quest’ultima formula segue dalla (4.15) per N = 1 (che abbiamo provato

all’inizio di questa dimostrazione).

Osservando che
N+1
WN-1 ™ 2
’n' =
V=17 Ty

si conclude.
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4.5. La formula di addizione di Poisson
Il seguente risultato mette in relazione serie e trasformata di Fourier.

Teorema 4.5.1 (Formula di addizione di Poisson). Sia f : R = R con la
proprieta che esistono due costanti positive A e § tali che:

A N A
(4.17) |f(z)] < W e |[fEI< W
Allora risulta:
(4.18) Z flt+n)= Z f(n) ™™ per ogni t € R.
neL neL

Dim. Si noti dapprima che, valendo (4.17), sia f che f sono sommabili e
quindi, per laffermazione (ii) del Teorema 4.1.1 (e per la formula d’inver-
sione), sia f che f sono continue. Osserviamo inoltre che le ipotesi (4.17)
implicano anche che le serie di funzioni in (4.18) convergono uniformemente,
la prima su ogni intervallo chiuso e limitato, mentre la seconda su tutta la
retta reale.

La funzione

g(t) =Y f(t+n)

nez
¢ periodica di periodo 1; calcoliamo i suoi coefficienti di Fourier:

1

1
g(k) _ g(t) e—27riktdt _ Z f(t+n) e—27riktdt —
f /

nez 0
ni-1 n+1
Z / f(.fl?) efQﬂik(xfn)dx — Z / f(ID) e 2mike g0
nez o, nez
+oo
[ #@) e s = ),

Nella terza uguaglianza si € posto x =t +n e nella quarta si € osservato che
2mikn
e =1

Percio:

g(t) = S 5(n) et = 37 f(n) >,

nez neL

cioe la (4.18) e provata. O
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Esempio 4.5.2. Applichiamo la formula (4.18) alla funzione (4.14) ed alla
sua trasformata (4.15) per N = 1. Risulta:

s 1 _ —2ms|n|+2mine __
2 @w—np Z° -
™ S —
nes nez

1 e—27r(s—i:p)

1 — e—27(s+ix) + 1 — e—2n(s—iz)’

e quindi

2: 1 (1 —e ) 1
= s2 4+ (xr—n)? s 1+ e 47ms — 2e=275 cos(2mx)

Fissato = ¢ Z, facendo tendere s a 0 in quest’ultima formula, otteniamo:

Yot T

A G n)?  sin?(7x)

Questa formula, che si puo ottenere anche con metodi di analisi complessa,
¢ estendibile a tutto il piano complesso (eccettuati gli interi sull’asse reale):

> i
A G n)?  sin?(mz)’
Osservando che
o0 o
1 1 2 1
Z 5+ Z 2 a2 -2
—(x-n)* —(r+n) sin(wx) @

e facendo tendere x a zero, ritroviamo la ben nota formula:

o
S
==
n 6
n=1
Osservazione 4.5.3. La formula di addizione di Poisson puo essere usata
per dimostrare un’identita notevole per la funzione zeta di Riemann

=1 1 1
n=1 p primo

Applichiamo infatti (4.18) alla gaussiana g,(z) = e ™" ed otteniamo

che
Z e—frtn2 _ \}z Ze—an/t.

ne”Z ne”L

Definendo la funzione theta di Jacobi come

1 , 1 <
0(r) =5 > T — 5+ > T,
n=1

nez
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I'ultima identita si puo scrivere cosi:

1
(4.20) 0(it) = W 0(i/t).
Ricordando la definizione della funzione gamma di Eulero
(4.21) [(s) :/ tle7tdt, Re(s) >0,
0

per Re(s) > 1 otteniamo:
o0

m°T(s)C(25) = Z/O (ﬂnQ)St‘Sletdt—Z/o Lo gy —
1 n=1

n—

o0 1
/ 57 0(it) — = | dt =
0 I 2

s |1

00 r 1
/ 571 16(it) 21 dt+/ t5710(it) dt — ©
1 2 0 2

0

1 1 1 1
57 0(it) — = | dt t 570 /t) dt — — =
/1 (Z ) 2 +/1 (Z/ ) 2s

o0 1 1 1
s—1 | 41/2—s—1 L .
/1 (t it ) [9(”) 2} S ~ T2

dove abbiamo usato 'identita (4.20) all’ultimo passaggio. Percio, sostituen-
do s/2 al posto di s, abbiamo:

75/ (s/2)((s) = /oo (27 4 10-021) [G(it) - ;] dr— -
1

s 1l—s

S

Da questa formula, ponendo £(s) = 7%/2I'(s/2)((s), segue allora 1identita
cercata:

§(s) =¢&(1—s).

Con un piccolo sforzo ulteriore, si puo dimostrare che (i) £(s) puo essere
estesa ad una funzione meromorfa su tutto C con poli semplici in s =0 e 1;
(i1) £(s) —1/s—1/(1—s) & limitata su ogni striscia {s € C: a < Re(s)} < b,
a,b € R (si veda [GM)]).

E il caso di ricordare che la funzione zeta di Riemann ¢ la protagonista
della piu celebre congettura matematica rimasta ancora insoluta — ’ipotesi
di Riemann:

ogni radice complessa dell’equazione ((s) = 0 ha parte reale uguale a %

Esercizi

1. Sia f € LY(RY). Se f ¢ anche hélderiana con esponente o,0 < o < 1,
allora f(§) = O(|¢]~%) per [¢] — +o0.
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2. Dimostrare che se f : RY — C ¢ tale che

A

per qualche coppia di costanti positive A e §, allora per ogni « € (0, 9),
f & holderiana con esponente a.

3. Usando la trasformata di Fourier, trovare una soluzione u(z,t) del pro-
blema:
Up = Ugpy in R x (0,4+00),
{ u(z,0) = f(z) zeR
4. Usando la trasformata di Fourier, trovare una soluzione u(z,t) del pro-

blema:
U — Ugy = F(z,t)  in R x(0,+00),
u(z,0) = f(x) x €R.

5. (Alcuni integrali notevoli). Calcolare gli integrali

o0 +0o0 o3
2 sinx
/ e " dr, / dx
— 00 0 X

e calcolare il volume della pallina B(0,1) ¢ RV,

1
6. Calcolare la somma Z v
neN
7. Mediante la trasformata di Fourier, risolvere I'equazione u — Au = f in
RN,






Capitolo 5

Cenni sulle
distribuzioni

5.1. Qualche motivazione

La teoria delle distribuzioni si ¢ sviluppata per varie esigenze. Una di queste
¢ il trattamento delle forze impulsive. Come sappiamo dalla Fisica, la velo-
cita di cambiamento della quantita di moto p & uguale alla forza F' applicata,
in formule dp/dt = F. Una forza impulsiva ¢ una forza molto intensa che
agisce in un intervallo di tempo molto breve [¢,t+ h|. L’impulso di tale forza
¢ definito da I = [ F(t) dt, cosicché p(t + h) = p(t) + I. Quando h — 0,
possiamo pensare idealmente ad una forza che agisce istantaneamente e che
provoca un salto della quantita di moto p. Formalmente, tale forza idea-
lizzata € nulla, tranne che ad un certo istante, per esempio ¢ = 0, ma ha
impulso totale non nullo, cio¢ [ F(t) dt =1 # 0. E chiaro che nessuna fun-
zione puo avere questo comportamento: c’e percio bisogno di un concetto
generalizzato di funzione.

Un’altra motivazione ci viene ancora dalla Fisica. Supponiamo che u(z)
sia una grandezza fisica che dipende da un parametro x. Sappiamo che &
impossibile misurare i valori di u punto per punto: infatti ogni strumento di
misurazione non puod aumentare la sua precisione indefinitamente. Questo ¢
vero nella Meccanica Classica, ma € ancor piu vero in Meccanica Quantistica
dove i valori puntuali di un campo potrebbero non esistere. Si pud pensa-
re perd di misurare delle medie della grandezza u, [u(z)¢(x) dz, rispetto
a funzioni peso abbastanza regolari (non e forse cio che fa, per esempio,
l'occhio umano nel decidere il valore di una lunghezza?)



94 5. Cenni sulle distribuzioni

La grandezza & “osservata” come se fosse un funzionale lineare
¢ /u(m)qﬁ(m) dx.

E anche ragionevole richiedere che le funzioni peso ¢ abbiano supporto com-
patto: quando osserviamo una grandezza lo facciamo solo localmente. Infine,
a misurazioni “vicine” vogliamo che corrispondano risultati “vicini”. In altre
parole, assumeremo che il funzionale “osservato” sia continuo.

5.2. Generalita

Sia Q C RY un aperto. Indichiamo con D(Q) lo spazio delle funzioni test,
cioe lo spazio delle funzioni di C§°(£2) con la seguente nozione di convergenza:
una successione {¢,}nen C C°(2) converge in D(2) ad una ¢ € C§°(Q)
se e solo se esiste un compatto K C 2, contenente tutti i supporti delle
funzioni ¢,,, tale che per ogni multi-indice o € Név risulta che

D%p,, — D¢
per n — oo uniformemente su K. E chiaro che D() & uno spazio vettoriale.

Una distribuzione T & un funzionale lineare su D(§2) che ¢ continuo
rispetto alla convergenza in D(f2), cioé se per ogni successione di funzioni
¢n, convergente in D(2) ad una funzione ¢ si verifica che T'(¢,,) — T(¢).

In altre parole, una distribuzione ¢ un elemento del duale D'(Q2) di D(Q).
In seguito, l'azione di una distribuzione 7' € D'(Q2) su una funzione test
¢ € D(Q) sara indicato con (T, ¢).

Si dice che una successione di distribuzioni T,, € D'(Q2) converge in D'()
ad una distribuzione T' € D'(Q) se T,,(¢) — T(¢) per ogni ¢ € D(Q).

Esempio 5.2.1. (i) La delta di Dirac. Sia 29 € e sia 05, : D(Q2) — R
tale che

(20, @) = 6(z0) per ogni ¢ € D(Q),

E facile verificare che d,, € D'(Q); 84, si dice la delta di Dirac concentrata
in xg.

(ii) Funzioni localmente sommabili. Sia 1 < p < oo; una funzione
misurabile f : Q@ — R appartiene ad L{, () se ||f|lzr(x) < oo per ogni

compatto K C €. Una successione di funzioni f, € L () si dice che

converge in L () ad una f € L! (), se f, — f in LP(K) per ogni

loc loc

compatto K C Q.

p
loc

Ogni funzione f € L
posizione:

(€2) definisce una distribuzione Ty tramite la

(Tf,¢):/f-¢dx per ogni ¢ € D(Q).
Q
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(iii) Misure e distribuzioni. Ogni misura di Borel p su Q, finita sui
compatti, definisce una distribuzione 7}, su (2 :

(T, ¢) = /(;5 dp per ogni ¢ € D(Q).
Q

Proposizione 5.2.2. Un funzionale lineare T : D(2) — R appartiene a
D' () se e solo se per ogni compatto K C Q esistono un intero n = n(K,T)
ed una costante ¢ > 0 tali che per tutte le ¢ € D(Q) con supporto in K
risulta che

(5.1) (T, ) <c ) max | D).

laf<n

Dim. E chiaro che se vale (5.1) allora T & continuo.

Viceversa, supponiamo che (5.1) sia violata per qualche compatto K.
Per ogni intero n e costante ¢ > 0 possiamo trovare ¢, . € D(Q) tale che

(T, fne)l > ¢ Y max|[D%p.l-
la|<n

Posto
. b

1
S max | D]
lal<n K

si ottiene allora che
1
(T ) >1 e Y max | D] < .
la|<n

Percio ¢, converge a 0 con ogni sua derivata, uniformemente in K, ma
(T, ¢p,) non converge a 0. O

Se esiste ¢ > 0 tale che (5.1) si verifichi, si dira che T' ha ordine n in
K . Se T ha lo stesso ordine n su ogni compatto K C €, si dira che T ha
ordine n in 2. Una distribuzione ha ordine finito su §2 se ha ordine n su 2
per qualche n.

Proposizione 5.2.3 (Le funzioni sono univocamente determinate come
distribuzioni). Sia f € L{ (Q) tale che

loc

/f¢dx—0 per ogni ¢ € D(Q).
Q

Allora f = 0 quasi ovunque in €.
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Dim. Sian € N e sia Q, = {z € Q : dist (z,09) > 1}. Sia j € D(RY) con
Jg~ j(z) dz =1 e supp(j) € B(0,1). Poniamo inoltre j,(z) = n™j(nz) e
¢(y) = jn(x —y).

Fissato v € N, se n > v ed z € Q, abbiamo che ¢ € D(Q) (dato che
supp(¢) C x + B(0,1/n) C Q) e quindi

Jux f( /f W) inlz — dy—/f

per l'ipotesi. Poiché j, x f — f in ogni L!(K) con K compatto contenuto
in ,, allora f = 0 q.0o. in K e quindi anche in ,. Si conclude, facendo
tendere v ad oo. O

5.3. La derivata distribuzionale e gli spazi di Sobolev
Siano o € NYY, |a| = Zévzl aj, e T € D'(Q). La distribuzione
glelT
©0xft - 0xyY
definita da
(DT, ¢) = (~1)°(T, D*¢), ¢ € D(Q),
e la a-sima derivata distribuzionale di T.
Se f € CY(Q), otteniamo

0, T7.0) = ~(T1.00,0) =~ [(@,0)f do =
Q
- / 9, (6) — 6 By, f] de = / (00, )6 da =
Q Q
= <T61jf,¢>,

dove si e usato il Teorema della Divergenza nell’ultima uguaglianza. Dunque
la definizione di derivata distribuzionale estende quella classica.

Si noti che con questa definizione ogni distribuzione risulta differenziabile
infinite volte.

Esempio 5.3.1. Sia H(r) = Xjg1)(z) — la funzione di Heavisde. E
chiaro che H'(xz) = 0 quasi ovunque in R.

Calcoliamo la derivata distribuzionale di H :
+o0
(H'0) = (1,0 = ~ [ ¢(a) dz = 0(0),
0

per ogni ¢ € D(R). Percid H' = §y nel senso delle distribuzioni.
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Sial < p < oo esia f e L (Q). Se per ogni j,1 < j < N, esiste
gj € LV (9) tale che

loc

0:,1.9) = [ 9; 6 o
Q
per ogni ¢ € D(R), e cioeé tale che

[ronar=—[46a
Q

Q

per ogni ¢ € D(R), allora si dice che g; € la derivata distribuzionale di f
rispetto a x; e che f € Wlif(Q) WEP(Q) & uno spazio vettoriale.

loc

Lo spazio di Sobolev WP(Q) ¢ W'P(Q) ¢ lo spazio delle funzioni f €

loc
LP(Q) le cui derivate parziali prime nel senso delle distribuzioni sono tutte

funzioni di LP(Q).
Lo spazio W1P(Q) & uno spazio di Banach con la norma

N
o= [ ISR+ 110a, fIE | se 1<p< oo,
j=1

I1f

N

j=1

I/

Inoltre, se 1 < p < oo, si dira che una successione di funzioni f, €
WLP(Q) converge debolmente ad una f € WIP(Q) in WIP(Q), e si scrivera
fn — fin WP(Q), se per ogni g € LP () con 1717+1% =1, gli N +1 integrali

[ot-ndee [ o@ufn—0,0ds 152N,
Q Q

convergono a zero.

Gli spazi di Sobolev W™P(Q) con m > 2 intero si definiscono in modo
analogo.
5.4. Operazioni sulle distribuzioni

Questa utile proposizione ¢ dovuta a P.D. Lax e ci permette di estendere
alcune operazioni elementari alle distribuzioni.

Proposizione 5.4.1 (Estensione di un operatore lineare). Siano L : D(£21) —
D(Q2) e L* : D(Q2) — D(21) due operatori lineari e continui per successioni
che siano uno l'aggiunto dell’altro, cioé tali che

/ L&) wo) dy= | o(a)L*()(x) de
Qo 951
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per ogni ¢ € D(21) ed ogni 1p € D(Qa).
Allora L si pud estendere ad un operatore lineare e continuo di D'(€2;)
in D'(Qq) definito da
(L(T), ¢) = (T, L*(¥))
per ogni T € D'(21) ed ogni 1p € D(Qa).

Dim. Se ¢, — 1 in D(2), allora L*(¢,) — L*(¢) in D(), dato che L*
¢ continuo per successioni, e quindi (T, L*(¢y,)) — (T, L*(¢)); cio dimostra
che (L(T),¢n) — (L(T), %) e cioé che L(T') & una distribuzione.

Se T'= Ty per qualche f € D(£y), allora

(E(Ty), ) = (T, L (0 / f@) L'(0)(w) do = [ L(P)@) - ¥(a) da.
Qo
dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che L* ¢ il trasposto di L sulle

funzioni. Percio L(Ty) = L(f), il che prova che L estende L p.
Infine, se T,, — T in D'(£24), allora

(L(Tn), ¥) = (Tn, L*(¥)) = (T, L*()) = (L(T), ¢),

cioe L e continuo per successioni. O

Esempio 5.4.2. (i) Moltiplicazione. Sia a € C°(Q); 'applicazione
L(¢) = a-¢ di D(Q) in sé ¢ evidentemente uguale alla sua trasposta. Dunque,
per ogni T € D'(Q), a-T & una distribuzione ben definita da (a - T, ¢) =
(T,a- ¢) per ogni ¢ € D(Q).

(ii) Traslazione e riflessione. Siano Q; = Qe Qy = h+Q per h € RY
e sia L = Tj, — la traslazione tale che Tp¢(x) = ¢(x — h); allora L* = T_,.
Per ogni T € D'(Q), la traslata 7,(T) € una distribuzione ben definita da
(Tn(T),9) = (T, T_pb) per ogni ¢ € D(h + Q).

Analogamente, si puo estendere alle distribuzioni I'operatore di riflessio-
ne R, definito da (R¢)(z) = ¢(—=z) per ogni ¢ € D(Q2), che ¢ il trasposto di
sé stesso.

(iii) Operatori differenziali. Sia L = D® definito su D(f2); integrando
per parti |a| volte si ottiene che L* = (—1)1* D Quindi la differenziazione si
estende (come abbiamo gia fatto nel paragrafo precedente) alle distribuzioni.

Avendo gia definito la moltiplicazione, possiamo ricavare la regola di
derivazione di un prodotto a - T :

(On,(a-T),8) = —(a-T,0,,¢) =
—(T.a-0y;¢) = —(T,04;(a- ¢)) + (T, (9z;a) - ¢) =
(a-0y;T,¢) + ((O;a) - T, ),
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cioe Oy, (a-T) =a- 0., T + (0z;a) - T

Se inoltre
m

P(z,D) =Y an(z)D"

|af=0

¢ un operatore differenziale lineare a coefficienti a, € C*°(Q2) allora P manda
D'(Q) is sé stesso con (PT,¢) = (T, P*¢) dove P* & l'operatore trasposto
definito da

m

Z 1)1 D () (2)

per ogni ¢ € D(Q).

(iv) Jacobiano. Se 7 : Q2 — ; ¢ un diffeomorfismo ed L ¢ la
composizione L(¢) = ¢ o n, allora

— / o(n(y)) (y) dy = / o(x) Y(n1(x)) Jac(y ) () dz,
Qo Q1

dove Jac(n~!) & il determinante Jacobiano della trasformazione y = n~!(z).
Il trasposto L* & dunque definito da L*(¢)) = (¢ o 1) Jac(n™1).

Percid, per ogni T € D'(Q1), T on & ben definita da (T o n,9) =
(T Jac(n™) (¥ on™").

(v) Convoluzione. Sia Q = RY e sia ¢ € D(RY). L'operatore di
convoluzione L¢, definito da L¢(¢) = & x ¢ per ogni ¢ € D(RY), manda

D(RY) in sé stesso in modo continuo. Con il teorema di Fubini, si fa vedere
che il suo trasposto L ¢ definito da LZ(l/J) = (RE€) x4 per ogni ¢ € D(RY).

Percio, per ogni T € D'(RY), la convoluzione ¢ « T & ben definita da
(€xT,) = (T, (RE) x ), per ogni ¢ € D(RY).
Per esempio, se T = 9, la delta di Dirac, allora

(€% 6,0) = (5, (RE) 1) = ((RE) x1)(0 /f y) dy = (€,0);

quindi £ x§ = £.
Si noti ancora che
(D*(xT),y) = (~1)llexT, D) = (~1)l°NT, (RE) x D) =
= (=D)NT, D*((RE) %)) = (DT, (RE) » 1) =
= <§ * DT, w).

In maniera completamente analoga, dimostriamo che D*({xT') = (D%E) *T.
Ritornando all’esempio della delta di Dirac, otteniamo che & x D% = D%¢.
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Infine, possiamo definire la convoluzione a destra: L¢(¢) = ¢+ &; questa
si estende ad una distribuzione T ed in piu si ha che

Twe=exT.
Lemma 5.4.3. Sia n € D(RY). Allora
N
nh_{r;on Z (m/n) = /RN n(z) dx.

meZN

Dim. Sia @ il cubo [-1,1] x - x [-1,1] e sia k € N tale che n = 0 fuori del

cubo k Q. Allora
/ n(z)dx = / n(z) dz.
RN kQ

Sia P la partizione definita su k@ dai cubi m + Q/n. Se s(n,P) e S(n,P)
indicano le somme di Riemann inferiori e superiori relative alla funzione 7,
si ha:

s P)<n N S nm/n) < S(n,P)
meZN

e quindi la tesi. O

Teorema 5.4.4 (Regolarita della convoluzione). Se T € D'(RY) e ¢ ¢
D(RN). La funzione f : RN — R definita da
f(@) = (T, To(RE)), = € RY,

¢ di classe C°(RYN) e, come distribuzione, coincide con &x T

Dim. Sia f(x) = (T, Tz(RE)); dato che

ma)IS]Do‘ﬁ( —y) — DY(x — y)| = 0 se n — oo per ogni o € N},
yeR

se x, — x, allora T, (RE) — To(RE) in D(RYN), e quindi f(x,) — f(x), cioe
f & continua.
Analogamente, se A? ¢ Poperatore definito da

¢(z + hej) — o(x)
Y ,

(AJ9)(z) =

osservando che

AJf = (T, Ta AJ(RE))
e che 7T, Ah(Rﬁ) D;(RE) in D(RY) se h — 0, dimostriamo che f €
CHRN) e che D f = <T T D;(RE)). Per induzione segue che f € C"(RY)
per tutti gli n € N ed inoltre Df(z) = (T, T, D*(RE)) per ogni a € NYY
con |al < n.
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Dimostriamo ora che f e £ xT' coincidono come distribuzioni. Sia ¢ €
D(RY); poicheé abbiamo appena dimostrato che f € C*°(RY), allora

(Ty, ) = /w(x) (T, T(RE)) da.

RN

Utilizzando il Lemma 5.4.3, risulta allora che

J V@ TR) de = lim noN T p(R)T, T (RE)) =

meZN

lim (T, 5 (%) T (RE)).

n—o0 mEZN

Si noti che, nella formula precedente, la sommatoria e finita perché fatta
sugli m € Z per cui m/n € supp(v).

Osserviamo ora che
nN Y () Tm(RE) — (RE) ¢ in D(RY)
mezZN

per n — oo e quindi 'ultimo limite & uguale a (T, (R&) xy) = ({xT, ), cioe
f=&xT. O

Teorema 5.4.5 (Lo spazio D(RY) & denso in D'(RY)). Siano j,n € D(RY)
tali che [pn j(x) dz = 1 e n(0) = 1. Siano inoltre j-(z) = e Vj(z/e) e
ne(x) = n(ex).

Allora per ogni T € D'(RN) le distribuzioni n.T,j. x T e n-(jc % T)
convergono a T in D'(RY) se e — 0.

In particolare, dato che n-(j- x T) € D(RY), ogni T € D'(RYN) ¢ limite
in D'(RN) di elementi di D(RY).

Dim. Bastera dimostrare i primi due casi: il terzo seguira con facilita dai
primi due.

E chiaro che Rje € un nucleo mollificatore e quindi (Rje) * ¢ — ¢ uni-
formemente se ¢ € D(RY). D’altra parte, D¥((Rjc) * ) = (Rje) x D¢, per
ogni multi-indice «, e questo converge uniformemente a D¢ per la stessa
ragione. Dunque, (Rj.) * ¢ — ¢ in D(RY) e quindi

<j5 *x T, ¢> = <T, (RJE) * ¢> - <Ta ¢>
Abbiamo ora che

11 - & = Plloo < | lloo max{|n(ex) — 1| : 2 € supp(¢)} — 0,
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se £ — 0. In modo analogo, si dimostra che D(n.-¢) — D%¢ uniformemente
e dunque 7. - ¢ — ¢ in D(RY). Per esempio, dato che

1D;(ne¢) = Djdlloc <
ellDinllocll@llco + 1Dj¢llc0 max{[n(ex) — 1| : = € supp(¢)},
si ottiene la convergenza delle derivate prime.
In conclusione (n. - T, ¢) = (T, n- - &) — (T, ¢). O

5.5. Distribuzioni a supporto compatto

Lo spazio £(€2) ¢ lo spazio metrico completo delle funzioni C*°(Q2) dove
la distanza d ¢ definita come segue. Sia K, una successione crescente di
compatti contenuti in €2, 'unione dei quali sia uguale ad 2. Per ogni n,
definiamo

I8l = > max|D],

|la|<n
per ogni ¢ € £(QN), e

¢ — ¥lln

d(¢7 1/]) = nz:% 2_nma

per ogni ¢, € £().

La seguente proposizione d una prima caratterizzazione dei funzionali
lineari e continui su £(£2) e cioe degli elementi di £'(12).

Proposizione 5.5.1. Sia L : £(Q) — R un funzionale lineare. Allora L é
continuo se e solo se esistono un intero n > 0 ed una costante c tali che

(5.2) (L, 9)| < c||@|ln per ogni ¢ € E(Q).

Dim. Dato che, se ¢p — ¢ per k — oo in £(Q) allora ||¢px — ¢/ — 0 per
ogni m =0,1,..., allora (5.2) implica che

(L, ¢r) — (L, 9)| < ¢l ¢ — Glln = 0,

e quindi L & continuo.

Viceversa, se non valesse (5.2), per ogni intero n e costante ¢ > 0
potremmo trovare ¢, . € £(Q) tale che

(L, dn.e)| > clPn.clln-

Posto
1 fun
n H¢’VZ,71HTL ’

Un
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si ottiene allora che
(L)l > 1 e gl = -
Si noti ora che per ogni intero m > 0 fissato risulta:
Tim [all < lim [l = 0.

Percio, dato che per ogni v € N

v

bl
W< X T+ > 3

m=v—+1
si ha:
=1
fmsupd(n0) < Y0
n— o0 —]
cioe d(1y,0) — 0 per arbitrarieta di v. O

Sia T € D'(Q) e sia w un sottoinsieme aperto di 2; diremo che T' & uguale
a zero in w se (T, ¢) =0 per ogni ¢ € D(w).

Il supporto di T, indicato con supp(7T), & il complementare dell’insieme
dei punti = di  tali che T & uguale a zero in un intorno di x.

Indichiamo con D{(2) l'insieme di tutte le distribuzioni T' € D’'() tali
che supp(T') & compatto.

Lemma 5.5.2. Supponiamo che T € D'(Q) e ¢ € D(Q) abbiano supporti
disgiunti, allora (T, ¢) = 0.

Dim. Per ogni y € supp(¢), dato che y ¢ supp(7T’), possiamo scegliere un
aperto wy C ) contenente y e sul quale 7" & uguale a zero. Sia hy € D(wy)
non-negativa e con hy(y) > 0; possiamo supporre che h, > 0 in w,. Al
variare di y, gli insiemi w, ricoprono supp(¢) e quindi, per la compattez-

za di supp(¢), esiste un numero finito di aperti wy,,...,w,,, che ricoprono
supp(¢); poniamo hj = hy, e, per j =1,...,m, definiamo delle funzioni v,
cosi:
h: m
¢ —L——  in Wy s
=4l jL:Jl Y
0 altrimenti.

Poiche hy + - -+ hy, > 0 su supp(¢), ¥; € C* con supporto in w;. Dato
m

che T' & uguale a zero in wj, allora (T,v;) = 0 e, poiche ¢ = ) 9, allora
j=1
(T, ) = 0. O
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Teorema 5.5.3. Se L : £(2) — R ¢é un funzionale lineare e continuo, allora
L ¢ un distribuzione a supporto compatto. Percio E'(2) C D{().

Dim. Per la Proposizione 5.5.1, esistono n € N e ¢ > 0 tali che |(L, ¢)| <
c|l¢|l» per ogni ¢ € £(N2). Sia K, il compatto che serve a definire || - ||,; se
x ¢ K, esiste wy, C  con w; N K,, = &; se ¢ € D(wy), allora [(L,¢)| <
cll¢|ln = 0 e cioe = ¢ supp(L). Dunque supp(L) C K,. O

Quindi, i funzionali lineari e continui su £(2) sono distribuzioni a sup-
porto compatto. Il seguente risultato ci garantisce che & vero anche il
contrario.

Teorema 5.5.4 (Dy(Q2) = £(Q)). SeT € Dy(R) allora esistono un compatto
K C Q, un intero n > 0 ed una costante ¢ > 0 tali che

|<T7 (b)’ <c Z ||DQ¢HOO,K>

|laj<n

per ogni ¢ € D(Q). Inoltre, T si estende ad un funzionale lineare continuo
su £(Q) in modo univoco.

In altre parole, Dy(2) C E(Q).

Dim. Sia T € Dy(R2) e scegliamo ¢ € D(Q) tale che ¢ = 1 in un intorno
di supp(T) e si ponga K = supp(¢). Allora il Lemma 5.5.2 implica che
(T, ¢) = (T, ¢) per qualsiasi ¢ € D(Q2), dato che i supporti di (1 —1)¢ e
di T sono disgiunti.

Sia ¢ € D(Q); dato che supp (v

garantisce che esistono n = n(v)

¢) C supp(¢) = K, la Proposizione 5.2.2
m(T') e ér > 0 tali che

(T, 4 ¢)| < ér Z ID% (¢ 6) | oo, k-

al<m
Si noti che
Z Z ( )D%Da Pap,
B1=0  Bn=0
dove

()G ()

(si veda I’Esercizio 9).
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Quindi, dato che supp(y¢) C K N supp(¢), abbiamo:

1D @) lloo,1c = [1D*(¥) @) lloo, knsupp(s) <

(e %) anN

(6% a—
RS (6>yypﬂ¢|yoomsupp(¢,)\D 4| oo, K supp(6) <
1

p1=0  Bn=0

>3 ()1 s X 1D%6le
B1=0 Bn=0

|8]<m

da cui
(T, ¢)| = (T o) <c D 1D Pllos
|B|<m

dove la costante

c=tr XA 3 ()10 el

la|<m | B1=0 Bn=0
dipende solo da N e da T. Dunque T ha ordine finito.

Con la scelta fatta di ¢, I'applicazione lineare T:&E (Q) — R definita
da (T, ¢) = (T,9 ¢) per ¢ € £(Q) risulta allora continua, dato che esiste
K, D K con n > m e quindi

(T @) <e Y ID78lloc < cldlln:

18]<m

T estende T a tutto £(Q) : infatti se ¢ € D(Q) si ha che (T, ¢) = (T, ¢) =
(T, ¢).

Il fatto che D(Q) e denso in £() implica che tale estensione ¢ unica. [J

Proposizione 5.5.5 (Lo spazio £'(Q2) ¢ contenuto in 5’(]}%1\[)). Sia T €
E'(Q); allora esiste una ed una sola T' € E'(RN) con supp(T) C Q tale che
T =T suD).

Dim. Come abbiamo fatto nella dimostrazione del Teorema 5.5.4, definiamo
(T, ¢) = (T, per ogni ¢ € D(RYN), dove 1 € C&°(RY) con supp(y)) C
e ©» = 1 in un intorno di supp(7’). Con argomenti analoghi a quelli gia
visti, possiamo dimostrare che T estende T, & continuo ed & univocamente
determinato.

Se ora x ¢ supp(?)), esiste un intorno w, C Q di x con w,Nsupp(y)) = 2.
Se ¢ € D(wy), allora supp(y¢) Nsupp(7) = & dato che supp(T’) C supp(t))
e supp(¢) C wy. Percio (T', ¢) = (T,¢¢) = 0 e quindi = ¢ supp(7"). Dunque

supp(T") € supp(y)) C €. O
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La proposizione appena dimostrata ci autorizza a considerare £'(€2) come
sottoinsieme di &'(RY).

Teorema 5.5.6 (Lo spazio D(Q2) & denso in D'(Q2)). Per ogni T € D'(Q),
esiste una successione Ty, € D(Q) che converge a T in D'(2).

Dim. Per n € N poniamo Q, = {z € Q : dist (z,09) > 1 |z| < n}. Allora

Q, CQupiperneNeQ= J Q.
neN

Sia ¥, € D(RY) tale che supp(¢n) C Qi1 e ¥, = 1 su Q. E chiaro
che supp (1, T) C supp(¢y,) e che 1, T — T in D'(Q). In questo modo si ha
anche che ¢, T € & (RY).

Sia j, il solito nucleo di sommabilita tale che supp(j.) C B(0, ¢); sceglia-
mo una successione di numeri positivi €, che converga decrescendo a zero,
facendo attenzione che e, < dist (supp(¢n),9,+1). Percio, abbiamo che

supp(Je,, * (UnT)) C Qpy1 e quindi je, x (Y T) € D(2p41) € D(R). Per il
Teorema 5.4.5, je, * (¢, - T) — T in D'(RY) e quindi anche in D'(©). O

5.6. Il teorema fondamentale per le distribuzioni

Teorema 5.6.1 (Fondamentale del calcolo). Siano T € D'(Q2) e ¢ € D(Q).
Supponiamo che esista un vettore h € RN tale che la traslata Tin¢ appar-
tenga a D(Q) per ogni t € [0,1].

Allora

L' N
(5.3) T Ti0) ~ (1.0) = [ Y007 Tio) d
0o J=1

In particolare, se f € VVlicl (RN), allora per ogni h € RY e per quasi ogni
x € RN risulta:
1
(5.4) f(az+h)—f(x):/h~Vf(x+th) dt.

0

Dim. Sia Oy = {z € RY : T,¢ € D()}; per quanto dimostrato nel Teorema
5.4.4, la funzione z — (9;T,T.¢) ¢ di classe C*°(Oy); inoltre, per ipotesi,
th € Oy per ogni t € [0, 1].

Posto 1(t) = (T, Ten ), risulta che

(5.5) (T, Tn) — (T, 8) = / e
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Ora, dato che per e — 0

7;+eej¢($) - ngb(x) . ng(x — k= Eej) - ¢(x - Z)

o = o — —0; T.é(z)
in D(Q), si ha che
3}
> (T, T29) = (0;T, T-0)
(%j J
e dunque
N
Z (0T, Ten),
J=
da cui, tramite la (5.5), si ottiene la (5.3).
Nel caso in cui f € Wl’l(]RN ) risulta che
(0;T¢, Tend) = /f 0;p(x —th) dx—/af ¢(x — th)dx
/ 0;f(xz +th) ¢(x) dz
RN

(T, Tad) — (T, &) /f oo —mydo = [ o) o(a) da =
]RN

/ £+ )~ F@)] () d.
RN
Queste due formule e (5.3) allora implicano che

1( N
R[[f(wh)f(w)w(:c)dx:/o {Z;hj /8jf(x+th)¢(x)da:}dt:
/¢ {/ Zh 8fx+th)dt}dx

dove I'ultima uguaglianza segue dal teorema di Fubini, dato che ¢ € D(RY)
e 0;f € L _(RY); (5.4) segue allora per I'arbitrarieta di ¢ € D(RY). O

Teorema 5.6.2 (Le distribuzioni con gradiente nullo sono costanti). Sia §2
un aperto connesso in RN e sia T € D'(Q).

Se ;T =0,j5=1,...,N, allora esiste una costante C tale che

(T,¢)=C /gb(x) dx per ogni ¢ € D(Q).
Q
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Dim. Fissiamo € > 0 e sia
Q. ={z € Q:dist (x,00) > e};

Q). € aperto e non vuoto se € ¢ piccolo.

Se ¢ € D() C D(Q) e se |y| < ¢, allora Ty¢ € D(Q) per ogni t € [0,1].
Per il Teorema 5.6.1 e per l'ipotesi,

(T, Ty¢) — (T, ¢) = 0.

Sia ora ¢ € Cg°(RY) con supp(¢)) C B(0,¢) e [pn¥(y)dy = 1; la
convoluzione ¥ * ¢ sta in D(Q) se ¢ € D(). Moltlphcando la precedente
equazione per ¥ (y) ed integrando in y, risulta quindi che

(T, ) = / (T, Tyd) () dy.

B(0,¢)
Ora, per la Proposizione 5.4.4,
| (T.Ty0) ¥(y) dy = (Re) * T, ) =
B(0,e)

(T, ¢ %) = (R) % T, ) = [ (T, Tot)) ¢(x) da.

Qe

Percido T & rappresentata in Q. dalla funzione f(x) = (T,T,v), che & di
classe C*°, ancora per la Proposizione 5.4.4. Dato che ¢ & arbitrario (ed
f non dipende da €), f rappresenta 7' su tutto 2. Poiché ;T = 0, allora
0;f =0inQ, j=1,...,N. Dunque esiste C' € R tale che f = C su {2, dato
che € & connesso. O

Il teorema appena dimostrato segue anche da un teorema pili generale
che presentiamo qui di seguito, per completezza.

Proposizione 5.6.3 (Equivalenza tra derivate classiche e distribuzionali).
Sia T € D'(Q) e sia G; la distribuzione 0;T, j € {1,...,N}. Allora le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) T ¢ una funzione f € C1();
(i) G; & una funzione g; € CO(Q).

In ciascun caso, g; = 0;f — la derivata classica di f.

Dim. (i) = (ii). Per definizione

(G, 6) = — / f(x) ;0(x) da

Q
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e quindi, integrando per parti, si ottiene che

(G5.6) = [ 0,f(w) 6la)da
Q

dato che ¢ ha supporto compatto ed f € C(Q) per ipotesi. Dunque Gj e
definita dalla funzione 0; f.

(ii) = (i). Fissiamo € > 0 e sia €2, I'insieme definito nella dimostrazione
precedente. Se ¢ € D(§2.) C D(Q2) e se |y| < ¢, allora Ty¢ € D(S2) per ogni
t € [0,1].

Per il Teorema 5.6.1 e per l'ipotesi,

I'n
(T, Tyd) — /ZyjaTqub ) dt =
0o J=1

LN
[ (2w [ o) ot - 1) d) an,
o J=1 Q.

e quindi

1
66)  (Te) - @) = [[[v-aw ) dt] o) da,
e 0

dove abbiamo indicato con g(z) il vettore di componenti g;(z )

Come gia fatto, sia ora ¢ € C$°(RY) con supp () C B(0,¢) e Jan ¥(z) do =
1; la convoluzione 1) x ¢ sta in D(Q) se ¢ € D(Q). Moltlphcando la formula
(5.6) per ¥ (y) ed integrando in y, risulta quindi che

(5.7) | @ me) v ay - r.0) -
B(0,¢)
1
/<z> [ ow|[ v s+t dt] dy} iz,
B(0,e) 0

dove si e applicato ancora una volta il teorema di Fubini.
Ora, per la Proposizione 5.4.4,
J (T, Ty0) ¥(y) dy = ((Ro) x T, ) =
B(0.e)

(T, x ) = (RY) x T, ¢) = [(T, Tat)) $(z) da.

Qe
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La formula (5.7) puo dunque essere riscritta cosi:

1
1.0) = [o@{.T0)~ [ v [v-gta+ty) de] ay} do -
) 0

Qe B(0,e

dove si e definito f(z) uguale all’espressione dentro la parentesi graffa.

Infine, dalla formula (5.6) e dal fatto che sia f che g sono continue segue
che per = € Q. ed |y| < € si ha:

fle+y)—flx) = [y-gl@z+ty)dt=

S —

= g(@) - y+ [y lgl@+ty) —g(x)] dt =

o —

= g(z)-y+o(lyl),

dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che g; € C°(£2). Questo vuol dire
che f € CY(Q:) e che 9;f = g;. Si conclude scegliendo ¢ arbitrariamente
piccolo. O

5.7. Le distribuzioni temperate

Sia S(RY) lo spazio di Schwartz delle funzioni C°*°(R") che decadono all’in-
finito, insieme a tutte le loro derivate, piu rapidamente di qualsiasi polinomio
(si veda il paragrafo 4.2 per la definizione e le prime proprieta). Diremo che
una successione {¢, }neny C S(RN) converge a 0 in S(RY) se

Jlim_ po(¢n) =0
per ogni coppia di multi-indici a e 8, dove, come gia definito:

Pa,s(9) = sup |[z*DP¢(x)|.

zERN

Lo spazio dei funzionali lineari e continui da S(RY) a C, il duale &'(RY)
di S(RY), si dice lo spazio delle distribuzioni temperate. Un funzionale
lineare T : S(RY) — C appartiene quindi a S’(RY) se
lim (T, ¢,) ogni volta che lim ¢, =0 in S(RY).
n—oo

n—oo
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Dato che ¢ € S(RY) se e solo se ¢ € S(RY), possiamo definire la tra-
sformata di Fourier di una distribuzione temperata: se T € &'(R™) poniamo
per definizione:

(T',6) = (T, @) per ogni ¢ € S(RY).

Il Teorema 4.2.1 ed il Teorema 4.3.3 implicano che la trasformata di
Fourier ¢ un’applicazione lineare e continua di S(R”) in sé stesso tale che

/ f(x) 3x) dz = / 7(6) 9(6) de per ogni f,g € SRY)
]RN ]RN

f(z) = / £(6) e2mea.
RN

Teorema 5.7.1. La trasformazione di Fourier é una biiezione lineare e
continua di S'(RN) in sé stesso, la cui inversa ¢ anche continua.

Dim. Se T,, — T in S'(RY), allora per ogni f € S(RY) risulta:

<Tn7f> :<Tnaf>_><T7f> :<T,f>,

cioe la trasformazione di Fourier & continua. Inoltre, per la formula di in-
versione, fare 'inversa della trasformazione di Fourier equivale ad applicare
la trasformazione 3 volte: ne segue che anche I'inversa & continua. ([

Concludiamo calcolando la trasformata di Fourier di una distribuzione
notevole.

Proposizione 5.7.2 (Trasformata di Fourier di |z|* V). Per a € R con
0 < a < N, si definisca:

Co = 1D (r)2).

Allora per ogni f € S(RY) risulta:

(58  Ca / 7 F () TERdE = Ox_a /  — 41N f(y) dy.
RN RN

Dim. Si comincia con la seguente formula elementare:

+00
Calé|™ = /e—”MElea/?—l d.
0
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Poiché [€]~*f(€) & sommabile, applicando il teorema di Fubini, otteniamo:

o / € (€) emiErds =

+oo
/ /e—ﬂ)\|f2)\oc/2—1 d\ fA(é-) eQﬂif-xdé-:
RN 0

+oo

/ </N67r)\|§2 e27ri£-xf(§) df) Aa/271 d\ =
0 R

“+oo

/ A—N/2ya/2-1 </ e—§|z—y\2f(y) dy> d)\ =
0 RN

CNa/\x—y\aNf(y) d

RN

Nella terza uguaglianza abbiamo usato il Lemma 4.2.2 ed il punto (iv) del

Teorema 4.1.1. L’ultima uguaglianza segue dal teorema di Fubini. ]
Esercizi
1. Scegliendo © opportunamente, dimostrare con un esempio che LP(§) &

LP

1oc(€2). Considerare poi il problema nel caso di un aperto € qualsiasi.

2. Dimostrare che Ty e T}, sono distribuzioni.

Sia j € LY(RY) tale che [pnj(z) dz = 1, e sia j.(z) = e Vj(z/e).
Dimostrare che, se 0 € Q, T}, — do in D'(2).

Verificare che le distribuzioni definite nell’Esempio 5.2.1 sono di ordine 0.

5. 1l funzionale su D(R) definito da

T¢—gg%/ #lz) :v.P.+/OO¢§f)

|z|>e

si dice il valore principale di %, e si indica anche con VP(%) Dimostrare
che esso ¢ ben definito e che ¢ una distribuzione di ordine 1. !

Dimostrare inoltre che se ¢ — 0, allora %X{m:\xba}(x) — V.P.(1) in
D'(R).

+oo +oo
1Suggerimento: V.p. [ @ dr=V.P. [ W d.
0

—o0
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6.

11 funzionale

6 =3 C20/m)
neN

definisce una distribuzione sull’intervallo (0,1) che non ¢ di ordine finito.

Il supporto di ogni distribuzione T & un sottoinsieme chiuso di 2.

. Dimostrare che supp(d,) = {z}.

9. Se f ¢ una funzione continua in €, allora supp(Ty) = {z : f(x) # 0}. Se

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.

22.

inoltre f € L (), allora il supporto di Ty ¢ il supporto essenziale di f.

loc
Dimostrare la formula D%(¢) ¢) anticipata nella dimostrazione del Teore-
ma 5.5.4.2

Dimistrare che supp(D®T') C supp(T’). Con un esempio dimostrare che
in generale supp(D*T") & supp(T).

Dimostrare che la topologia generata dalla distanza definita nel paragrafo
5.5 non dipende dalla particolare successione di compatti. Dimostrare
poi che £(Q) ¢ effettivamente uno spazio metrico completo rispetto a tale
distanza e che D(2) ¢ denso in £(12).

Verificare il teorema fondamentale del calcolo per T' = ¢, .

Sia f : [a,b] — R assolutamente continua. Dimostrare che DTy = T.

Sia k : [0,1] — [0,1] la funzione di Cantor. E vero che k' = 0 in (0,1) nel
senso delle distribuzioni?

Dimostrare che ogni distribuzione a supporto compatto & una distribu-
zione temperata. Trovare un esempio di una distribuzione che non sia
temperata.

Dimostrare che il valore principale di 1/x — la distribuzione definita
nell’Esercizio 5 — ¢ una distribuzione temperata. Dimostrare inoltre che
+00
(V.P.(1/x),¢) = lim 62%2 () dz.
—o0
Calcolare la trasformata di Fourier di V.P.(1/x).
Calcolare la trasformata di Fourier di x;/|z|¥*1,j=1,...,N.

Calcolare la trasformata di Fourier di Ddy,,.

2u = —50

Sia s > 0. Determinare tutte le funzioni u € L'(R) tali che u” —s
in D'(R).

Dimostrare che la funzione f definita alla fine della dimostrazione della
Proposizione 5.6.3 non dipende da €.

2Suggerimento: dimostrarla dapprima quando N = 1.






Capitolo 6

Funzioni armoniche

6.1. Generalita

Sia Q C RY un aperto e sia u una funzione di classe C%(Q2). L’ operatore di
Laplace o laplaciano ¢ Voperatore differenziale A definito da

L’equazione di Poisson ¢ formalmente la seguente:
(6.1) —Au=f in Q,

dove f: Q2 — R ¢ una funzione data. Nel caso in cui f = 0 l’equazione (6.1)
si dice ’equazione di Laplace:

(6.2) Au =0 in .

Una funzione u € C?(Q) che soddisfi (6.2) si dice una funzione armonica in

Q.

Queste due equazioni trovano applicazione in svariate situazioni fisiche.
Per esempio, la funzione f puo rappresentare una distribuzione di masse
di densita variabile e la funzione u rappresenta il potenziale gravitazionale
generato da f; in idrodinamica piana, il potenziale della velocita di un fluido
incompressibile, che si muove di moto non vorticoso, si puo approssimare con
una funzione armonica; la temperatura in un corpo omogeneo ed isotropo
in equilibrio termico € anch’essa approssimabile con una funzione armonica.

115
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6.2. La proprieta della media

Si dice che una funzione u € C%(Q) gode della proprieta della media in
se

1
(63) “) = Eey | 9
OB(z,r)
per ogni B(z,r) C Q.
Si noti che, se u € C°(2), (6.3) vale per ogni B(x,r) C 2 se e solo se

1
(6.4) u@) = Fo [ utway

B(z,r)

vale per ogni B(x,r) C €. Infatti, (6.3) implica che
T

/ u(y) dy /( / u(y) dSy) ds—u(m)/r\(‘)B(x, s)|ds =
0

B(z,r) 0 90B(z,s)

= u(z)|B(z,7)],

e quindi vale (6.4). Viceversa, derivando rispetto ad r l'identita

[ ) dy = u(a) 1Bz
B(z,r)
si ottiene (6.3).

Vedremo che la proprieta della media caratterizza le funzioni armoniche.

Teorema 6.2.1. Se u € C°(Q) soddisfa la proprieta della media per ogni
B(z,r) C Q, allora v € C*°(Q).

Dim. Fissato € > 0, sia 2, = {z € Q : dist (z,00) > ¢} e sia j. = j-(|z|) di
classe C5°(RY) tale che tale che supp(jz) € B(0,¢) e [pn je(|z]) dz =1.

Per = € Q. definiamo u.(x) = jexu(z) (siricordi che jexu = jox(u Xq,));
allora u. € C°(RY) e, se x € Q, risulta:

ue(z) = /B 3o e ) dy =

)

/ja(r) </8B(O,r) u(z —y) dSy> dr =
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Dunque u. = u in . e quindi u € C*(.). Per larbitrarieta di & > 0,
concludiamo che u € C*(Q). O

Teorema 6.2.2 (Proprieta della media per le funzioni armoniche). Sia 2 C
RN un aperto. Seu € C?(Q) ¢ armonica in Q, allora u verifica la proprieta
della media (6.3).

Dim. Fissiamo x € Q e, per r > 0 tale che r < dist (z,01), definiamo la
funzione:

1 1
Y(r) = 0Bz, 1) / u(y) dSy = o / u(x 4+ rz) dS,.

0B(z,r) 0B(0,1)

Derivando sotto il segno di integrale, otteniamo:

o = / . _ L u _
P'(r) = e z-Vu(r +rz) dS, = on ey (x+rz) dS, =
8B(0,1) 8B(0,1)
1
o | A
9B(z,r)
= 0.

Nella penultima uguaglianza abbiamo usato il teorema della divergenza.
Percid 1 ¢ costante e si ha ¥(r) = (0") = u(z). O

Teorema 6.2.3 (Inverso della proprieta della media). Sia Q@ C RY un

aperto. Se u € C%(Q) ¢ tale che (6.3) vale per ogni B(x,r) C Q, allora u ¢
armonica in €.

Dim. Per il Teorema 6.2.1 u € C*(Q2). Se Au(z) # 0, esiste una pallina
B(z,r) C Q tale che, per esempio, Au > 0 su B(x,r). Ma allora

0=1/(r) = ]Z?B(%x,rﬂ / Au(y) dy > 0,

B(z,r)

che ¢ assurdo. O

Una funzione u, continua in €, si dice subarmonica in ) se, per ogni
pallina B(z,r) C £, risulta:

1
(6.5) u(z) < m / u(y) dSy.
OB(z,r)

Una funzione wu si dice superarmonica in ) se —u ¢ subarmonica.
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E chiaro che le funzioni armoniche sono anche subarmoniche. Con una
lieve modifica della dimostrazione del Teorema 6.2.2, si dimostra che, se
u € C%(Q) allora Au > 0 in € se e solo se u ¢ subarmonica in € (Esercizio
5).

6.3. 1l principio di massimo

Una conseguenza della proprieta della media ¢ il seguente risultato.

Teorema 6.3.1 (Principio di massimo). Sia Q@ C RY un aperto e sia u €
CY%(Q) subarmonica in ).

(i) Se Q é connesso ed esiste xg € Q tale che

u(xo) = supu,
Q

allora u ¢ costante in §Q.
(ii) Se ) ¢ limitato e u € C°(QY) allora

(6.6) max u = max u.
Q a0
La prima proprieta passa sotto il nome di principio di massimo forte,
mentre (6.6) si dice semplicemente il principio di massimo.

E chiaro che le funzioni superarmoniche godono di un principio di mi-
nimo e che le funzioni armoniche godono di ambedue i principi.
Dim. (i) Dimostriamo per prima il principio di massimo forte. Sia M =
supq u e sia xg € € tale che u(xg) = M. Allora U'insieme A = {x € Q :
u(xz) = M} & non vuoto; esso ¢ inoltre chiuso, essendo u continua. Se z € A,
la (6.5) implica che

1
0 < W / [M —u(y)] dS, =
OB(z,r)
1
M — OB / u(y)dSy < u(x) —u(z) =0
OB (z,r)

per ogni r € (0,dist (z,00)), e dunque u = M su 0B(z,r) dato che M — u
¢ non-negativa. Cio vuol dire che, se 0 < r < dist (xg,01?)), B(z,r) C A,
cioe A & aperto in 2. Percio A = 2, dato che ) & connesso.

(ii) Se Q & limitato, esiste xg € Q tale che u(xg) = maxu. Se zg € €,
Q

detta €' la componente connessa di ) contenente z, per quanto appena
dimostrato, si ha che

U = maxu
Q

su Q' e quindi (6.6) segue senz’altro. O
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Osservazione 6.3.2. Si osservi che la dimostrazione del Teorema 6.3.1 con-
tinua a valere anche nell’ipotesi meno restrittiva in cui si supponga che, per
ogni x € (2 fissato, esista r; > 0 tale che u soddisfi (6.5) per ogni B(x,r) C 2
con 0 <7 <rg.

Osservazione 6.3.3. In particolare, il principio di massimo afferma che se
u € C°() & superarmonica in Q e u = g su dQ con g > 0 e non identicamente
nulla, allora u > 0 in € se € & connesso.

Un utile strumento nello studio delle funzioni armoniche & il seguente
lemma di Hopf.

Lemma 6.3.4 (Lemma di Hopf). Sia B una palla e sia p € 0B. Supponiamo
che
(i) uw € C*(B) sia continua in B U {p} e u < u(p) in B;
(ii) Au >0 in B.
Sia infine £ un vettore tale che € - v(p) > 0, dove v(p) é il versore della
normale esterna a OB in p.
Allora

(6.7) lim inf 2P = WP = h)

> 0.
h—0+ h

B(0, 1/2)

A B(O, 1)

Figura 1. La costruzione nella dimostrazione del Teorema 6.3.5.

Dim. A meno di sostituire B con una palla leggermente piu piccola, conte-
nuta in B e tangente in p, possiamo sempre supporre che u sia continua su
0B; supponiamo inoltre che B = B(0,7) con r > 0.
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Definiamo la funzione v(z) = e Mol — ¢ per 2 € B(0,r) dove il
parametro A > 0 sara scelto in seguito. Risulta:

Vou(z) = —2xe My e Av(z) = 2)\6_)‘|x|2[2)\\x\2 — NJ.

Possiamo quindi scegliere A > 0 in modo tale che nell'insieme A = B(0,r) \
B(0,7/2) risulti Av(x) > 0 (basta scegliere A > 2N/r?).

—Ar2/4 L —Ar?

Sia M = max wu; poiché M < u(p) ev =e e > 0 su

0B(0,r/2

0B(0,r/2), possi(am/o )scegliere e > 0 in modo tale che u(x) + ¢ v(z) < u(p)
per ogni z € B(0,7/2) (basta scegliere e < (u(p) — M)/(e /4 — =) ).

D’altra parte su 0B(0,7) si ha u(p) > u(z) = u(x) + € v(z) e quindi in
definitiva:

ut+ev—u(p) <0 su 0A.

Poiché Alu+¢ v —u(p)] = Au+e Av > 0 in A, per il principio di massimo,
u+ev—u(p) <0in A. Ne segue che

(u+ev)(p) — (u+ev)(p—hl) -0
h >

per h > 0, cioe
u(p) —ulp—ht) _ _v(p) —v(p—hi)

h - h
Dato che
h—0+ h
. v(p) —v(p—hi)
—c 1 - _ Ny
e lim . eVu(p)-£>0,
concludiamo. O

Nel caso in cui u sia differenziabile in p la conclusione (6.7) del lemma
si scrive semplicemente in termini della derivata direzionale di w in p :

8u<
ot
Teorema 6.3.5. Siano Q C RY un aperto e p € 0.

p) > 0.

Supponiamo che esista una pallina aperta B C §) tale che p € OB e sia
v(p) il versore della normale esterna a OB in p. Supponiamo inoltre che u

soddisfi in S le ipotesi (i) e (ii) del Lemma 6.3.4.
Allora, per ogni vettore £ tale che £ - v(p) > 0, u soddisfa la (6.7).
Dim. Possiamo sempre scegliere una pallina B’ C B tale che in B’ siano

soddisfatte le ipotesi del Lemma 6.3.4 (¢ possibile infatti che 0B contenga
altri punti di 99 oltre a p). Si conclude allora applicando il lemma in B’. OJ
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Osservazione 6.3.6. Le conclusioni del Lemma 6.3.4 e del Teorema 6.3.5
non cambiano se rimpiazziamo lipotesi Au > 0 in 2 con, per esempio,
I'ipotesi Au+b(z)-Vu > 0in Q, dove b(x) = (b1(x),...,bn(x)) e le funzioni
bj, 7=1,..., N, sono continue in ). Ipotesi pilt generali per questo tipo di
risultato si possono reperire in [PW].

6.4. La disuguaglianza di Harnack

Teorema 6.4.1 (Disuguaglianza di Harnack). Sia u armonica e non nega-
tiva in un aperto ).

Per ogni aperto connesso e limitato A tale che A C ), esiste una costante
C > 0, che dipende solo da A, tale che

(6.8) supu < C inf u.
A A

Dim. Sia d4 = dist (A, ) e sia r > 0 tale che 4r < d4. Presi z,y € A tali
che |x — y| < r, per la proprieta della media risulta:

u(z) = 1 / u(z) dz >

|B(z,2r)|
B(z,2r)
N wy N 1
[ = S ) = 5 )
B(y,r)

Scambiando z con v, si ottiene anche che u(z) < 2Nu(y) per z,y € A con
|z —y| <.

Poiché A & compatto, A pud essere ricoperto da un numero finito di
palline di raggio r (e contenute in ); inoltre, dato che A & connesso, fissati
x ed y in A, possiamo scegliere da questo ricoprimento n = n4 palline
By,...,By, in modo che x € By, y € B, ed con By N By, # & per k =
1,...,n — 1 (vedi Fig. 4.2). Infatti, se esistesse una pallina B; tale che
B; N Bj = @ per ogni j > ¢+ 1, allora A sarebbe sconnesso.

Presi quindi n + 1 punti pg,...,p, tali che pg = x,p, = y e px €
Bii1 N By, per k = 1,...,n — 1, dato che |px—1 — px| < r,k = 1,...,n,
abbiamo:

u(@) = u(po) 2 27 Nu(pr) = 27 u(pz) = -+ 2 27" Nu(pa) = 27N u(y).

Analogamente, si ottiene che u(z) < 2"Vu(y). O

L’importanza della disuguaglianza di Harnack e forse meglio apprezzata
considerando alcune delle sue applicazioni.
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Figura 2. La costruzione nella dimostrazione del Teorema 6.4.1.

Teorema 6.4.2 (Liouville). Se u é armonica e limitata inferiormente in
tutto RN, allora u é costante.

Dim. Dato che u — ianu ¢ armonica e non negativa in RY | per ogni y € R,
R
preso r > |z — y|, dal Teorema 6.4.1 si ha che

. N .
0 < u(z) — ﬁ%anu < 2% {u(y) — ﬁ%anu}.

Si osservi che quest’ultima disuguaglianza non dipende dal parametro r
scelto e quindi essa continua a valere per ogni y € RV e percio:
0 <u(x) —infu <2V inf{u — infu} =0,
RN RN RN

cioe u(z) = infpn u. O

Teorema 6.4.3 (Unicita per 'equazione di Poisson). Sia N > 3. Allora due
soluzioni limitate dell’equazione di Poisson (6.1) in RN differiscono per una
costante; (6.1) ha dunque una sola soluzione che tende a zero all’infinito.

Dim. Se uj e ug sono due soluzioni limitate di (6.1), la funzione w = uy — ug
¢ armonica e limitata in RY. Per il teorema di Liouville, w deve essere
costante. U

Il teorema che segue mette in evidenza il collegamento tra la disugua-
glianza di Harnack e la regolarita di una funzione.
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Teorema 6.4.4. Sia w una funzione definita in un aperto Q) e tale, per ogni
c € R, le funzioni w+c e c—w soddisfino la disuguaglianza di Harnack (6.8)
per ogni aperto limitato e connesso tale che A C Q) in cui esse siano non
negative.

Allora w ¢& localmente holderiana, cioé per ogni x € ) esistono una
pallina B(x, R), una costante L ed un esponente o > 0 tali che |w(y) —
w(z)| < Lly — z|* per ogni y,z € B(z, R).

Dim. Sia x € Q e sia Ry > 0 tale che B(x, Ry) C . Inoltre, per R € (0, Ry),
si definisca:

Mrp= sup w e mpr= inf w.
B(z,R) B(z,R)

Poiché Mp —w e w —mp sono non-negative in B(z, R), per 'ipotesi del
teorema risulta:

sup (Mp—w)<C inf (Mg—w) e
B(a:,R/Q)( f ) B(%R/2)( f )

sup (w—mpgr)<C inf (w—mpg);
B(z,R/2)( #) B(rﬂR/2)( ?)

quindi, sommando membro a membro, otteniamo:

Mp—mp < C{Mp— sup w+ inf w-—mpg}=
R M Bt BR/2) 2

= C{Mgr—mpg—[Mps —mp]}
Posto w(R) = oscp(y,r) = Mg — mg, abbiamo che
w(R/2) < (1—C7Y w(R).

La tesi segue dal seguente lemma tecnico, ponendo 7 = 1/2 e v =
1-Cc L. O

Lemma 6.4.5. Sia w(R) una funzione crescente sull’intervallo (0, Ry] che
per ogni R < Ry soddisfi la disuguaglianza:

(6.9) w(TR) <~y w(R),
dove T ey sono due numeri in (0,1).

Allora esistono una costante positiva C = C(1,v) ed un esponente posi-
tivo o = a(7,7) tali che

w(R) <C (R) per ogni R < Ry.
Ry
Dim. Iteriamo la disuguaglianza (6.9): risulta:

w(t™R) <y w(t™'R) < --- < 4y™w(R) < Y™w(Ry),
per ogni R < Ry ed ogni intero m > 1.
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Fissato R < Ry, dato che 7 < 1, esiste un intero m tale che 7" Ry <
R < 7™ 1Ry. Percio

w(R) < w(r™ 'Ry) <™ Lw(Rg) < A8 () Bo)yy(Ry) =

log, v
R T
— w(R

e quindi la tesi con C' = w(Ry) ed o = log, 7. O

6.5. Criteri di compattezza

I criteri di compattezza per famiglie di funzioni armoniche sono particolar-
mente semplici.

Teorema 6.5.1. Una successione di funzioni u, armoniche in un aperto
limitato Q C RY, continue su Q e convegenti uniformemente su 052, converge
uniformemente su ) ad una funzione armonica.

Dim. Siano n, m € N; poiché u,, — u,, & armonica in €2, allora
Max Uy, — Up| = max [t, — upm|*.
a a0

Quindi, poiche {uy, nen & di Cauchy in C9(09), essa & di Cauchy in C°(€2).

Sia ora u la funzione (continua) definita da

u(z) = lim uy(x), = €.
n—oo
Fissato = € Q) e presa B(x,r) C Q, per il teorema della media risulta:

1
un(z) = Bl / un(y) dy, n€N.
B(z,r)

Dato che u, converge uniformemente, possiamo passare al limite sotto il
segno di integrale ed ottenere:

1
u(z) = m / u(y) dy.

B(z,r)

Per larbitrarieta di B(zx,r), concludiamo che u ¢ armonica in (2. (]

Il risultato seguente utilizza la disuguaglianza di Harnack.

13 osservi che |w| & subarmonica se w & armonica.
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Teorema 6.5.2. Sia Q un aperto connesso e sia Y u, una serie di funzioni
neN
Uy, armoniche e non-negative in €.

Se > uy converge in un punto xo € Q, allora essa converge uniforme-
neN
mente in ogni compatto K C Q.

Dim. Sia K un compatto contenuto in 2 e, per m € N, sia Q,, = {x € Q :
dist (x,0Q) > 1/m} N B(0,m). Se m & abbastanza grande, 2,,, & connesso e
contiene sia K che xg. Per il Teorema 6.4.1, abbiamo che
max u, < maxu, < C minu, < C u,(xg).
KX n_QX n > 3 n > n(O)

m m

Dunque, la serie converge totalmente e quindi uniformemente in K. [l

Corollario 6.5.3. Sia Q un aperto connesso e sia {vy, }nen una successione
crescente di funzioni vy, armoniche in Q.

Se {un (o) tnen converge per qualche xy € ., allora essa converge uni-
formemente in ogni compatto K C Q.

o0
Dim. Basta applicare il teorema precedente alla serie Y (vp41 — vp). [l
n=1

Teorema 6.5.4. Sia Q C RN un aperto e sia F una famiglia infinita di
funzioni armoniche in Q0 equilimitata in 2.

Allora esiste una successione {u,}neny C F che converge uniformemente
in ogni sottoinsieme compatto di €.

Dim. Per ogni pallina B(z,r) C Q risulta che

u
(%k

per il Lemma 6.6.1. Sia K C € compatto e sia 0 < r < dist (K,09). Per
ogni x € K, risultera che

ou
8xk
Percio, F e una famiglia di funzioni equilimitate ed equicontinue in K. Per il
teorema di Ascoli-Arzela, esiste una successione {uy }neny € F che converge

uniformemente in K ad una funzione che ¢ armonica in 2, per il Teorema
6.5.1. 0

N
(ac)’ﬁ max |ul, k=1,...,N, ue F,
T 90B(z,r)

N N
()| < — max |ul| < — max|u|, k=1,...,N, u e F.
T 0B(z,r) r  Q

Corollario 6.5.5. Sia Q C RN un aperto connesso e sia F una famiglia
infinita di funzioni armoniche e non-negative in ).
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Sia xg € §; se esiste una costante M tale che u(xo) < M per ogniu € F,
allora esiste una successione {uy}neny C F che converge uniformemente in
ogni sottoinsieme compatto di 2.

Dim. Per il Teorema 6.4.1, ragionando come nella dimostrazione del Teo-
rema 6.5.2, otteniamo che la famiglia F & equilimitata su ogni sottoinsieme
compatto di €2. Quindi, concludiamo con il Teorema 6.5.4. O

6.6. Maggiorazioni a priori delle derivate

Le seguenti maggiorazioni si rivelano utili e permettono anche di dare dimo-
strazione dell’analiticita delle funzioni armoniche.

Teorema 6.6.1 (Maggiorazioni a priori delle derivate). Sia u armonica in
Q e sia xg € 2. Allora

o C
(6.1) D% u(z0)| <~y lullz(Baom)

per ogni pallina B(zo,7) C Q ed ogni multi-indice o = (ay,...,ay) € N
tale che |a| = k. (Risulta: Co = N wy' e Cp = N wy' VTN k)F,
k=1,2,...).

Dim. Procediamo per induzione su k. Il caso £ = 0 ¢ immediato per la
proprieta della media per u.

Poiché anche u,, ¢ armonica, anch’essa gode della proprieta della media
e quindi abbiamo:

b
| B(xo,7/2)]

|tz (o) =

B(zo,r/2)

/ aly) vily) dS,
0B (z0,r/2)

oN N WN rN-1
ov—1— lullz=@Bo.r/2) =

oN N

<
wy N -

wy iV

2N
= — [l oo (9B (z0,r/2))

mentre, se © € dB(xg,r/2) allora B(z,r/2) C B(zg,r) C e cosi:
_N 2\
lu(z)| < E - ||u”L1(B(x0,r))u
per lipotesi di induzione, e percio otteniamo in totale:

[Ug, (z0)| < oy TN [ull 22 (B(xo,r))»
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e cioe la tesi nel caso k = 1.

Sia ora k > 2 e supponiamo che la tesi sia vera per ogni pallina contenuta
in 2 ed ogni multi-indice S tale che || < k — 1.

Sia B(zo,r) C Q e sia « tale che || = k. Allora D*u = (D%u),, per
qualche (3 tale che || = k — 1 e qualche i € {1,...,n}. Con le stesse
argomentazioni di prima otteniamo:

1

|D04u(1130)| < 7\3(330,7“/1{)\

. Nk
[ 10ty < 25 1D ulsomian .
B(zo,r/k)

Se x € 0B(xo,7/k), allora B(z, % r) C B(xg,7) C Q e quindi per l'ipotesi
di induzione

, B N\ -(NHE-D)
Duta)] < o () ol et 1y
B N\ -(NHE-D)
< G ( k: 7“) [ull L1 (Bwo,r)
e combinando le due disuguaglianze si ottiene (6.1). O

Teorema 6.6.2 (Le funzioni armoniche sono analitiche). Ogni funzione
armonica u in un aperto ) & i sviluppabile in serie di Taylor.

Dim. Sia zg € (2; dobbiamo dimostrare che u ¢ sviluppabile in serie di
Taylor in un intorno di xg. In altre parole, dobbiamo dimostrare che

Ro( 20) = Z Du(xg + t(x — x0)) (& — 20)°,

al

laf=n

— il resto n-simo della serie di Taylor per u(z) in £y — ¢ infinitesimo per
n — o0 in un intorno di z¢ (si intende che a! = a;!-- - an!).

. VY . N
Sia > 0 tale che B(zp,2r) C Q e sia M = o TN 1wl 1 (B(wo,2r))-

Poiché B(z,r) C B(xo,2r) per ogni x € B(xg,r), applicando il Lemma
6.6.1 alla pallina B(x,r), risulta

N+1 |ex]

o Cla|
D) < yiohy Nl =M (2

per ogni z € B(xg,r) e quindi

2N+1N |ex]
D% e <M( ) aflel

zO’T)) - r
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kk+1/2 1

— 0 7 o= Se k — oo e quindi esiste una
er k! 27

costante C' tale che |a|/®l < C elol |a|!. Percid

Per la formula di Stirling,

N oN+1 e 1o
HD u”LOO(B(:cO,r)) <CM (7’) ’Ck"

Inoltre la formula multinomiale

all
Nk:1+1+...+1”: ‘7
( ) }Z:k arl- oy
implica che |a|! < N1® o! e quindi in definitiva:
oN+1 2 le
“DaU”LOO(B($07T)) S CM <’)“> al.

Da questa maggiorazione segue che, se x € B(zg,p) e 0 < p < r, allora

D%l oo (B(zo,r))

|z — x0|‘°‘| <

Ro(mizo)] < Y

a!
|a]=n
N+1 2,0\ @l
jaf=n > "
2N+1 N2€p
oM ( : ) S
lo|=n
Sinoti che > 1 e il numero delle derivate parziali di ordine n e cioe N™.
|a|=n
Percio
2N+1N3 n
|Ry(z;20)] < C M (ep) ;
r
scegliendo un qualsiasi 0 < p < m, concludiamo che R, (x;z9) — 0
se n — 00. ([

Esercizi

1. Dimostrare che 'operatore di Laplace & invariante per rotazioni.

2. Dimostrare che, a meno di costanti moltiplicative, I’'operatore di Lapla-
ce ¢ 'unico operatore differenziale lineare omogeneo del secondo ordine
invariante per rotazioni e per traslazioni.

3. Determinare i polinomi armonici in due variabili omogenei di grado n.
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4. Sia u € C?(2) e sia Q 3 z — y(z) € O un diffeomorfismo. Calcolare
Au(x) nelle nuove coordinate y.
Si esamini poi il caso delle coordinate polari in R? e di quelle sferiche
in R3: (z,y,2) = r(cos cos ¢, cos §sin ¢, sin f).
5. Dimostrare che v € C?(£2) ¢ subarmonica in € se e solo se Au > 0.
6. Dimostrare che esiste al pilt una soluzione u € C°(Q) N C?(Q) del
problema di Dirichlet:

Au—u=f in Q wu=¢ su .

6. Dimostrare che la proprieta della media delle funzioni armoniche caratte-
rizza le sfere, nel senso che, se D & un aperto connesso (con 9D di classe
C1) tale che esiste un punto p € D per cui

1
u(p) = |D|]!u(x) dx

per ogni funzione armonica v in D di classe C°(Q), allora D & una pallina
con centro in p. 2

7. Dimostrare che, se valgono le ipotesi del Teorema 6.5.2, la serie in esame
¢ derivabile termine a termine.

8. Dimostrare 1’asserto dell’Osservazione 6.3.6.

2Suggerimento: scegliere u = (@; — p;) va; — (¥j — p;) va; con v armonica ed applicare il
Teorema della Divergenza).






Capitolo 7

Problemi al contorno

7.1. La soluzione fondamentale

Supponiamo per il momento che Q = RY e che f € C§°(RY) ed applichia-
mo la trasformazione di Fourier ad entrambi i membri dell’equazione (6.1);
procedendo formalmente otterremo:

Ar?le)Pu(e) = £(¢),

dove si e usata la proprieta (4.2). Percio:
~ 1 2
u(g) = W f(&)

ed, anti-trasformando e tenendo conto della formula (5.8) con o = 2, otte-
niamo:

u(z) = @ * f(x),

dove @ ¢ la funzione definita da

1
d(z) = o |27V,
@)= =g on
La costante N/
2 /2
= N >3
R YE7D N

¢ la misura della superficie della sfera unitaria in RY. La funzione ® risulta
soluzione dell’equazione (6.2) in R \ {0}.

Si noti che per N = 2 la formula (5.8) non funziona: sarebbe infatti
a = N in questo caso. Si osservi pero che la funzione ® appena costruita
ha simmetria radiale. Nel caso N = 2 sara ragionevole dunque ricercare
la funzione ® come soluzione a simmetria radiale dell’equazione di Laplace
(6.2) in R?\ {0}.

131
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Supponiamo quindi che ®(z) = ¢(r) dove r = |z| e calcoliamo:

iy Tk
k - ¢(T) |CC‘7

o = ) (|x| )

N N
pu = z: v (-5 3002) -
k=1 k=1
N —
= #n+ L ),
Se @ soddisfa 1’equazione (6.2) per = # 0, allora

" (r) + Lr_ ! ¢ (r) =0 per r>0;

otteniamo:
_ Jeclog r+c, seN =2,
o(r) = { cr?™N 4 ¢y, se N> 3.

La funzione

1

—5= log|z| se N =2
7.1 O(z) = 2y o N ’
= ) {uvzww‘x’ , seN 23,

definita per z € RY \ {0}, si dice la soluzione fondamentale per l’equazione
di Laplace.

Possiamo ragionevolmente pensare che la funzione ® x f risolva ’equa-
zione (6.1) in RN, N > 2. Si osservi preliminarmente che

1
VO (z)| = o |9L‘|1 N oo |V2 \/2+ N —2)2 |z|” N
N

Teorema 7.1.1. Sia f € C2(RYN) e siau = @*f, dove ® ¢ definita in (7.1).
Allora u ha le proprieta sequenti:
(i) uwe C*RY);
(i) u soddisfa l'equazione di Poisson (6.1) in RN, cioé¢ —Au = f in
RN'
(i1i) se N >3, ogni altra soluzione limitata di (6.1) differisce da u per
una costante.

Dim. (i) Dato che ® € L]
che u € C?(RV).
ii) Sempre per il fatto che ® € LI (RY), possiamo scrivere
loc

Bu(w) = [ ©)Afw - ) dy.

RN

L (RYN), dai teoremi sulle convoluzioni concludiamo
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Si osservi ora che

‘/ Sy AF(x —y) dy| < |Af]ne /'ﬁwyNd%

(0,e) B(0,¢)

dove l'integrale a secondo membro converge:

e? 1 g2
Llogly+ £ N=2
_ 2 3 4 ’
/rwwuw—{ E N

Boe) a(N=2)

Percio

Au(z) = lim (y)Af(z —y) dy,
e—0
B(0,e)°
dove B(0,¢)¢ = RN\ B(0,¢).
D’altra parte, dato che A, f(z —y) = Ay f(z —y), dopo un’integrazione
per parti otteniamo:

L/ B(y)Af(r —y) dy =
B

(0.0)°
- / Vo(y) - Vyf(r—y) dy+ / ®(y) gi(ﬂf—y) dSy,

B(O,S)C 3B(0,€)

dove v indica il versore della normale a 9B(0,¢) in y che punta all’interno
di B(0,¢). Il secondo integrale al secondo membro si maggiora cosi:

of (o
/é)B(o,g)q)(y) ay(fﬂ y) dSy| < ||V flls / |®(y)| dS,

9B(0,¢)
dove
elog=2, N =2,
o) as, = { “%
/ SR
0B(0,¢)
Quindi
Au(z) = — lim Vo(y) Vyf(z—y) dy.
e—0
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Integrando ancora per parti, otteniamo:

/ VO(y) -V, f( —y) dy =

0P
/ A®(y) fz —y) dy — 5, W) fle—y)dS, =
B(0,6)c 0B(0,¢e)
0P
~ [ 2 sty as,
0B(0,e)
Ora V&(y) — |y|N e v(y) o7 quindi
W=
av = wnlyN-1

oD
Aufz) = —213(1) 5(9) flx—y) dS, =
0B(0,e)
“hmo o [ sy ds, -
51—I>I(l] WN EN 1 o 4 v
0B(0,¢)
1
—lim — / flz —ez) dS, = —f(x)
e—=0 wn
8B(0,1)
In conclusione, Au(z) = — f(x).

(iii) Segue dal Teorema 6.4.3, dato che u e limitata (Esercizio 1).

O

Osservazione 7.1.2. Se N = 2, la (iii) non vale, perché u non ¢ limitata.

Osservazione 7.1.3. Se f € C°(RY), & chiaro che u = ® « f & di classe
C>=(RY). Usando il linguaggio delle distribuzioni, abbiamo allora dimostrato

il risultato seguente:

(-80,5) = ~@.00) =~ [ 20) Af(w) dy =

RN

_ —/(ID(y) AF(0—y) dy = £(0) =
RN

= (do, f),

per ogni f € D(RY).
Percio:
—A® =§y in D'(RY).
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7.2. I problemi di Dirichlet, Neumann e Robin

In questo capitolo esamineremo alcuni problemi al contorno per ’equazione
di Laplace e Poisson e, quando possibile, per equazioni piu generali.

Sia Q un aperto limitato e connesso di R, con frontiera costituita da
un numero finito di porzioni di superficie di classe C.

Il problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson consiste nella deter-
minazione di una funzione u € C%(Q) N C°(9Q) tale che

(7.2) —Au=f in Q u=¢ su 09,
dove ¢ € C°(99) ed f € C°(Q) sono funzioni date.

Il problema di Neumann consiste invece nella determinazione di una

funzione u € C?(2) N C*(Q) tale che

0
(7.3) —Au=f in €, a—:j = su 09,
dove 1 € C2(00) ed f € C°() sono funzioni date.
Per il Teorema della Divergenza & chiaro che la funzione ¥ non puo essere
assegnata in modo arbitrario: dato che

ou
Au dxr = — dSy,
/Q oo Ov 7

dovra essere

(7.4) [ @) do=— [ as,.
Q o0

Si noti inoltre che aggiungendo una costante ad una soluzione di (7.3) si
trova un’altra soluzione.

Siano ora «, 8 e 1 funzioni definite su 9Q e tali che |a| + |5 > 0 su 99Q.
Il problema di Robin consiste nel trovare una funzione u € C?(Q), continua
in Q, dotata di derivata normale in ogni punto di 02 in cui sia o # 0 e tale
che
ou
ov
Osserviamo che i casi in cui @« = 0,8 =1e a = 1,8 = 0 corrispondono
rispettivamente al problema di Dirichlet ed a quello di Neumann.

(7.5) —Au=f in Q a—+Pu=1 su I

7.3. Teoremi di unicita

Una conseguenza del principio di massimo e il seguente risultato di unicita
per il problema di Dirichlet.
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Teorema 7.3.1 (Unicita per il problema di Dirichlet). Siano ¢ € C°(99)
ed f € C°(Q). Il problema di Dirichlet (7.2) ha al pit. una soluzione u nella
classe C*(Q) N CY(Q).

Dim. Siano u e v due soluzioni di (7.2). Allora la funzione w = u — v
e armonica in ) e nulla su 0f). Per il principio di massimo w < 0 in .
Analogamente, —w < 0 e dunque w = 0 in €. O

Un’applicazione del lemma di Hopf e il seguente teorema di unicita per
il problema di Neumann. In seguito si dira che un aperto Q ¢ RY gode della
proprieta della sfera interna se per ogni x € 02 esiste una pallina aperta B
tale che xg € 0B.

Teorema 7.3.2 (Unicita per il problema di Neumann). Sia Q@ C RN un
aperto limitato con la proprieta della sfera interna e siano 1 € C°(9Q) ed
f € C%Q) funzioni soddisfacenti la condizione di compatibilita (7.4).

Allora il problema di Neumann (7.8) ha, a meno di costanti additive, al
piti una soluzione u nella classe C%(Q) N CH(Q).

Dim. Siano u e v due soluzioni di (7.3) soddisfacenti la (7.4) e sia w = u—wv.
Se w non fosse costante, assumerebbe il suo massimo in un punto xg € 052.
Inoltre, per il principio di massimo forte risulterebbe u < u(zp) in Q. Per il

lemma di Hopf, dovrebbe essere %“’( 0) > 0, mentre %—f = 0 su 09. O

Teorema 7.3.3 (Unicita per il problema di Robin). Se o > 0 e 8 non
¢ identicamente nulla su 0S), esiste al pit. una funzione armonica in 2, di

classe C*(Q) e che verifica (7.5).

Se B = 0 su ), due funzioni armoniche in Q, di classe C1(Q) e che
verificano (71.5), differiscono per una costante.

Dim. Siano uj e uo due funzioni che soddisfano le ipotesi del teorema e sia
u = uj —ug. Essa & armonica in €, di classe C1(€) e verifica (7.5) con f = 0.
Per il teorema della divergenza abbiamo quindi:

/|Vu|2 dr = /{dlv u Vu) —u Au} dx —/ g:j ds;.

o0

Nei punti in cui a = 0, abbiamo che u = 0, mentre 8—5 = 0 nei punti in cui

B = 0. Percio:

/|Vu|2dx:/ud5— /5:; u? dS, <0,

Q on+ on+
dove 90T = {209 : a(x)B(z) > 0}. Quindi Vu = 0 in Q, e dunque u ¢
costante in 2. Nel caso in cui 8 non sia identicamente nulla, dalla condizione
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di Robin otteniamo che u = —%% = 0 in qualche punto di 92 e quindi

questa costante deve essere nulla. O

Sia 2 un aperto connesso e illimitato, con frontiera costituita da un
numero finito di porzioni di superficie di classe C'. Siano o, 3 ed f funzioni
definite su 02 e tali che |a|+|5| > 0 su 9€2. Supponiamo inoltre che a(z) # 0
in ogni x € 9N in cui esista il piano tangente a J) ed esista una pallina
B C Q tale che 0B N o = {x}.

Teorema 7.3.4. Se a 8 > 0 su 052, allora esiste al pit una funzione u €
C?2() N CY(Q) tale che

(i) u é armonica in €,
(i) esiste la derivata normale %(IL‘) in ogni x € 0N tale che a(x) # 0,
(iti) o P4+ B u= f su0Q,

(iv) esiste a € R tale che lim u(x) = a.
|z|—o0

Dim. Siano u; e ug due funzioni che soddisfano le ipotesi (i)-(iv) e sia
u = uj — ug. Allora u soddisfa (i)-(iv) con f =0 ed a = 0.

Poiche u & continua in Q e tende a zero all’infinito, allora & limitata; se
non fosse nulla, esisterebbe zg € Q tale che u(zp) = maxgu > 0 e, per il
principio di massimo, risulterebbe che xg € 9. Inoltre, dato che u(zg) > 0,
allora a(xp) # 0, altrimenti B(xo)u(xo) = 0 e quindi u(zg) = 0.

Per la (ii), esiste allora %(azo) ed inoltre valgono in z( le ipotesi del
lemma di Hopf 6.3.5: dunque %(l’o) > (0; ma

90U

a(zo)B(xo)u(zo) = —ar(wo) E(fﬂo) <0,

cioe u(xp) < 0, che & una contraddizione. (]

I problemi al contorno per insiemi illimitati si possono ricondurre allo
studio di problemi al contorno per insiemi limitati mediante la trasforma-
zione di Kelvin, come spiegato qui di seguito.

Sia Q illimitato e fissiamo l'origine 0 degli assi cartesiani fuori di €.
Abbiamo gia osservato che ’applicazione

T Y=
|z[?

trasforma (2 in un insieme limitato 2*, che non contiene ’origine (nel caso in
cui € sia il complementare della chiusura di un dominio semplicemente con-
nesso, allora Q* & un dominio semplicemente connesso privato dell’origine).
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La funzione

(7.6) v(y) =y N uly/ly)
¢ armonica in Q* \ {0} se u & armonica in .
Infatti, sia a(y) = |y|>~%; risulta:

N N N
Av=ula+2 > du(Va-Va;)+a Y Opu (Va;-Vap)+a Y O Axj,

j=1 g k=1 Jj=1
dove
Aa =0, Va Vi =—(2-N) [y~ Dy,
V- Vay, = ly| 6, Az; =2(2—N) |y[~*y;.
Percio:

Av = a(y) [yl ™ Auly/|y*) = [y~ Auly/|yl).

Il lemma seguente ci permette di estendere armonicamente v a tutto
Paperto * a patto che u si comporti in modo appropriato quando |z| — oo.

Lemma 7.3.5 (Singolarita removibili). Sia Q@ C RN aperto e sia xo € Q.
Sia inoltre u una funzione armonica in 2\ {xo} e tale che

(7.7) u(x) = o(®(x — xz9)) se x — xp,
dove ® ¢ la soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace.

Allora u si puo prolungare con continuita in xo e la funzione risultante
e armonica in €.

Dim. Diamo la dimostrazione nel caso N > 3; il caso N = 2 procede in
modo completamente analogo.

Scegliamo r > 0 tale che B(zg,r) C Q. Sia v la funzione armonica in
B(zg,r) tale che v = u su dB(xp,r) : v & ben definita, come vedremo, da
(7.17). Poniamo inoltre w = u — v.

Fissato T € B(zo,r) \ {zo}, si scelga 0 < ¢ < |T — xg| < r e si ponga
M. = mMaxayp(zg,e) |w|

La funzione
cN-2
we(z) = w(z) — M- Iz — 2oV 2
¢ armonica per x # xo ed inoltre w. = w — M, < 0 su 0B(zg,¢) e we =
—M_(g/r)N=2 < 0 su dB(zo,r). Per il principio di massimo w. < 0 in

B(zg,r) \ B(xo,¢) e quindi in particolare

6N72



7.3. Teoremi di unicita 139

per ogni 0 < ¢ < |T — x|. Passando al limite per ¢ — 0T, si ottiene che
w(T) < 0 dato che

eN2M, < N2 max |u| +eV7? max |u] =0
OB(z0,¢) 0B (z0,¢)

per € — 01, per l'ipotesi (7.7) ed il fatto che v ¢ limitata in B(zg, 7).

In modo analogo dimostriamo che w(z) > 0 in ogni T € B(xo,7) \
{zo}. Dunque w = 0 e cio¢ u = v in B(zg,r) \ {zo} e quindi v estende
armonicamente u a tutto B(xg,r). O

Osservazione 7.3.6. Risulta chiaro che, se u € armonica nell’insieme illimi-
tato Q = RV \ D (con D limitato e semplicemente connesso) ed infinitesima
per |z| — oo, allora la funzione v definita in (7.6) e soddisfa in Q* le ipotesi
del Lemma 7.3.5 con g = 0. Possiamo pertanto estendere armonicamente
vaQ*U{0}.

Concludiamo questo paragrafo con il seguente risultato di unicita per il
problema di Dirichlet in aperti piani illimitati.

Teorema 7.3.7 (Unicita per il problema di Dirichlet nel piano). Sia Q& R?
aperto ed illimitato e sia g € CY(0Q).

Esiste al pit una funzione u € C%(Q) N C%(Q), limitata in Q e tale che
Au=0 in Q, u=g su 0.

Dim. Siano wuy ed us due soluzioni limitate del problema di Dirichlet e sia
u = uy — ug. Allora u ¢ armonica in 2, limitata in € ed inoltre u = 0 su 9f).

Fissata l'origine degli assi fuori di €, la funzione v(y) = u(‘y%) ¢ armo-
nica nell’insieme limitato * immagine dell’applicazione = > # Inoltre v
e continua in Q* \ {0} ed esiste una costante M per cui [v| < M in Q*.

Sia B(0, R) una pallina contenente Q* e sia definita la funzione:

_y log |y| — log R

we(y) = loge —log R’

per y # 0econ 0 < € < R. Risulta che w, & positiva in 2* ed inoltre w. = M
se |y| =e.

Sia F = {y € Q* : |y| > ¢}; la funzione v — w, € armonica in 2,
continua in ¥ e negativa su 9Q7, dato che v —w, = v — M < 0 su dB(0,¢)
e v —w, = —we su 0*. Dunque v < w, in 2} e quindi, fissato y € Q* e
scelto € € (0, |y|), si ha:

log |y| — log R

M :
vly) < loge — log R
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Facendo tendere ¢ a zero, si ottiene che v(y) < 0. In modo analogo, conside-
rando la funzione v 4 w,, si ottiene che v(y) > 0, cioé v = 0 in ogni y € Q*,
e quindi v = 0 in . O

7.4. La funzione di Green

In questo paragrafo , & un aperto limitato in RV e 99 & di classe C*, cioe
09 ¢ localmente il grafico di una funzione C*.

Teorema 7.4.1 (Identita di Stokes). Sia u € C%(Q) N CY(Q). Allora

(7.8) u(z) = —/(ID(y —z) Au(y) dy +
Q
[{ow-2 Gr0)-un G-} as,
0N

Dim. Sia x € Q; sia e > 0 cosi piccolo che B(z,e) C Q esia Q. = Q\ B(z,¢).

Per l'identita di Green, si ha:

[ o= dut)dy = [10(y - 2) Suly) - uty) A@(y )} dy =
Qe Qe

[ {p0- G -utn) Gw-a} as,

00

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 7.1.1, otteniamo che

ou

li Py —x) —(y)dS, =

E—l>%l+ (y LI,’) ay(y) Sy 07
OB(z,¢)

. 0P

tim [ () 5y~ 2) S, = ul).
OB(z,¢)

Concludiamo allora dall’identita di Green sopra citata, osservando che 9€), =
0N UIB(x,¢). O

Useremo ora l'identita (7.8) per costruire una soluzione del problema
di Dirichlet (7.2), dove supponiamo per ora le funzioni f e ¢ abbastanza
regolari.

Si noti che se u soddisfa (7.2), allora nella formula (7.8) conosciamo Au
u
in Q e u su 02, ma non conosciamo — su J€). Introduciamo ora, per ogni

v
x € ( fissato, una funzione ausiliaria ®* che ci permettera di ignorare i valori
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di gu su 9. A questa funzione ®* = &*(y), che chiameremo il correttore o
funzione di Robin, richiediamo che soddisfi il problema di Dirichlet:

A®P*T =0 in €,

*(y) =d(y—x) per y € M.

Applicando la formula di Green alle funzioni ®* ed u, otteniamo:

(7.9)

—/‘I’x(y) Auly) dy = /{u(y) 85; (y) — ®%(y) gZ(y)} dSy =
Q oN
— [{utn) G - 2t -) Gr) } as,
o0

e, combinando questa identita con (7.8), possiamo concludere che

u(e) = - [(@t-0)-2*)} dut) dy— [ {5 -0~ 5} utw) s,
Q

ov
o0

La funzione definita da
(710) G(‘T?y) :¢(y_$)_q>$(y)’ per SU,yEQ, x#?/)
si dice la funzione di Green per 'operatore A in €.

Teorema 7.4.2 (Formula di rappresentazione). Siano f € C'Q) e p €
C(09). Seu € C?(Q)NCY(Q) & una soluzione del problema (7.2), allora

1) )= [ G s dy- [ §Z<x,y> o) dS,,
Q o0

per ogni x € ).

Osservazione 7.4.3. La costruzione della funzione di Green G in genera-
le non & semplice: calcoleremo in seguito G nel caso in cui 2 abbia una
geometria semplice e, nel paragrafo 7.5, ne dimostreremo 1’esistenza sotto
opportune ipotesi di regolarita per €.

Si noti anche che, fissato x € , la funzione y — G(zx,y) soddisfa

I’equazione
-AyG =94, in Q
nel senso delle distribuzioni ed ¢ tale che
G(z,y) =0 per ogni y € .

Osservazione 7.4.4. Se ¥U* & una funzione tale che

AW? =0 in €,

% y) =5y —2)+ g per y€ o
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allora, con calcoli analoghi, otteniamo la formula di rappresentazione per il
problema di Neumann (7.3); a meno di costanti additive risulta infatti

(7.12) /N ,y) dy+/N(x7y) P(y) dSy,
oN

per ogni x € €, dove

N(z,y) = ®(y — ) — V*(y)
¢ la funzione di Neumann.

Teorema 7.4.5 (Simmetria della funzione di Green). Per ogni z,y € § con
x # vy, risulta che G(y,z) = G(z,y).

Dim. Fissiamo z,y € ) con x # y e poniamo:
v(z) = G(z,2) e w(z)=G(y,z).

Allora Av =0se z# x e Aw =0se z # y ed inoltre v = w = 0 se z € JN.
Scegliamo ¢ > 0 tale che B(x,e) U B(y,e) C Q e B(x,e) N B(y,e) = @ ed
applichiamo la formula di Green alle funzioni v e w in Q\ [B(x,e)UB(y,¢)] :
risulta che

ov ow 81} ow
OB (z,¢e) 0B(y:)

Ora, poiché w € armonica, e quindi regolare, vicino ad z, l'integrale

a—wvds —0 se ¢ —0.
ov

OB(z,e)

D’altra parte v(z) = ®(z — x) — ®*(2) con $* armonica in 2; dunque

e—0 ov ov
OB(z,¢) OB(z,e)

lim ov w dS, = hI% / a—@(x —z) w(z) dS, = w(x).

Percio il primo membro di (7.13) converge a w(z) ed, in maniera analoga,
il secondo membro di (7.13) converge a —v(y), cioe G(y,z) = w(x) = v(y) =
G(z,vy). O

Calcoleremo ora la funzione di Green per il semispazio HV = {z € RV :
xy > 0} e per la palla B(0, R) C RV.

Se z = (z1,...,on_1,2n) € HY, indichiamo con z* il suo punto ri-
flesso rispetto all’iperpiano OHY, cio¢ z* = (x1,...,2N_1, —=N). Scegliamo
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P*(y) = ¢(y — 2*) = ®(y1 — x1,...,YN—1 — TN—1,YN + xn); allora risulta
che ®*(y1,...,yn-1,0) = ®(y1 — z1,...,ynN—1 — TN-1,2N) € quindi:
AP* =0 in HV,
O*(y) = ®(y —x) per yc IHN.

Percio in questo caso

(7.14) G(z,y) =®(y —z) — (y — z7)
ed inoltre
oG oG 1 YN — TN YN + TN
A e [ P Fe

2 TN

oz -y
dato che |z —y| = |z* — y| se y € OHN.
La funzione P : HY x OHY — (0, +00) definita da
2 TN
Plz,y) = =N
(z.9) wy |z —y[N

si dice il nucleo di Poisson per il semi-spazio H™. Si noti che P(z,y) =
P,y (2 —y') dove si & posto 2’ = (z1,...,2N-1) e dove Ps non & altro che il
nucleo di sommabilita definito in (4.14) (con N al posto di N + 1).

Teorema 7.4.6 (Formula di Poisson per il semispazio). Sia

2 TN

7.15 LTN) = —
(7.15) Unen) =58 | @ e —yP
R

E e(y) dy,
con ¢ € CORN=H) N LRV,
Allora
(i) uw € C®(HN) N L(HY),
(ii) Au =0 in HV,

(iii) lim wu(z,zy) = o(z) per ogni x € OHN.
Cl?]\]-)()jL

Dim. Abbiamo gia dimostrato (iii) nel Capitolo 4, sfruttando le proprieta
del nucleo P; definito in (4.14). Inoltre, dato che

2 ox

wN (2} + |z — y|H)N/2

dy =1,

otteniamo facilmente che |u(z, )| < ||¢||oo € cioe (i). L’armonicita (e quin-
di la regolarita) di u segue dall’armonicita di P (che si verifica direttamente)
e dai teoremi standard di derivazione sotto il segno di integrale. O
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Calcoliamo ora la funzione di Green per B(0, 1). Diremo che z* = ‘x% e
il punto duale del punto z € RY \ {0} rispetto a 9B(0,1).

L’applicazione RN \ {0} 3 z — z* € RV \ {0} si dice I'inversione per
raggi vettori reciproci rispetto a 0B(0,1).

Figura 1. Il punto duale z* del punto = € R™ \ {0} rispetto a &B(0,1).

Useremo questa applicazione per costruire un correttore ®* tale che

A®* =0 in B(0,1),

¢*(y) = ®(y —x) per y € 9B(0,1),
cosicché la funzione di Green sara di nuovo G(z,y) = ®(y — z) — &% (y).
La funzione ®*(y) = |z|> "V ®(y — 2*) = ®(|z|(y — =*)) & armonica per

y # x* e quindi per y € B(0,1). Inoltre se y € 0B(0, ) risulta:

29-x 1
2 #1202 2 2 _ 2
oPly P = Jaf? (1o = 24 ) = e~ 20+ 1= o = P
e quindi ®*(y) = ®(y — =) per y € 9B(0,1).

La funzione di Green per la sfera ¢ dunque

(7.16) G(r,y) = (y — x) — O(|z|(y — 27)), =,y € B(0,1), = #y.

Questa formula vale anche nel caso in cui N = 2.

Calcoliamo la derivata normale di G :

oG 1 xp—yg 1 oy, — ap
e it LA ik ]
Yk

wy |z—y¥ " wy Jz—yN
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se y € 0B(0,1) e quindi

N
oG oG
a5 XY = Y 7—\2,Y) =
(V) = 2wk, (o)
1 N
o T =g¥ 2ol el ) =
N Yy el
1 11— |x?

M-z y—|z*+a -y =

S wy = yY Cwn -y

Teorema 7.4.7 (Formula di Poisson per la sfera). Sia ¢ € C°(0B(0,R)) e
sia

R? — |z e(y)
1 = ds,.
(7.17) u(x) v B / Py Sy
8B(0,R)

Allora
(i) uwe C=(B(0, R)),
(i) Au=01in B(0, R),
(iii) H_)m u(z) = p(xo) per ogni zg € 0B(0, R).
T—x0

Dim. La dimostrazione segue la falsariga di quella del Teorema 7.4.6. ([l

Sfruttando la formula di Poisson per la sfera, possiamo ridimostrare la
proprieta di analiticita delle funzioni armoniche.

Corollario 7.4.8. Ogni funzione armonica in un aperto §) é i analitica.

Dim. Dobbiamo dimostrare che u ¢ sviluppabile in serie di Taylor in un
intorno di un punto qualsiasi di 2. Senza perdere di generalita, possiamo
supporre che tale punto sia ’origine.

Sia ora B(0, R) C 2. Per la (7.17), possiamo scrivere:

R? — |af? u(y)
=— ——==dS B0, R).
u@) wn R / |z —yV v wEBOR)
dB(0,R)
Per x € B(0,R/3) ed y € 9B(0, R), si ha che

o —y| ™ = {|a> = 22y + R*} N2 =

—N/2 e 2 n
-N ’35‘2—295'9 _ p—N —N/2 |z — 22 -y
R {1 + T } =R nE_O ( n —m )
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Quindi otteniamo

R® — |95 | -N
P
TR el Z on+2(T,Y),
dove Pyj42(z,y) € un polinomio di grado 2n + 2 in z1,..., TN, Y1,.-.,YN-
Scambiando la serie con 'integrale, concludiamo che, per x € B(0, R/3),
u(z) & uguale ad una serie di polinomi in z1,...,zy (di grado 2n + 2) e
quindi coincide con una serie di potenze in x1,...,xN. ([

7.5. Il metodo di Perron

Ricordiamo che una funzione u, continua in €2, si dice subarmonica in € se,
per ogni pallina B(z,r) C €2, vale la (6.5) ossia che

u(z) < WB(lzv,r)| / u(y) dSy.

OB(z,r)

Una funzione wu si dice superarmonica in ) se —u € subarmonica.

Proposizione 7.5.1. Siano uy,...,u, subarmoniche in €.

(i) Se ci,...,cn sono costanti non-negative, allora cyuy + - -+ + cuuy, €
subarmonica in €.

(ii) La funzione v definita da v(x) = max[ui(z),...,up(z)],z € Q, ¢
subarmonica in €.

Dim. (i) Immediata.
(ii) Sia B(x,r) C Q; esiste k € {1....,n} tale che v(z) = ug(x). Dunque

1 1
= < _— < s — .
v(z) = uk(z) < REER] / ug(y) dSy < 9B / v(y) dSy
0B(z,r) 0B(z,r)

Per larbitrarieta di B(z,r) si conclude. O

Lemma 7.5.2. Sia u € C°(Q). Sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(i) uw é subarmonica in §);

(i1) per ogni x € ) esiste v, > 0 tale che u soddisfa (6.5) per ogni B(x,r) C
Q con 0 <71 <ry;

(iii) per ogni aperto A con A C Q e per ogni funzione v, armonica in A,
continua in A ed uguale ad u su OA risulta che u < v in A.
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Dim. (i)=(ii). Immediata.

(ii)=-(iii). Sia A un aperto tale che A C Q e sia v armonica in A, continua

su A e tale che v = u su 0A. Per il Teorema 6.3.1 e I’Osservazione 6.3.2, si
ha che u < v in A.

(iii)=(i). Sia B(z,r) C Q. La (iii) implica che

1
ua) < vle) = e [ vl ds, -
OB(z,r)

1
9B (@) / u(y) dSy,
OB(z,r)

avendo scelto A = B(z,r). O

Sia © ¢ RY un aperto e B una pallina tale che B C Q. Sia inoltre
Mg : C°(Q) — C°(Q) I'operatore definito da

(7.18) MB(u):{ u  in Q\B,

v in B,
dove v € la funzione armonica in B tale che v = u su dB.

Teorema 7.5.3. Risulta che
(i) Mp(u) < Mp(v) in Q, se u < v in §;

(ii) Mp(u) é subarmonica in 2, se u é subarmonica in €.

Dim. (i) La disuguaglianza ¢ banale in Q \ B. Inoltre, Mp(u) — Mp(v) ¢
armonica in B e non-positiva su dB. Per il principio di massimo, essa ¢
non-positiva su B.
(ii) Sia w = Mp(u).
Se x € B, allora
1 1

o) =) = 5B s " 4 = 8B /aB(x,r) wly) Sy,

per ogni B(z,r) C B.
Se z ¢ B, allora
1 / 1
w(z) =u(r) £ 55— ude’:/ w(y) dSy,
D= = 5B Josien " T 0BG Josen

per ogni B(x,r) C Q\ B.
Se z € 0B, allora
1

‘8B($7T)’ 0B(z,r) ( ) Y

w(z) = u(x) w(y) dSy,

1
‘6B($7 T)’ OB(z,r)
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per ogni B(xz,r) C £, perché w > u in Q.

Bastera allora applicare a w il Lemma 7.5.2. O

Teorema 7.5.4 (Metodo di Perron). Sia Q C RY un aperto limitato, ¢ €
CY(09Q) e sia

S(Q) = {v e C%Q) : v subarmonica in Q ev < ¢ su ON}.
Allora la funzione definita per x € Q da
(7.19) u(z) = sup{v(x) : v e S(Q)}
é armonica in €.
Dim. Sia
S(Q) = {v € C°Q) : v superarmonica in Qe v < ¢ su ON}.

E chiaro che le classi S(€2) e S(£2) non sono vuote dato che contengono le
funzioni v = rg}ln pew= I%%X , rispettivamente.

Sev € S(Q) e w € S(), allora v — w & subarmonica in Q e v —w < 0
su 0N e quindi v — w < 0 in §2; pertanto:

v<w perogni veSN) edogni we S(Q).

La funzione u definita da (7.19); e limitata, perché ogni v € S(Q2) &
limitata da max .

Fissato z¢ € (2, esiste una successione di funzioni u, € S(2) tale che
un(x0) = u(xp). La successione di funzioni v, = max[uy, ..., u,|, & crescente
e fatta funzioni di S(Q2), per la Proposizione 7.5.1; inoltre, vy (zo) — u(xo)
se n — 00.

Sia B = B(xg,7) con B C Q; la successione di funzioni w, = Mpg(v,)
¢ crescente e fatta di funzioni di S(€2), per il Teorema 7.5.3; inoltre le wy,
sono armoniche in B e, dato che v,, < w,, in Q, w,(z9) — u(xp) per n — oo.
Possiamo allora applicare il Corollario 6.5.3 alla successione di funzioni w,
in B: essa converge dunque ad una funzione w armonica in B e risulta
w(zo) = u(zp).

Fissiamo ora z* € B ed indichiamo con {u} },eny una successione di
funzioni di S(Q2) tali che w}(xz*) — wu(z*). Le funzioni v} e w}, definite
rispettivamente da

nl e wy(z) = Mp(vy),

* *
vy = max|Up, Uy, ..., U,

sono elementi di S(Q) e risulta w, < w;, < w},,; ed anche che wy,(z*) —
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Analogamente a prima, possiamo dimostrare che w} converge in B ad
una funzione w*, armonica in B e tale che w*(z*) = u(z*). Dato che w, <
wy, risulta che w < w* in B; ma

w(zg) < w*(xo) < ulxg) = sup v(wo)
veS(Q)

e w(xg) = u(zp); dunque w*(xg) = u(xo) = w(xp).

Pertanto: w — w* < 0 in B e w(zg) — w*(zg) = 0 = mgx(w — w*).
Essendo w — w* armonica in B, essa deve essere nulla in B, per il principio
di massimo. Dunque w = w* in B ed in particolare w(z*) = w*(z*) = u(x*).

In conclusione, abbiamo dimostrato che, fissato z* € B, la funzione

armonica w ha lo stesso valore di w in z* e dunque v & armonica in B. Per
I'arbitrarieta di B in €2, concludiamo che u € armonica in €. [l

Una funzione v continua in Q, nulla in zq € 9Q, positiva in Q \ {zg} e
superarmonica in €2 si dice una funzione barriera in xy per il problema di
Dirichlet in €.

Teorema 7.5.5. Sia Q C RN un aperto limitato, o € C°(0Q) e supponiamo
che xg € 02 ammetta una funzione barriera 1.

Se u ¢ la funzione definita in (7.19), risulta che

lim  wu(x) = ¢(xg).

Q>x—x0

Dim. Poiché ¢ & continua in xg, per ogni € > 0 esiste 6. > 0 tale che
lo(x) — p(x0)| < € per x € 9N N B(xg, de)-

Dato che 9 & continua e positiva per x € 9Q N B(xg, I )¢, posto
|o(2) = @(x0)]
M, = A 0Q N B(xg, 0)°
€ max{ w(x) S (:EO’ 6) )
risulta |p(z) — p(x0)| < Mp(x) per € 9Q N B(xg, 0:)¢ e dunque

lo(z) — @(x0)| < e+ Mp(x) per ogni = € .

La funzione subarmonica ¢(xz¢)—e— M1 (x) appartiene quindi alla classe
S(Q) e pertanto ¢(xg) — e — M(x) < u(x), per ogni = € €. In maniera
analoga, dimostriamo che ¢(zg) + & + M (x) > u(x), per ogni x € .

In definitiva:

lu — p(zo)| < e+ My su Q.

Dato che v & continua in z¢ e ¥ (x¢) = 0, abbiamo che

limsup |u(z) — ¢(zo)| < €
Q3z—x0

da cui, per I'arbitrarieta di € > 0 segue la tesi. O
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Diremo che un aperto €2 ha la proprieta della sfera esterna se per ogni
punto = € 0f) esiste una pallina B tale che BN Q = {z}.

Teorema 7.5.6. Se 0 ¢ un aperto limitato che gode della proprieta della
sfera esterna, allora ogni xo € 02 ammette una barriera.

Dim. Per lipotesi, esiste una pallina B = B(a,r) tale che BN Q = {x¢}.
Per x # a poniamo ¢(z) = ®(z¢g — a) — ®(z — a), dove @ & la soluzione
fondamentale (7.1); ¢ ¢ la barriera cercata. O

Sia xg € 0N e sia Q,(xg) = {z € Q : |v — 29| < p}. Si dice che zg &
un punto regolare per il problema di Dirichlet in €2 se esiste una funzione
barriera in zg per almeno un insieme §,(zo). In caso diverso, x¢ si dice un
punto eccezionale.

Osserviamo che se zg € un punto regolare per il problema di Dirichlet
secondo questa definizione, allora la funzione armonica u costruita con il
metodo di Perron soddisfa la condizione al contorno di Dirichlet in xg. In-
fatti, se ¢ € una barriera in z¢ per I'insieme §,(x¢), sia 0 < pg < p ed
m = min{y(z) : z € Qpy(x0) \ Ny, (20)}; allora m > 0 e la funzione ¢ definita
in Q da

7= m in Q\ Qp,(z0),
min(y,m) in Q,(xo),
€ una barriera in xg per ).

Come dimostrato nel Teorema 7.5.6, se € ha la proprieta della sfera
esterna tutti i punti di 02 sono regolari per il problema di Dirichlet in ).
Nel caso di un dominio del piano, questa ipotesi si puo indebolire, come
mostra il seguente risultato.

Teorema 7.5.7 (Proprieta del segmento). Sia Q@ C R? limitato, sia zg € O
e supponiamo che esista un punto z1 ¢ ) tale che tutto il segmento che unisce
zo a z1 stia fuori di 2. Allora zg € regolare per il problema di Dirichlet in Q.

Dim. A meno di un cambiamento di coordinate, possiamo supporre che zg
coincida con 'origine degli assi cartesiani e che z1 giaccia sul semiasse reale
negativo. Posto p = |21 — 2o/, la funzione

log 2/p

dove arg z ¢ 'argomento principale di z = x + 1y, risulta una barriera in
Qp(ZO)- D

P(z) =
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Figura 2. La proprieta del segmento.

Osservazione 7.5.8. Esistono aperti limitati in R? e con frontiera di area
finita che contiene punti eccezionali per il problema di Dirichlet.

Per esempio, sia

1
u(x)_/ t dt
) V(e —t)2 + 23+ 23

esia Q.= {x e R3: |z| < 1,u(z) < 1+ ¢} dove ¢ > 0.
La funzione u € armonica in 2. e continua su 0f); tuttavia non esiste

una funzione di classe C%(Q2) N C°(Q), armonica in Q e che assume i valori
di u su 0f.

Per dettagli su questo esempio e per ulteriori risultati sui punti regolari
si vedano [Ga] e [MZ].

Concludiamo questo paragrafo con un risultato di esistenza per la fun-
zione di Green.

Teorema 7.5.9 (Esistenza della funzione di Green). Sia Q@ C RN un aperto
limitato tale che ogni punto di ON) sia regolare per il problema di Dirichlet.

Allora Q@ ammette la funzione di Green.

Dim. L’esistenza del correttore %, x € (), & garantita dai Teoremi 7.5.4 e
7.5.5, dato che ®(- — ) & continua su 0f. O



152 7. Problemi al contorno

7.6. Il principio di Dirichlet

Lo scopo di questo paragrafo e del successivo € quello di presentare a grandi
linee due tecniche, alternative al metodo di Perron, che ci permettono di
ottenere un teorema di esistenza per il problema di Dirichlet relativo al-
I’equazione di Poisson. FKEsse sono basate rispettivamente sui Teorema di
Lax-Milgram e su quello della Proiezione.

Quella presentata in questo paragrafo ha il pregio di fornire un teorema
di esistenza per una classe molto pitt ampia di operatori, come specificheremo
tra breve.

Sia Q@ c RY un aperto. Lo spazio H'(Q2) ¢ definito come lo spazio
delle funzioni f € L?(f2), a valori reali, aventi gradiente distribuzionale
VfeL2(Q)N =L%Q) x --- x L?(Q).

Lo spazio H'() & uno spazio di Hilbert su R con il prodotto scalare
definito da:

<f,g>:/fgdx+/w-v9 dz, f.g € HY(S).
Q Q

Osservazione 7.6.1. Lo spazio C®(Q) & denso in H(Q) e, se Q = RY,
C§°(Q) & denso in H(Q).

In generale, C§°(Q2) non ¢ denso in H(Q). Lo chiusura di C§°(2) nella
norma dello spazio H'(Q) si indica con HE(Q).

Osservazione 7.6.2. Storicamente, lo spazio H'()) & stato definito come
la chiusura di C'*°(2) nella norma indotta dal prodotto scalare sopra defi-
nito. Lo spazio che qui chiamiamo H!(Q) & lo spazio di Sobolev W12().
L’osservazione precedente equivale ad asserire che W12(Q) = H(Q). Que-
sto risultato & dovuto a Meyers e Serrin ed una dimostrazione completa si
puo trovare in [Ad].

Mostreremo ora un’applicazione alle equazioni ellittiche del Teorema di
Lax-Milgram 2.5.3.

L’operatore differenziale £ definito (formalmente) da

Y9 AN du
(7.20) Lu=— ijz:l 9z, (aij () 8@) + ; bi(x) oz +c(x) u
si dice (uniformemente) ellittico se esiste una costante A > 0 tale che
N
(7.21) > ailz) &&= A ¢,
ij=1

per z € Q quasi ovunque e per ogni ¢ € RY.
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Supponiamo inoltre che le funzioni misurabili a;;,b; e ¢ — i coefficienti
dell’operatore £ — appartengano allo spazio L*°(2) e che a;; = aji, ,j =
1,...,N.

Sia f € L?(Q). Una funzione u € H{(Q) si dice soluzione debole del
problema di Dirichlet:

Lu=f in €, u=0 su 01,

se per ogni v € H}(Q) si verifica che

(7.22) /{ i a;ij () Ug, vxj—i—i bi(x) ug, v+c(z) u U} dr = /f(:n) vdz.
o =1 i=1 S

Si noti che se a;j,b;, ¢, f,u e v sono abbastanza regolari ed v e v sono
nulle su 09, allora (7.22) si ottiene moltiplicando per v l'equazione Lu = f
ed integrando per parti.

Definiamo la forma bilineare a : H}(Q) x H}(Q) — R mediante la
formula:

(7.23)
N N
a(u,v) = /{ Z ij(T) Uz; Vg, +Z bi(x) ug, vtc(z) u v} dx, u,v € HH(Q).
qQ wi=1 i=1

Lemma 7.6.3. La forma bilineare (7.23) é continua se a;j, b;, c € L>(Q),
peri,j=1,..., N.

Se inoltre L ¢ ellittico, allora esistono due costanti, « > 0 e g > 0, tali
che

(7.24) o ullf ) < alu,u) + 8 [[ullfag),
per ogni u,v € HL(Q).

Dim. Sia A la matrice N xN (aij(:v))i’jzlwa
bi(xz),i=1,...,N. Dalla (7.23) risulta:

e sia b il vettore di componenti

a(u,v) :/{(A Vu) - Vv + (b- Vu) U—i-cuv} dx,
Q

e quindi

atw o)l < [{AITulTo] + BVallel + ellaljol} do <
Q

< Cy /|Vu||Vv| dr + Cpg /|Vu]|v\ dx+||c\|oo/u||v| dz,
Q Q Q
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1 N 1
dove Cy = ( Z lai;]1%)2 e Cp = (X [|bs]|3) 2; da cid segue che
i=1

1,7=1
la(u,v)| < C |lull g1 IVl a1 (@),
N N
dove C' ¢ una costante che dipende da > |[la;]|%, - |bill% e da ||c/l-
i=1

ij=1
Questa disuguaglianza implica che a & continua.

Dato che L e ellittico, risulta:

)\/ |Vul*dz < /(A Vu) - Vu dx =
Q

Q

a(u,u)—/{(b-Vu) u+cu?}dr <

1
an 12.) Z/Vu|ru| dz + ||c||oo/u2 dr <

Q

+ (anin2 5{5/|vu|2 do + /u2 dz} + ||c||oo/u2 da.
=1

Q

N 1
Scegliamo € > 0 tale che 2¢ (Y ||b;]|2,)? < A ed otteniamo:
i=1

A
5 / |Vuldz < a(u,u) + C /u2 dx,
Q Q

dove C = max[ (Z 3], )2 HCHOO}

A questa dlsuguaghanza applichiamo ora la disuguaglianza di Poincaré

(7.39) e otteniamo (7.24) con a = /)\\1)11 ef= O

1+/\1

Teorema 7.6.4. Esiste un numero v > 0 tale che, per ogni pu > v ed ogni
f € L*(Q), esiste un’unica soluzione debole u € HL() del problema di
Dirichlet:

Lu+pu=f in €, u=0 su 01,

Dim. Prendiamo v = (3, dove 3 ¢ la costante del Lemma 7.6.3, e definiamo
la forma bilineare

ay(u,v) = a(u,v) + p /u vdz, u,v € H&(Q)-
Q
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La forma a, verifica le ipotesi del Teorema 2.5.3, infatti

o (u,0) = alu,u) +pe [ do > ol (= 8) lulay = o July )
Q

cioe a, ¢ coeciva. E inoltre chiaro che a, ¢ continua.

Per f € L?(f), definiamo un funzionale lineare su L?(£2) mediante la
formula (f,v) = [ f v dx; questo & limitato su L%(2) e quindi su Hg(Q) per
Q

la disuguaglianza di Poincaré (7.39).

Per il Teorema 2.5.3, esiste un’unica u € H} () tale che a,,(u,v) = (f,v),
per ogni v € H}(Q). O

Corollario 7.6.5. Siano bj(z) = 0, i = 1,...,N, a;j(x) = 6, i,j =
1,...,N ec(z) >0.

Allora per ogni f € L?(S2), esiste un'unica soluzione debole u € Hg(Q)
del problema di Dirichlet:

Au—c(z)u=f in Q, u=0 su ON.
Dim. Scegliendo

a(u,v) = /Vu-Vv dx—i—/c(x) w v dz,
Q Q
per la (7.39) risulta:

a(u,u) > /]Vu|2dx =[o+(1—-0)] / |Vul|*dz >
Q Q

> aAl—l/u2da¢+(1—a)/\vuy2d:p =
Q

Q
B 1
T 14y ”UHH(}(Q),
avendo scelto o = 5 ilAl Si conclude come per il Teorema 7.6.4. [l

Utilizzeremo ora il teorema della proiezione in spazi di Hilbert per otte-
nere un teorema di esistenza per il problema di Dirichlet per ’equazione di
Laplace.

Teorema 7.6.6. Sia o € H'(Q) e sia c(x) > 0 in Q.
Allora esiste unica u € HY(Q) soluzione debole dell’equazione
Au—c(z) u=0 in Q
tale che u — p € HL(R).
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Dim. Si definisca in H*(€) il prodotto scalare

(u,v) = /{Vu-Vv—i—c(:L‘) u v} dx,
Q

che induce la seminorma

(7.25) ul| = /{\VUP Fe(@) 2} do.

Q

Si osservi che, in generale, (7.25) ¢ solo una seminorma, dato che potrebbe
essere ¢ = 0; vale perdo comunque l'identita del parallelogramma:

2 2

u—+v
2

U —v
2

ull? + [lv]®
-

L’insieme M = ¢+ HE(Q) ¢ un sottoinsieme chiuso e convesso di H'(2).
Usando l'identita del parallelogramma, ripercorrendo la dimostrazione del
Teorema della Proiezione in spazi di Hilbert, possiamo dimostrare che se
{tn}nen C M & una successione tale che

Jim {|u | = min [lvf],

allora, per ogni € > 0 esiste v € N tale che ||u, — un,|| < & per ogni n,m >
v. In generale, {uy}nen non ¢ di Cauchy, perché (7.25) in un caso & solo
una seminorma in H'(€2). D’altra parte perd {u, — ¢}nen © di Cauchy in
H}(9Q); infatti (7.25) definisce una norma in Hg(Q), per la disuguaglianza
di Poincaré (7.39).

Pertanto esiste U € Hg(Q) tale che u, — ¢ — U in H}(Q) e quindi
u =@+ U € M e risulta che

[[ul| = min [jo].
veM
L’unicita di u segue semplicemente ancora dall’identita del parallelogramma.

Poiché u = ¢ + U con U € H}(R), per ogni V € H(Q) ed ogni t € R
anche o + U +tV € M e quindi

le +UI? <l +U + VI[P = o+ Ul +2t (0 + U, V) + | V.

Pertanto (u, V) = 0 per ogni V € H}(2) e cio¢ u & una soluzione debole. [J

Se ¢ =0, il Teorema 7.6.6 implica 'esistenza di una soluzione debole del
problema di Dirichlet per I'equazione di Laplace.

Il lemma seguente implica che ogni soluzione debole dell’equazione di
Laplace ¢ effettivamente armonica.
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Lemma 7.6.7 (Lemma di Weyl). Sia u € H*(Q). Se per ogni ¢ € H}(Q)

risulta
[ vuts)- Vo) dy -
Q

allora u é quasi ovunque uguale ad una funzione armonica in €.
Dim. Sia B(x,r) C Q e scegliamo ¢(y) = n(ly — z|) dove

r—g, ngSE,

np)=qr—p, e<p<r,
0, p>r.

Allora V¢(y) = —(y —x)/|ly — x| e quindi |V¢| < 1 q.o. in Qe ¢ = 0 su 9.
Percid, posto A, = B(z,r)\ B(z,e), si ha:

0—/Vu -Vo(y)dy = / Vu(y _x|dy—

-f, o Loy dy”N‘”/AS,T ek
- /8 B(x,:f(y) dSy + /8 B(x,;f(y) dSy + (N —1) /E T < /8 B(x,qu(y) dSy) d;-

Poniamo allora

si ha che .
v - we) = -1) [ P4,
per ogni 0 < ¢ < r < dist (x,00).

Dunque

W (r) = ?mr), e <1< dist (z,00),

e quindi (1) = ¢V ! per qualche costante ¢ (per ogni 0 < r < dist (x, 99),

per 1”arbitrarieta di €). Dato che ¢(r)/r — w, u(z) per r — 0, risulta che
¢ = wy u(x), cioe u soddisfa la proprieta della media in €2 e quindi ¢ armonica

in €. O

7.7. Riduzione ad un’equazione integrale di Fredholm

La tecnica presentata in questo paragrafo si rivela utile soprattutto da un
punto di vista numerico. Infatti, i problemi di Dirichlet e Neumann per
I'equazione di Laplace in un dominio di RY sono convertiti in due equa-
zioni integrali per funzioni definite sulla sua frontiera, che € una varieta
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(N — 1)-dimensionale, ottenendo quindi il guadagno di una dimensione. Ci
proponiamo di risolvere tali problemi cercando la soluzione in una forma
particolare, suggeritaci dalla teoria del potenziale.

Sia © C RY una regione limitata da una superficie regolare 9Q to-
pologicamente equivalente ad una sfera. Indichiamo come al solito con ®
la soluzione fondamentale (7.1). Possiamo associare a 02 due funzioni: il
potenziale di strato semplice

(7.26) V() = [ @ —y) ply) a5,
o0
ed il potenziale di doppio strato

121) W = [t ot -, = o [ a2 as,
onN onN

dove si & indicato con v(y) il versore della normale esterna a € nel punto
y € 0f.

Quando N = 3, alla funzione V si puo dare il significato di potenziale,
gravitazionale o elettrico, di una distribuzione, di massa o di carica, con
densita p concentrata sulla superficie 9€). La funzione W invece puo prendere
il significato di potenziale di una superficie, 9€2, che si suppone magnetizzata;
in questo caso p rappresenta la densita di magnetizzazione o di momento
magnetico (per i dettagli si veda [Ke]).

Osservazione 7.7.1. Sia F(z,y) = ®(x — y)p(y) con z € B(xg,r) C 2 ed
y € 0Q2. E chiaro che esistono costanti Cy e Cs tali che

VoF(z,y)| < Ciply), |ViF(z,y)| < Caply),
per z € B(xo,r) C Qed y € 0.

Quindi, se p € L' (09, dSy), possiamo applicare il teorema di derivazione
sotto il segno d’integrale ed ottenere che

AV(a0) = [ 800 - ) ply) dS, =0
oN

in ogni xy € Q e, ragionando in modo simile, in ogni 2o € RV \ 9. In modo
completamente analogo, otteniamo che AW = 0 in RV \ 9Q.

Lemma 7.7.2. Sia 09 di classe C? e siano p,pu € L%°(0S). Allora le
funzioni Ve W in (7.26) e (7.27) sono ben definite per ogni x € RN,

Dim. L’asserto del lemma ¢ evidente se z ¢ 0. Se x € 012, inoltre, ¢ la
singolarita sotto il segno di integrale in V ¢ integrabile, essendo 02 una
varieta di dimensione N — 1.
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Infatti, possiamo parametrizzare un intorno abbastanza piccolo U(x) C
00 di x € 99 come il grafico di una funzione f di classe C? : U(x) =

{uv = f) v = (y1,...,yn—1), [y'| < €} con f(0') =0 e Vf(O) =0
(si pud sempre supporre che x coincida con l'origine degli assi). In questa
parametrizzazione abbiamo:

/ ®(x —y) p(y) dSy =

U(x)

/ (0P + 1622 o 1) VI T VIR dy =

ly'|<e
|2 VoY, f
Cy / VIE NPy <
e {1+ )y} o

C / ly' >N dy
ly'|<e
dove C' e una costante che dipende da N e dalle norme infinito di p e del
gradiente di f. E chiaro allora che l'integrale su U(z) converge; quello

su 00 \ U(x) converge senz’altro perché le funzioni integrande rimangono
limitate.

Nel caso di W bisogna osservare che (z —y) - v(y) = O(jx — y|?) se
|x —y| — 0 per z,y € I, dato che z — y tende ad essere ortogonale a v(y).
Infatti, dato che 02 ¢ di classe C?, la funzione d definita da

_ [ dist (y,09),  y¢Q,
dly) = { —dist (y,09), y € Q,

¢ di classe C? in un intorno di 09 e, dato che v(y) = Vd(y) per y € 99,
applicando la formula di Taylor a due punti = e y in 9€2, otteniamo che

0=d(z)—d(y) = Vd(y) - (x—y) + O(lz —y*) = v(y) - (x —y) + Ol —y[*),

e quindi v(y) - (x —y) = O(|z — y|?) se |x — y| — 0 per z,y € IN. Percid

9 gz —y) = Ol — y* )

ov
— una singolarita che si dimostra integrabile su 0f) utilizzando gli stessi
ragionamenti adottati all’inizio della dimostrazione. ([

Studieremo ora il comportamento di V' (z) e W(x) quando z si avvicina
(dalla parte di 2 o del suo complementare) ad un punto xg € 9. Utilizze-
remo la seguente notazione: se U ¢ una funzione definita in RY e z¢ € 99,
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poniamo:

U (zg)= lim U(z) e Ut(xg) = lim  U(x).

Q3x—x0 RN\Q3z—x0

Teorema 7.7.3. Sia 09) di classe C? e siano p e u € C°(0R). Allora le
funzioni V- e W definite in (7.26) e (7.27) sono armoniche in RN \ 9Q.

Inoltre se xy € 052 valgono le sequenti formule per V :

(7.28) VT (20) = V™ (w0),
@29 D ==L oo+ 2 [ o) 0w ) a5,
o0

(7.30) 8;/;(:@) - 8;/; (20) = p(z0);

e per W

(7.31) agf; (z0) = agvy—( 0);

13 W) =3 ale0)+ [ ul) 50—y 45,
o0

(7.33) W (z0) — W (20) = —p(x0).

Dim. Che V e W siano armoniche fuori di 0€2 segue dall’osservazione prece-
dente. E chiaro inoltre che (7.30) e (7.33) seguono rispettivamente da (7.29)
e (7.32).

Ci limiteremo a dimostrare la (7.32). Siano oy € 9Q ed z ¢ 9); possiamo
sempre scrivere l'integrale in (7.27) come la somma di due integrali: uno
esteso ad un intorno U(zp) C 9N abbastanza piccolo di g, I'altro esteso a
O\ U(zo).

Poniamo & = xg+1t ¢ dove £-v(xp) > 0; i limiti in (7.32) saranno ottenuti
facendo tendere t a zero da destra e da sinistra.

Dato che |y — x| & limitato dal basso su 9Q \ U(zp) da una costante
positiva, lo stesso accade anche per |z +t ¢ — y| se t & abbastanza piccolo.
Percio 'integrale

(z—y) v(y)
y)——————== dS,
Wy
U (z0)
tende a ( e
To—y) vy
——="=dS
@) lzo —yv v
ANU(zo0)
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quando = = xg + t £ tende a xg.

Consideriamo ora l'integrale su U(z¢); si ha:

(r—y) v(y) B / (xg +tL—1y)-v(y)
| e as, = [ S s,
U(wo) u(xo)

Introducendo la stessa parametrizzazione utilizzata nel Lemma 7.7.2 (questa
volta si suppone xg = 0) e ponendo ¢ = (¢, ), otteniamo che

v(y) dS, = (;Z{éy})(’;;z VITIVTGR dy

e quindi

(r—y) v(y) B
(Q)W dSy =

U(xo)
VW) tl—y)+tin — ()

e e T R

ly'|<e

V) (€= ) by — S
st | e e e A ),

ly'|<e/Itl

dopo il cambio di variabile ¢y’ = |¢|2’. In sintesi allora

/u(y)ww(y) dSy = sgnt / gi(z") d2’

|z —y|N
U(zo) RN-1
dove

Iy
gt(z/) — /.L(.TO) {w, _ Z,’2 +€?V}N/2

se [t| =0 e

C
/ < o

per qualche costante C.

Possiamo allora applicare il Teorema della Convergenza Dominata ed
ottenere:

. (x—y) vy) _ (N /
lim p(y)——"—— dSy = £pu(xo) / 0 —2P+ f?v}N/Q dz'.
RNfl

x—)xg: ‘.%' - y‘N
U(zo)
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Con un po’ di calcoli si ha:
/ ZN dz’ KN TN_z d
2 =wn_ ——————dr =
A= g RN

oo

sN—2 1
WN-1 m ds = ) WN,
0
che conclude la dimostrazione. O

Osservazione 7.7.4. Sia K 'operatore lineare definito da

(Kn)(a) = [ bavy) uty) dS,. = € 00
oN
dove . 2 wy) )
viy) (z—y
k(z,y) =2 T%(m_y) = N —\m—y\N :
Dato che k(z,y) = O(|z — y|>~V) se |z —y| — 0 per z,y € 99, k(z,y)
ha una singolarita debole nel senso specificato nell’Esempio 2.6.8 (infatti
N —2 < dim(0€2) = N — 1). Da quello stesso esempio concludiamo che K &
compatto da L?(0€) in sé. Il suo aggiunto ¢ 'operatore K* il cui nucleo &:

N B ., 0P 2 v(x)-(y—=x)
k' (z,y) = k(y, ) =2 aym(y‘—'w)-— oy y—aN

Osservazione 7.7.5. Mediante le funzioni V' e W, possiamo ora ridurre
i problemi di Dirichlet e di Neumann per l'’equazione di Laplace a due
equazioni integrali.

Infatti, W & armonica in Q (ed in RV \ ©); essa assumerd su 99 i valori
di una funzione ¢ data se e solo se W~ (x) = ¢(x) (rispettivamente se
W (x) = ¢(x)) per ogni z € 99 e cioe se

0 1
(130 [0 —9) dS,F 5 ulz) = p(o), @ € 00,
vy 2
o0

dove il segno — corrisponde al problema interno e quello + al problema
esterno.

In modo analogo, la derivata normale della funzione V, armonica in 2
(rispettivamente in R \ Q) assumera su 9 i valori di una funzione v data

Vv . . v+ .
se e solo se 3 (x) = ¢(x) (rispettivamente se 5 (x) = ¥(x)) per ogni
v v

z € 0F) e cloe se

13) o [ p0)0— ) S+ 5 ple) = vla), v € 00,
o0

OVy 2
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Osservazione 7.7.6. Alla luce dell’Osservazione 7.7.4, le equazioni integrali
(7.34) e (7.35) si possono allora scrivere cosi:

Kptpu=2p e K'pFp=2)

Dato che sia K che K* sono compatti, per il Teorema 2.7.2 dell’ Alterna-
tiva di Fredholm esse avranno soluzione per ogni scelta di ¢ e ¥ ortogonali
rispettivamente ad ogni soluzione non banale delle equazioni K*p+p=0e
Kp+p=0.

+
ov o
082, cioé V & soluzione del problema di Neumann omogeneo in RY \ © e
quindi constante in RY \ Q. Dato che V — 0 se |z| — oo, allora V = 0 in
RNY\ Qe quindi V= = 0 su 99 per la (7.28). Dunque V = 0 anche in e

= 0 su

Per esempio, dire che K*p 4+ p = 0 equivale a dire che

percio = 0 su 0. La (7.30) ci fa allora concludere che p = 0 e dunque
lequazione K u+ p = ¢ (e quindi il problema di Dirichlet interno) ammette

una sola soluzione per ogni o € L?(99).

Il problema di Neumann interno per ’equazione di Laplace si presenta
un po’ piu difficile, perché un’eventuale soluzione non & unica e perché il dato
al contorno 1 deve soddisfare una condizione di compatibilita. Nondimeno,
esso evidenzia tutta la forza del Teorema 2.7.2.

Dobbiamo infatti considerare ’equazione K*p — p = 1; essa si puo risol-
vere se e solo se ¥ e ortogonale ad ogni soluzione non banale dell’equazione
omogenea aggiunta K*p — p = 0; cio equivale a richiedere che w =0su
00 e quindi che W = 0 in RY \ Q dato che W & armonica in RV \ Q. Ma

w+ ow-—
= 0 su 09 e, per la (7.31), 5 = 0 su 0f). Ne segue che W
v

v
e costante in © e dunque p deve essere costante, per la (7.33).

allora

Percido K*p—p = 1 (e quindi il problema di Neumann interno) ¢ risolubile
per ogni v ortogonale ad ogni costante, ossia se

[ vt as, =0
o0
come deve essere. Ogni altra soluzione si trova aggiungendo una costante.

7.8. Risoluzione di equazioni per decomposizione spettrale

In molti dei passaggi in questo paragrafo, per brevita, procederemo formal-
mente, rimandando il lettore a [Ga] per i dettagli.

Consideriamo il problema agli autovalori:

(7.36) Au+Au=0in Q, u=0 su 0Q;
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A € R sara un autovalore del problema (7.36) se esso ammette una soluzione
u non identicamente nulla; in questo caso u € un’autofunzione di (7.36).

Abbiamo gia dimostrato che, sotto opportune ipotesi di regolarita per
09, esiste la funzione di Green G(zx,y) = ®(x — y) — ¢*(y).

Consideriamo l'operatore K : L?(Q) — L?(f2) definito da

(K f)(x) = / G(z.y) fy) dy, =€
Q

Dato che G & simmetrica, avremo che K € simmetrico. Si osservi inoltre che
0 < G(z,y) < Oy — z);

con I’Esempio 2.6.8 possiamo dunque concludere che K ¢ compatto (essendo
G(z,y) un nucleo debolmente singolare dato che N —2 < N = dim(f2)). Si
osservi anche che N(K) = {0}, dato che K f = 0 implica che la soluzione del
problema di Dirichlet omogeneo per 1’equazione di Poisson (con f al secondo
membro) ¢ identicamente nulla e quindi anche f = —Au = 0.

Infine, abbiamo che, se zy € 2 & un punto di massimo (positivo) per u
in Q, allora Au(zp) < 0 e quindi A > 0 dalla (7.36), dato anche che A = 0
non puo essere un autovalore.

Osserviamo che u ¢ un’autofunzione di (7.36) se e solo se

u() = A / G(x,y) fy) dy = A Ku(z),
Q

e cioe se e solo se A™! ed u sono rispettivamente un autovalore ed un’auto-
vettore di K.

Possiamo concludere, con il Teorema 2.9.1, che il problema (7.36) ha
un’infinitd numerabile di autofunzioni corrispondenti ai valori A, tali che
AL e un autovalore di K e 0 < A\ < ||K|, n=1,2,---.

n
Possiamo ordinare la successione {\, }nen in modo crescente:
O< A<l <N <

in questa successione, ogni autovalore si ripete (con indice diverso) un nume-
ro di volte pari alla sua molteplicita. Sappiamo che ogni autovalore distinto
(di K e quindi di u) si puo ripetere solo un numero finito di volte.

Dato che gli autovalori di K si accumulano solo in 0, possiamo concludere
che

Ap — +00 se n — +oo.

Inoltre, poiché ||K|| = sup{(Kf, f) : [|f|]| = 1} ¢ un elemento dello spettro
di K, abbiamo che \; = ||K|~L.
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Il Teorema 2.9.3 inoltre asserisce che le autofunzioni u, di (7.36), op-
portunamente normalizzate, formano un sistema ortonormale completo in
L%(9) e quindi ogni funzione f € L?(12) si potra identificare (in L*(Q)!) con

la serie
> fn)u
neN

dove

- / F@) tn(y) dy, n€N.
Q

Consideriamo ora il problema di Dirichlet omogeneo per ’equazione di
Poisson:
—Au=fin @, uw=0 su 0.
Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per u, ed integrando su 2,
risulta:

f(n) =— /(Au) Uy dy = /div {u Vi, —u, Vu} dy — /(Aun) udy =

Q Q Q

. ouy, ou NP
/le {uay—un 8} dSy + A, /uun dy = A\ u(n),
Q

o0

dato che sia u che w, sono nulle su 02 ed u, soddisfa (7.36). Dunque
otteniamo la seguente formula:

= Z)\,;lf(n) up(x), =€

neN

Ricordandosi la definizione di f,, possiamo scrivere la seguente decom-
posizione spettrale per la funzione di Green:

=3 A un(@) un(y), Ty e, z#y.

neN

Abbiamo osservato (Teorema 7.4.2) che, una volta nota G, la soluzione
del problema
—Au=0 in Q, u=¢ su 09,
si puo scrivere con la formula (7.11). Percio potremo scrivere anche una
decomposizione spettrale per il nucleo di Poisson in € :

6G up,
P(‘T7y) - :E y Z)‘ un L(y)a T e Qa Y€ Q.

neN

Con gli stessi ragionamenti, possiamo risolvere il seguente problema per
I’equazione del calore:

=Au in Qx(0,00), u=¢ su Qx{0}, u=0 su 9N x (0,00).
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Infatti, si ha:

) = [ wlot) un(y) dy = [ Bu(y.0) ualy) dy = Ao 0. ),
Q Q
e quindi
a(n,t) =u(n,0) et >0, neN.
D’altra parte

B(n) = / u(y,0) un(y) dy = i(n,0)
Q

e dunque
u(z,t) = Z d(n) un(z) etz € Qx (0,00).
neN

Analogamente possiamo risolvere il seguente problema per I’equazione
delle onde:

upg = Au in Qx (0,00), w=0 su 92 x (0,00),
u=¢ su Qx{0}, ur =1 su Qx{0}.
Risulta infatti che

u(z,t) = Z d(n) cos(v/An t) +

neN
per (z,t) € Q2 x (0,00).

d(n)
Vo

sin(v/An t)| un(z)

7.9. 11 principio di Rayleigh
In questa paragrafo, ogni dominio considerato € un dominio normale, ossia

un aperto connesso con chiusura compatta e frontiera di classe C? a tratti.

Siano 0 < A} < Ay < --- <\, < -+ gli autovalori di (7.36), ordinati in
modo crescente; si intende che ogni autovalore viene ripetuto secondo la sua
molteplicita.

Il quoziente di Rayleigh

Jo [Vv|2dz
7.37 R(v,Q) = =“—>—
(737) L. =

si puo definire per ogni funzione v € H*(Q). Si noti che, se v € CZ(Q), allora

/ \Vo|2da = —/ Av v dx = Z@(n)/ Av uy, dx = Z)\n o(n)?
Q Q Q

neN neN

/QUQda; = Zﬁ(n)?

neN

ed inoltre
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Percio
S An 0(n)?
neN
(v.9) > 0(n)2 At

neN

D’altra parte, se v € Hg(Q) esiste {vg}ren C CZ() tale che v, — v in
H}(Q) se k — oo e quindi

R(v,Q) >\, perogni ve HHQ).

E chiaro inoltre che R(u1) = A; e dunque

(7.38) A1 = min{R(v,Q) : v € H}(Q)}.

Abbiamo dimostrato la disuguaglianza di Poincaré:

(7.39) /v2 dr <\ / \Vol2dz, v € HY(Q).
Q Q

Se poi v € CZ(Q) & tale che

(7.40) /vuldx:/vu2da::~-:/vun_1dm:0,
Q Q Q

allora
ak:—/Avukd:c:—/Aukvdw:)\k /vuk dr =20
Q Q Q

perk=1,...,n—1, e quindi

0(k)?

o0
> Ak
Rv,Q) =% >\,
> v
k=n

(k)2

Procedendo come prima otteniamo che R(v,{2) > ), per ogni v € HZ(Q)
che soddisfa (7.40) e, poiché R(uy) = A, otteniamo il principio variazionale:

(7.41) An = min{R(v,Q) : v € H}(Q) che soddisfa (7.40)}.

Viceversa, le soluzioni di (7.36) sono caratterizzate dai problemi varia-
zionali (7.38) e (7.41). Infatti, se u ¢ una soluzione abbastanza regolare
del problema (7.38), allora, presa ¢ € C3(Q), per ogni t € R risulta che
R(u + typ) > R(u) e dunque

dR
% =0 se t=0.

Percio

(7.42) /Q(Au +Au) ¢ dr=0,
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dove A = R(u). Infatti

1 dR(u) ~ JoVu-Vydx B Jo IVulPdz [qu ¢ dx B
dt Jq utdx [[,, uda] 2

</§2ude> : /Q[v“ Vo —Xu ol de=
R (/Q “2dx> : /Q(A“ +Au) ¢ da,

dopo un’integrazione per parti.

Percio risulta che u soddisfa (7.36), dato che (7.42) vale per ogni ¢ €
C3(Q).

Nel caso del problema (7.41), si deve scegliere ¢ € C2(£2) in modo che

soddisfi (7.40): si otterra allora che u soddisfa (7.42) per ogni tale 1. D’altra
n—1

parte, presa una qualsiasi ¢ € C3(Q) e posto ¥ = ¢ — > @(k)uy, si ha che

k

=1
Y € C2(Q) e soddisfa (7.40); quindi

= A =
0 /Q( u+Au) ¢ de

n—1

/Q(Au—i—)\u) (pdx—;w(k)/g(Au—i-)\u) u dr =

n—1
/(Au—i—)\u)(pdx—ZQZk(/\—/\k)/uuk dzx =
Q

k=1 Q

/(Au—i—)\u) ¢ dz,
Q

e dunque u soddisfa (7.42) per ogni ¢ € CZ() e quindi anche (7.36).

Abbiamo percio dimostrato il seguente risultato.

Teorema 7.9.1 (Principio di Rayleigh). Siano \j < Ag < -+- < A,y < -0
gli autovalori del problema (7.86), con ogni autovalore ripetuto secondo la
sua molteplicita.

Allora vale la (7.38) ed il minimo é assunto se e solo se v soddisfa (7.36)
con X = \i.

Se {up}nen ¢ una base ortonormale di L*(Q) tale che u, soddisfa (7.36)

con A = A, n € N, allora vale la (7.41) ed il minimo é assunto se e solo se
v soddisfa (7.36) con A = \,.
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Nelle applicazioni (soprattutto numeriche) & perd conveniente avere una
caratterizzazione dell’ennesimo autovalore A, che non dipenda dalle auto-
funzioni w1, ...,us—1 precedenti. Cid si puo ottenere nel modo seguente.

Teorema 7.9.2 (Proprieta di min-max). Siano v1,...,v,_1 € H () e sia
Aq(vi,...,vp—1) = inf {R(U,Q) v € H3(Q) Nspan{oy, . . .,vn_l}J‘} .

Allora
(7.43) Ap = sup{Aq(v1,...,0n_1) 1 V1,..., 0 1 € H'(Q)}.

Dim. E chiaro che, se vy = u, k = 1,...,n — 1, allora (7.41) implica
che \, = Ay(v1,...,vp-1). E chiaro anche che A\, = A,(v1,...,v,-1) se
span{vi,...,vp—1} = span{uq,...,up—1}, dato che

Aq(vi,...,vp—1) =inf {R(U,Q) cv € HY () Nspan{uvy, .. .,vn_l}J‘} =

inf {R(U, Q) :v € HY(Q) Nspanfuy, . . ., un_l}J‘} = A\p.

Nel caso in cui invece vy, ...,v,—1 non generassero tutto lo spazio gene-
rato da uq,...,u,—1, esistera un vettore generato da uq,...,u,—1 che non &
generato da vy, ..., v,_1, cioe sara possibile trovare n — 1 costanti non tutte

n—1
nulle, ¢1,...,cp—1, tali che la funzione u = > cpu soddisfi (7.40) con uy
k=1
rimpiazzata da vi, k = 1,...,n — 1. Percio avremo che
n—1 9
kZ AkCj,
=1
Rlu)="—F—<A1< M
2
> Ck
k=1
e quindi Ag(vy,...,vp—1) < R(u) < \p. O

7.10. Domini nodali e teorema di Courant

In questo paragrafo svilupperemo alcune conseguenze dei teoremi dimostrati
nel paragrafo precedente.

Teorema 7.10.1 (Monotonia degli autovalori rispetto al dominio). Siano

Q1,...,Qn domini a due a due disgiunti contenuti in 2.
Si consideri il problema (7.36) in ogni dominio Qg, £ =1,...,m, e si or-
dinino tutti gli autovalori trovati per i domini 1, ..., 0 una successione

crescente 1 < po < -0 <y < oo+ con ogni autovalore ripetuto secondo
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la sua molteplicita. Siano poi Ay < Ao < --- < A, < -+ gli autovalori di
(7.36) in Q.

Allora My, < pin, n € N.

Dim. Siano ugy,...,u,—1 le autofunzioni corrispondenti a Aq,...,A\,_1, ri-
spettivamente, e sia w; : @ — R, 7 = 1,...,n, definita uguale ad una

autofunzione funzione corrispondente a 15, quando ristretta al sottodominio
n

)y appropriato, e nulla altrimenti. La combinazione lineare v = ) cjw;

i=1
appartiene a H} () e possiamo scegliere le costanti ¢; non tutte nulle in
modo che valga (7.40) (n — 1 equazioni ed n incognite).

Dato che

/ ij . Vwkdx = —/ W Awk dr = 122 5jk / ijkdxa
Q Q Q@

si ha che

n n
%:1 cjck Jo Vw; - Vwgde '21 cjz,u,j Jo wjzdx
_ gk= j=

R(v,Q) = - =— < fn-
Z cjc fQ wjwpdx Z c? fQ w]zdx
J,k=1 j=1
La conclusione segue allora dal Teorema 7.9.1. (]

Corollario 7.10.2. Siano Q e Q' due domini tali che Q' C Q e siano X,
e A, n € N, gli autovalori del problema (7.36) in Q' e Q, rispettivamente,
ordinati come nel Teorema 7.10.1.

Allora A, < X, n € N. Inoltre A\, < \,,n € N, se Q\ V # @.

Dim. La disuguaglianza segue scegliendo m = 1 ed 0 = 0.

Se fosse A\, = A}, allora la funzione v costruita nella dimostrazione del
Teorema 7.10.1 (corrispondente a u, = X)), per il Teorema 7.9.1, sarebbe
soluzione del problema (7.36) in €2, dato che A, < R(v,Q) < A, = \,,.

Se 2\ ¥ & aperto, cid non puo accadere. Infatti, presa un pallina B
con intersezione non vuota con €\ ¥ e tale che v < 0 su B, si avrebbe
Av = =)\, v > 0 in B e quindi, per il principio di massimo forte (Teorema
6.3.1), si avrebbe che v < 0 in B contro il fatto che v =0 in BN\ Q. O

L’insieme nodale di una funzione continua u in © ¢ l'insieme {z € Q :
u(z) = 0}; un dominio nodale di uw & una qualsiasi componente connessa
dell’insieme {z € 2 : u(x) # 0}.
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Teorema 7.10.3 (Teorema di Courant dei domini nodali). Siano A\; < Ag <
-+ gli autovalori di (7.36) in 2, con ogni autovalore ripetuto secondo la sua
molteplicita, e sia u, 'autofunzione corrispondente a A\, per n € N.

Allora, per ogni n € N, il numero di domini nodali di u, non supera n.

Dim. Siano Q1,...,Q, Qyt1,... domini nodali di u, e sia Q' un qualsiasi
n

dominio contenuto in 2 e contenente |J ;. Se indichiamo con A}, I'n-simo
j=1
autovalore di (7.36) in ', per il Corollario 7.10.2, segue che A}, > \,.

Definiamo ora le funzioni
e — Uy, 1N €,
7 0 in ﬁ\ Qj,

n
per j =1,...,n, e si consideri la combinazione lineare v = ) cjw;. Risulta
j=1
che v € H} (') e che

/ \Vo2de = ZCJQ/ |Vun|2dx:Zc? (—/ U Aup, dm) =
& =1 7% j=1 Qj

n

ch?)\n/ u%dm =A\n vidz.
= Q; Q
D’altra parte, fissate n — 1 funzioni vy, ..., v, 1 € H*(£)), possiamo sempre

scegliere le costanti c; non tutte nulle e tali che v soddisfi (7.40).

Per il Teorema 7.9.2 avremo allora che
AQ/ (Ul, e ,’Unfl) S R(U, Q/) = )\n,
e dunque

A, = sup{Aq/(v1, ..., Vp—1) 1 V1, ..., Upo1 € HY(Q)} < M\

In definitiva A, = \},. Questo contraddice il Corollario 7.10.2 non appena

no___
si prenda ' C 2 in modo che Q' \ | ; sia aperto. O

j=1

Corollario 7.10.4. Valgono le sequenti asserzioni:

(i) la prima autofunzione uy di (7.36) ha segno costante;

(i) A1 & caratterizzato dall’essere l'unico autovalore con un’autofunzio-
ne di segno costante;

(iii) la seconda autofunzione ug ha esattamente 2 domini nodali;

(iv) il primo autovalore A1 ha molteplicita 1.
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Dim. (i) 1 < numero dei domini nodali di u; < 1.

(ii) Ogni autofunzione diversa da uj € a questa ortogonale e quindi deve
cambiare di segno, essendo u; di segno costante.

(iii) 2 < numero dei domini nodali di us < 2 (la prima disuguaglianza
segue da (ii)).

(iv) Segue da (ii). O

Corollario 7.10.5. Se Q' ¢ un dominio nodale di un’autofunzione corri-
spondente a qualche autovalore A, allora A € il piu piccolo autovalore per
(7.56) in Y.

Esempio 7.10.6. Sia Q = {(z,y) € R? : 0 < z,y < m}. Autofunzioni
(opportunamente normalizzate) ed autovalori di (7.36) in € sono
Unm(z,y) = = sin(nz)sin(my), Apm =n>+m?, n,mecN.
T
Risulta:

M1=2<XM2=X1=5< A2=8<XA3=X3;=10<
)\2,3:)\3,2:13<)\174:)\4,1217<)\373:18<...‘

E facile verificare che ui1 > 0 e che u; o 0 ug 1 o ogni combinazione
lineare @ w12 + b uz 1 con a? 4+ b% = 1 ha esattamente due domini nodali. La
quarta autofunzione us2 ha 4 domini nodali. Una qualsiasi combinazione
lineare a w13+ b uz 1 con a® 4+ b% = 1 (cio¢ una quinta o sesta autofunzione)
ha al massimo 4 domini nodali, in accordo con il Teorema 7.10.3.

Figura 3. Nell'ordine: linee nodali di w12 e di @ w13 + b u3,1 per 3
scelte di a e b.

Esercizi
1. Dimostrare che, se N > 3, la funzione u definita nel Teorema 7.1.1 tende
a zero all’infinito e quindi e limitata.

2. Determinare la formula di rappresentazione per il problema di Neumann
relativo all’equazione di Laplace nel semispazio H.
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|/

]

Figura 4. Nell’ordine: linee nodali di a u2,3 + b u3z,2 per 2 scelte di a e
b, e di @ ui1,13 + b 13,11 per 2 scelte di a e b.

3. Sia {un}nen una successione crescente di funzioni subarmoniche in un
aperto ) convergenti in (2 ad una funzione u. Dimostrare che u & subar-
monica in 2.

4. Sia ¢ : R — R convessa e crescente; se u ¢ subarmonica in 2 anche 1(u)
¢ subarmonica in (2.

5. Se u ¢ subarmonica in  anche |Vu|? e |Vu| lo sono.
6. (Principio di riflessione di Schwarz). Sia
BT (0,R) ={z = («,2n) € B(O,R) : zy > 0}
e sia u € C°(BF(0, R)) armonica in B*(0, R) e tale che
u=0 su{r€dB(0,R): xy =0}
Sia v : B(0, R) — R definita da
sy { M

Dimostrare che v ¢ armonica in B(0, R).






Appendice A

Complementi

In questo Appendice riportiamo alcuni teoremi e lemmi utilizzati in queste
dispense.

A.1. Teorema di copertura di Vitali

Una famiglia F di quadrati copre nel senso di Vitali un insieme E C RN
se, fissati comunque un punto z € F e un numero € > 0, esiste un dominio
quadrato ) € F con diametro minore di € e x € Q.

Teorema A.1.1. Sia F una famiglia di domini quadrati che copre nel senso
di Vitali un insieme misurabile e limitato E C RN,

Allora esiste in F un numero finito o una infinita numerabile di domini

quadrati Q1,...,Qn,... a due a due privi di punti interni a comune e tali
che
m(E\ U Qn) ~0.
neN

Dim. Senza alterare la generalita della dimostrazione si puo supporre che i
quadrati in F siano contenuti in un dominio rettangolare R.

Sia Q1 € F; se m(I \ Q1) =0, il teorema & provato.

In caso diverso indichiamo con F; i quadrati di F che non hanno punti
interni in comune con (1 e con Il 'estremo superiore dei loro lati. Esiste
quindi Q2 € F con lato maggiore di l1/2. Se m(I\ (Q1UQ2)) = 0, il teorema
& provato; in caso diverso non & vuota la famiglia F5 di quadrati in F; non
aventi punti interni in comune con ()2 e risulta definitol’estremo superiore
lo dei lati dei quadrati in F>. Cosi procedendo risultano definite le famiglie
Fn e i quadrati Q,41 di lato maggiore ad [,,/2.

175
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Se il procedimento descritto ha termine, il teorema ¢ provato; diversa-
mente risulta definita una successione di quadrati {Q,}nen in F, a due a
due privi di punti interni in comune; indicato con A, il lato di @, risulta
che 2\, +1 > [,,. Risulta inoltre che

(A1) YA =D m@n) < m(R)
n=1 n=1

e quindi

(A.2) nlgglo An = 0.
Ora, posto

(A.3) F=E\J@n

n=1
supponiamo per assurdo m(F) > 0.

Sia @) un quadrato con lo stesso centro di (), con facce parallele a
quelle corrispondenti di @, e con lato (4N + 1)A,. Per la (A.1) la serie
> o2, m(Q}) converge e quindi esiste un indice v tale che

Z m(Qr) < m(F) e quindi tale che m (F\ U Q:) > 0.

n=v—+1 n=v—+1
Sia
o
reF\ |J Q.
n=v+1
Siccome per la (A.3) x non appartiene ad alcuno dei Q1,...,Qy, esiste

Qe F,conzeQ.Se@C Fyillato A di @ & minore di [, e, per la (A.2),
@ non puo appartenere ad ogni F,,. Esiste pertanto un r > v con Q € F,_1,
Q ¢ Fr; quindi int(Q) Nint(Q,) # .

Per quanto precedentemente osservato, x ¢ @} e, siccome Q N @, non &
vuoto, occorre che il diametro di Q sia maggiore di 2N\, cioé VN > 2N \,..
Poiché 2\, > 1,1 e A < l,_1, si ha un assurdo. O

Teorema A.1.2. Sia F una famiglia di domini quadrati che ricopre nel
senso di Vitali un insieme limitato e misurabile E.

Allora, in corrispondenza ad ogni € > 0, esiste un numero finito di
quadrati Q1,...,Q, € F, a due a due privi di punti interni a comune, tali

che
im(@n)—egm(E) <m <Eﬂ (LVJ Qn>> +e.
n=1

n=1
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Dim. Sia A un aperto tale che
EcA, m(A) <m(E)+e,

e sia J7 il sottoinsieme di F dei quadrati Q con Q@ C A. Per il teorema
precedente esiste una successione {Qn}nen C F1 di quadrati a due a due
privi di punti interni a comune tali che

m<E\UQn> =0.

Siccome ), C A, si ha

(A.4) > m(Qn) <m(A) <m(E)+e.
n=1
Sia ora v tale che .
Z m(Qn) <¢g;
n=v+1

risulta che

wen(e () oo ()

Tenuto conto anche della (A.4), il teorema ¢ provato. O

Notiamo infine il seguente corollario del teorema di copertura di Vitali.

Proposizione A.1.3. Siano E1, ..., E,. insiemi misurabili disgiunti.

Allora, ad ogni By, si puo associare un numero finito di domini quadrati

ng), . QI(,IZ) tali che

Vg
2m U Q;k) NE, | >m(Eg)
j=1

(k)

e i quadrati Qj sono disgiunti.

A.2. La formula multinomiale

Lemma A.2.1. Siano ai,...,an numeri reali ed n un numero naturale.
Allora
n n! i1 in i
(a1 4 +an)" = g —— al'ay = g — a".
. . 11! e ZN! ‘ Z!
i1t =n li|=n
Nella seconda sommatoria si intende i = (i1,...,iN), |i| = i1+ - +in e

il =1 inl
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Dim. Dimostriamolo per induzione sul numero N di elementi. Se N =1 la
formula & banale. Supponiamo la formula vera per N elementi aq,...,an;
risulta allora:

(a1 +-+an +ant1)" = [(a1 + - +an) +ani1]" =

n

n! i ;i
- - a/]<7\7+i (a1++aN)n IN+1 —
2 il =i N
) “ UIN+1: (M —IN41 )
’LN+1—1
n .
n' aiN+l (n72N+1)! ail“'aiN _
E : - - N+1 E : - - 1 N | =
iyl (n—ingr)! VPR A i) iy
’LN+1—1 |Z|:TL—ZN+1
1 N+1
g T % ANy
L (SRERREI ANY
li|+in+1=n
dove si & usato 'abbreviazione [i| = i3 + -+ + in. O

A.3. Formula di Taylor in RV
Lemma A.3.1. Sia u una funzione di classe C™ in un intorno di x € RV
e sia h € RV,

Allora esiste 8 € (0,1) tale che

u(z + h) = i > Da;j!(x) R+ > Du(x +6h) 4o

1
ol
k=0 |a|=k |a|=n

Dim. Sia ¢(t) = u(x + th) per t € R abbastanza piccolo. La formula di
Taylor con il resto di Lagrange per ¢(1) in ¢t = 0 si scrive:

n=l (k) (n)
o= 5O 0
k=0

n!

Si tratta ora di calcolare la derivata ¢(¥). Possiamo farlo elegantemen-
te sfruttando la formula multinomiale ed osservando che, formalmente, la
derivazione rispetto alla variabile x; corrisponde, tramite la traformata di
Fourier, al prodotto per il monomio 27i¢;. Dato che

Flu(- +th)} = ™M Flu),

si ha che

DFF{u(-+th)} = (2mig-h)P*™ M Fluy = > Zl' (2mi€)*h® Flu(-+th)}
lajl=n
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e quindi che

(k) o

e\W(t) D%u(x +th)

k! Z ol P
|a|=k

E quello che ci bastava per concludere. O

A.4. Lemma di Du Bois-Reymond

Il seguente Lemma, che in un primo momento U. Dini ha attribuito a Weier-
strass ed in seguito a Du Bois-Reymond, passa sotto il nome di secondo
teorema della media.

Lemma A.4.1. (Du Bois-Reymond). Sia [a,b] un intervallo e siano ¢
continua in [a,b] e » monotona in |a,b].
Allora esiste ¢ € (a,b) tale che

/b¢<x>¢<x> da /¢ dz + ¥l /¢

Dim. Per fissare le idee supponiamo che 1 cresca. Cambiando 1 con v —
P(at), si pui) supporre inoltre che 1 sia non negativa e che ¥ (at) = 0.
Poniamo ®(z) = [ ¢(t) dt — una primitiva di ¢.

Fissato n € N, sia P = {x9,x1,...,2,} una partizione dell’intervallo
[a, b] e siano definiti i due numeri:

on =Y Optk- (wp—zpo1) e Bn=) k- (wp—zpo1)
k=1

k=1

dove ¢ e Y, kK =1,...,n sono numeri. Posto 1y = 0, risulta:

M=

S, - thy = (Prr, — Pr—1Yp—1) =

B
Il
—

|
M=

(P — Pr—1) Vi + Pr—1(Vr — Yp—1) =

¢>k¢k (T — xp—1) + i Oy (Y — Yp—1) =

k=1

= o+ 1;1 Qp_1 (Vg — Yr—1).

£
Il
—

Il
I ™M=

Da questa formula, scegliendo ¢, = max{¢(z) : © € [zx_1,zk]}, otteniamo:

(A.5) on = Vn - S(6, P) = > @1 (tp — Yr_1),

k=1
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dove S(¢,P) indica la somma di Riemann superiore per ¢ relativa alla
partizione P. Se poniamo

w — { 1/}(‘7”?) se ¢k Z 07
k Y(xg—1)  se ¢ <0,

per la definizione di oy, risultera:

S(¢¢,P) <o,

e quindi, per la definizione di integrale di Riemann e per la (A.5), abbiamo:

/¢ ¥) dr < (6 V. P) < - S P) — 3 By (i — )

k=1

Osservando che ¥ — ¥_1 > 0 per ogni k, possiamo dire ancora che

n

f¢ ) dx < 4y, - S(¢, P) —mkgl(ibk — Yp_1) =
VY - S(¢, P) — m(Yn — o) == ¥ - [S(¢, P) — m],

dove m ¢ il minimo di ®(x) in [a, b]. Da questa, passando all’estremo inferiore
al variare di P ed osservando che comunque 1, < 1(b"), otteniamo:

/¢ z) dz < Y(bh)| /¢ ) da — m].

In maniera analoga, otterremo:

/¢ ) dz > ()] /¢> ) dz — M),

dove M ¢ il massimo di ®(z) in [a, b].
Dalle due ultime disuguaglianze, si capisce che il numero
b

[ o

a

¢ un valore della funzione continua ®; esiste cio¢ un c¢ € [a, b] tale che

/ b)Y (x) do = p(b") /b 6(x) dz — @(c)

e quindi facilmente si ottiene la tesi. ([l
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A.5. Il teorema di Gauss della divergenza

In questo paragrafo supporremo che € & un aperto limitato di RY con fron-
tiera 0Q di classe C'. Con v(z) indicheremo il versore della normale in
x € 082 a 0N esterna ad ).

Premettiamo senza dimostrazione il seguente teorema.

Teorema A.5.1. (Teorema della divergenza). Sia u € C1(Q); allora
(A.6) /um].dx—/ wv;dSy, j=1,...,N.
Q oN

Applicando questo teorema alla funzione uw, si ottiene facilente il

Teorema A.5.2. (Integrazione per parti). Siano u,v € C1(Q); allora

(A.7) /uxjvdx:—/uvmjdx—l—/ wvjdSy, j=1,...,N.
Q Q o0

Teorema A.5.3. (Formula di Green). Siano u,v € C*(Q); allora:

ou
A8 /Audx:/ — dSy;
(48) Q o0 Ov
(A.9) /Vu-Vvdxz—/uAUdJ:—F/ u@dé’x;
Q Q oo OV
ov ou
(A.10) /Q(uAvau)dx—/aQ {uayvay} dsS;

Dim. La (A.8) segue dalla (A.6), sostituendo a u la funzione u,; e sommando
sull’indice j.
Scegliendo v = v, in (A.7) e sommando sull’indice j, si ottiene (A.9).

Infine, (A.10) si ottiene da (A.9), scambiando i ruoli di u e v e poi
sottraendo membro a membro. O
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