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Résumé. On montre que les résultats récents obtenus par Dacorogna—Marcellini se généralisent a des
problémes avec contraintes quasi convexes, en particulier & la contrainte que le déterminant
est positif. Ceci nous permet d’éviter dans un exemple important la méthode des ellipses
confocales de Murat-Tartafl 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Implicit type equations with constraints

Abstract. We show that the results of Dacorogna—Marcellini can be generalized so as to take
into account quasiconvex constraints, in particular the constraint of positivity of the
determinant. In an important example of optimal design this approach allows us to avoid
the method of confocal ellipses of Murat—Tartar2000 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit le probléme de Dirichlet avec contraintes suivant :

F;(Du(x))=0, p.p.zeQ, i=1,....1,
Gj(Du(z)) <0, ppzreQ, j=1,...,J, Q)
u(z) =p(z), =€,

ou 2 C R™ est un ouvert borné&, : Q@ — R™ et doncDu € R™*" (I'ensemble des matrices x n),
F;, Gj:R™" =R, i=1,...,1, j=1,...,J, sontdonnées (par la suite nous ferons I'hypothese qu’elles
sont quasi convexes au sens de Morrey).

Nous adoptons ici les notations et le formalisme introduit dans le livre récent de Dacorogne
Marcellini [3] et nous référons a ce livre pour une bibliographie détaillée et un historique du problém
La nouveauté de cette Note est qu’elle permet de traiter des contraintes d&;(ipe(x)) < 0; la plus
importante gu'il faut avoir a I'esprit eslet Du(z) > 0, contrainte naturelle en élasticité (ce qui correspond
am=mn, J=1, G(§) =—det£+ 6 avecd > 0). Ce probleme a été explicitement formulé dans [3]. Posons
alors

E={¢eR™": F(¢)=0,i=1,....1, G;(£) <0, j=1,...,J}.

Note présentée par Haim REzIS.
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Nous allons montrer qu’une condition suffisante pour trouver une soluteV!->°(Q; R™) de (1) est,
entre autresDyp(z) € int Reco E pour toutz € €2, ot int Reco E dénote l'intérieur de I'enveloppe rang un
convexe def (c’est-a-dire le plus petit ensemble rang un convexe qui contiéln@our plus de détails
concernant les notations et définitions nous référons a [3].

Avant d’énoncer le résultat principal de cette Note il nous faut introduire la propriété essentielle que no
appelons propriété de relaxatiasf.[3]).

DEFINITION 1 (Relaxation). — Soienf, K C R™ x R7*M x R;”X"N. On dit queK a la propriété de
relaxation par rapport &' si pour tout ouvert born€ C R", pour tout polyndme de degi¥, u¢, avec
DNug(z) = ¢, satisfaisant(z, DIV~ Hug(x), DNue(z)) € int K, il existe une suiteu, € CJ.(2; R™)
satisfaisant aux propriétés suivantes

u, € ug + W (0 R™),  w, S ue  dansi Vo,
(x,D[Nfl]uy(x),DNuy(x)) € EUint K, p.p.dang),

/ dist ((z, DV =Yu, (2),DNu, (2)); E) dz — 0, v — oc.
Q

On a alors le théoréme :

THEOREME 2. —Soit{) C R" un ouvert. Soient}, G, : Q x RT™*M x R;”X”N — R, F; = Fi(z,s,§),
i=1,2,...,1,G; =G,(z,s,§), j=1,2,...,J, des fonctions continues dans toutes les variables et quasi
convexes dans la variable SoientF, K C R™ x R™*M x ]RQ””N tels que

E={(z,5,6) €R" x RIM 5 R . F(2,5,6) =0, i =1,2,...,1, G;(2,56) <0, j=1...,J},
KC{(I’7S,€)ERH XRZLXM XRTXHN :Fi(x,S,f)QO, 7;:1727"'717 G(IE,S7§)<O, ]:177J}

Supposons qui& soit borné uniformément poure €2 et pour autant que appartienne & un ensemble
borné deﬂg}“”. Supposons en outre qu€ ait la propriété de relaxation par rapport &. Soit
p € CN..(Q; R™) satisfaisant(z, DIV =Y (z), DV p(z)) € E Uint K, p.p. dans2; alors il existe(un

piec

ensemble denseYle € ¢ + Wév’oo(Q ; R™) tel que

E(x,D[N_l]u(a:),DNu(a:)) =0, i=1,2,...,1,p.p.r e,
G, (a:,D[N_l]u(x),DNu(a:)) <0, 7=1,2,....J,p.p.x e
Un premier corollaire, important en élasticité non linéaire, du théoreme 2 est le suivant :

COROLLAIRE 3.-Soit Q C R™ un ouvert. SoitF' : 2 x R™ x R™™ — R une fonction continue,
quasi convexe dans la derniére variable et telle dges R"*" : F(z,s,£) <0, det£ > 0} soit borné
dansR™*™ uniformément pour: € 2 et pour autant que appartienne a un ensemble borné ®g. Si
e CLi..(; R") esttelle que

piec
F(z,0(z),Dp(x)) <0 et detDp(x)>0, p.p.zef
alors il existe(un ensemble dense)dee< ¢ + W};(’O(Q; R™) tel que

F(z,u(z),Du(z)) =0 et detDu(z) >0, p.p.z€.

Remarque4. — (i) Il suffit de choisirm =n, N =1, J =1 et G(§) = —det§ + 6 avecé > 0,
suffisamment petit pour quéet Dp(x) > 6. La propriété de relaxation suit alors facilement comme dans
le théoréeme 6.11 de [3] et une fois qu’'on a observé ahie[§] et la remarque suivante pour plus de
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détails) siE = {(z,5,£) € R" x R" x R"™*" : F(x,s,£) =0, det{ > 6}, alorsReco E = {(z,s,£) €
R" x R™ x R™*": F(z,5,£) <0, det{ > 6}.

(i) Le théoreme se généralise (on considere ici, pour simplifier, que nous n'avons pas de dépenda
par rapport aux termes de plus bas ordre) sans autre au cas ou on a des fdﬁoﬁt;nSIRQ””N — R,
j=1,...,J, continues, et respectivement quasi convexe (gduet quasiaffines (pout;) et telles que
E={¢e R;”X”N (F(6) =0, Gj(§) <0, j=1,...,J} estborné danRg”X”N, pour autant qu’on fasse
I'hypothése qu’il existe une matrlce de rang untelle que

(DG,;(&);n) =0, VYj=1,...,J. 2)

On a alors quekco E = {£ € R L F(€) <0, G4(€) <0, j= 1,...,J}. Ceci résulte du fait que
comme les7; sont rang un affines; est une matrice de rang un et (2) est satisfaite, alorg + tn) =
G;(&) + t(DG;(&);n) = G;(§), Vt € R, Vj =1,...,J. Notons aussi que (2) est automatiquement
satisfaite si/ = 1 et que dans le corollaire on(@, () = — det£ + 6 et doncDG (§) = —adj,,_ €.

On peut donc énoncer le résultat suivant (ici encore on se limite au cas sans dépendance des term

plus bas ordre)si ¢ € Cplec( ; R™) est telle que

F(DVp(z)) <0 et Gj(DVep(z)) <0 Vji=1,....J, p.p.z €9,
alors il existe(un ensemble dense)dec ¢ + Wév"’o(Q ; R™) tel que
F(DNu(z)) =0 et G;(DVu(z)) <0 Vj=1,...,J, p.p.z€Q.

On peut évidemment se poser la question de savoir, lorsqu’on a plus d'une équation, quand la propr
de relaxation a lieu. Le cas le plus important est quée= Rco £ et que K satisfait la propriété
d’approximation ¢f. théoréme 6.14 de [3]).

DEFINITION 5 (Approximation). — SoienE C K(E) C R™ x Rm*M x R;”X"N. OnditqueFE et K (E)
ont la propriété d’approximation s'il existe une famille d’ensembles ferfig®et K (Es), 6 > 0, tels
que : (i) Es C K(Es) C int K(F) pour touté > 0; (ii) pour toute > 0 il existe 6y = do(e) > 0 tel que
dist(n; E) < e pour toutn € Es eté € [0,6¢]; (iii) si n € int K(E), alorsn € K(Es) pour toutd > 0
suffisamment petit.

THEOREME 6. —SoientE C R™ x R™*M x R;”X”N un ensemble fermé et borné uniformément pour
x € ) et pour autant ques appartienne a un ensemble borné Bg**. Supposons quBco E ait la
propriété d’approximation ave& (Es) = Rco Es, alors Rco E a la propriété de relaxation par rapport
aFE.

Comme corollaire nous obtenons immédiatemehtprollaire 6.18 dans [3], modifié en tenant compte
du théoréme 2).

COROLLAIRE 7.—Soient(2 C R" un ensemble ouvert €f;, G : ]R;”X”N —-R,i=1,2,....,1, j=

., J, des fonctions quasi convexes. Soi= {f € R’”X”N CF(6)=0,i=1,2,....1, G;(§) <0, j=

J} Supposons quBco £ soit compact et qu®co E = co E. Soitp € Cplec( Rm) vérifiant :

DN ¢(r) € EUint Reo B, p.p.z € £, ou bienp € WY (Q; R™) et il existe un compadt C int Rco E
tel queDN () € L, p.p.x € Q. Alors il existe(un ensemble dense)dec ¢ + Wév’“‘(Q ; R™) tel que

F;(DNu(z)) =0,i=1,...,1, G;(DVu(z)) <0, j=1,....J, p.p.x €.

L'idée de la démonstration du théoréme 2 est trés semblable a celle du théoréme 6.3 de [3] et nou:s
esquissons maintenant les grandes lignes de sa preuve.
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Supposons pour simplifier que les fonctions ne dépendent que des termes de plus haut ordre et
Q C R soit borné. Soit alord/ la fermeture dans la norme™~! de {u € C..(2;R™) : u €

w+ WO *(Q;R™), DVu(r) € EUintK, p.p. dansﬂ}. Par hypothése on a quee V. De plusV
est un espace métrique complet lorsqu’il est muni de la naifie’. Par quasi-convexité des fonctions
F;, Gjona

Vc{ue ¢+Wév’°°(Q;Rm):E(DNu(x)) (DY <0,i=1,2,....1,j=1,...,J, pp.xcQ}.
On définit alors pour € V, L(u) =>";_, fQ ; (DN

u(x) ) x. Par construction on a immédiatement que
siu € V (ce quiimplique en partlcuher qué; (DN u(x)) <

0), alors
L(u)=0<=D"u(z) € E, p.p.dans. (3)

Soit enfinV* = {u € V : L(u) > —1 }. On montre alors comme dans [3] qué est ouvert (ce résultat
se déduit de la quasi-convexité deg et dense dan¥’. La densité résulte de la propriété de relaxation.
Le théoréme des catégories de Baire implique alors(Qu€" est dense dang. Le résultat se déduit
finalement de (4).

Nous concluons cette Note par un exemple particulierement significatif. Cet exemple a comme origi
un probléme de structure optimale qui a été abondamment traité dans la littécatnootgmment [6,2,3]
et [4]). La méthode utilisée jusqu’a maintenant pour étudier ce probléme a été la construction des ellip:
confocales de Murat—Tartar [7], qui est une construction explicite. Nous montrons qu’on peut obtenir
méme résultat en utilisant les théoremes généraux ci-dessus. L'avantage de cette approche est sa souf
son désavantage est évidemment qu’elle n’est pas constructive. Nous référons pour plus de détails a |
et [4] et notamment pour les calculs algébriques a [5]. Le théoréme que nous obtenons est une applice
du corollaire 7.

THEOREME 8. —Soient2 C R? un ouvert etp € CZ,_ (Q) une fonction satisfaisant

piec
<Ap(z) <1 et detD%*p(z) >0, p.p.zeQ,

(ou bieny € W2°°(Q) vérifiant : ¢ < Ap(z) <1 —eetdetD?p(z) > ¢, p.p.x €, pour un certain
e > 0); alors il existew € ¢ + W2 (Q) tel que

Aw(z) €{0,1} et detD*w(z)>=0, p.p.xze.
* Cette recherche a été financée en partie par le Fonds national suisse (21-50472.97) et le CNR (97.00906.01).

Références bibliographiques

[1] Dacorogna B., Direct Methods in the Calculus of Variations, Springer-Verlag, Berlin, 1982.

[2] Dacorogna B., Marcellini P., Existence of minimizers for non-quasiconvex integrals, Arch. Rational Mech
Anal. 131 (1995) 359-399.

[3] Dacorogna B., Marcellini P., Implicit Partial Differential Equations, Birkhduser, Boston, 1999.

[4] Dacorogna B., Marcellini P., Attainment of minima and implicit partial differential equations, Ric. di Mat. 48 (1999)
311-346.

[5] Dacorogna B., Tanteri C., Implicit partial differential equations and the constraints of nonlinear elasticity, Commu
Partial Differ. Eq. (a paraitre).

[6] Kohn R.V,, Strang G., Optimal design and relaxation of variational problems I, 11, [ll, Commun. Pure Appl. Math. 3¢
(1986) 113-137, 139-182, 353-377.

[7] Tartar L., Estimations fines des coefficients homogénéisés, in : Ennio De Giorgi colloquium, P. Krée (Ed.), Reseal
Notes in Math. 125, Pitman, 1985, pp. 168-187.

274



