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Un exemple de solution discontinue d'un probléme

variationnel dans 1e cas scalaire

Paolo MARCELLINI

Résumé - On donne un exemple d'intégrale du calcul des
variations avec un minimum non borné.

An example of discontinuous solution for a variational problem
in the scalar case

Abstract - We give an example of integral of the calculus of
variations which has an unbounded scalar minimizing function.

; 5 n 50 .
Soit {2 un ouvert borné de R™. Nous considérons l'intégrale

(1) : £(Du) dx ,
il 8
. . L. 1,p N
oi u est une fonction de l'espace de Sobolev H ’“(Q:R7) et
. . T N
£ = £(§) est une fonction continue définie pour S mfn.

On appelle u minimum local de l'intégrale (1) si

(2) ff(Du) ax < E(Du + DEP) dx , V ﬁo S C%(Q;RN) ,
0 ‘Qb

oun L2, est le support de ¢,

Le probléme de 1la régularité des minima locaux est



aussi appellé,dans la littérature, le probléme de la régularité
A 1'intérieur pour 1'intégrale (1).
Marcellini [2] a mis en évidence 1'intéret A considérer les

conditions de croissance pour f :
p 1= 19
(3) o |37 s E®) s e (r o+ 3

avec l< ps g et 0 < cl:s cg. Dans les applications

néaireAsemble particulierément intéressant

[

A 1'élasticité non 1

nous soulignons le cas O ¥ g

n'est pas possible d'avoir la régularité des

fur)

minima de 1'intégrale (1) dans le cas vectoriel N > 1
méme si £ est réguliére et i p = q . En effet, Necas [3]
en 1975 a donné un exemple de fonctionnel du type (1), avec
f analytique et saticsfaisante (3) avec p =g = 2 , dans 1le
cas n et N = n2 trés grand , ayant un minimum local
qui est une fonction vectorielle Lipschitzienne, mais adui
n'est pas une fonction Cl.

Au contraire, le cas scalaire N =1 a été beaucoup

&tudié cous la condition de croissance (3) avec p = q (et
la‘régularité locale a été démontrée), mais, jusqu'a présent,
rien n'est connu si p< qd .

Ici, dans le cas scalaire N = 1, on propose les deux
aspects: on annonce un théoréme de régularité si p nfest

pas beaucoup plus petit gque g (en dépendance de n), et

on montre qu'il n'v a pas de régularité des minima locaux si

le rapport g/p est grand.
L'exemple est le suivant: Soit "> 3 et on considere
1'intégrale
n-1
1 2 1 g
(4) F(u) = = Fe W + — |u dx .
2 X, q ¥
1=1 i ; n

o



ol X Es(xi), i=1,2,40.,n, est un vecteur de R? et
. n
(5) q > 2 —————%— (n>3) .,

Pour simplifier les notations, nous considérons un ouvert
3 5 i n - ; n
borné {2 de WL contenu dans le demi-espace {x E[R : xn> C} .
.. )
On montre qu'un minimum local dans H""(Q2) pour 1e

fonctionnel (4) est donné par

(6) u(xl'XQ""’Xn) = c

avec la constante ¢ représentée par

(7) c = (% = qu )(a-q-a )q—1 .

Remarquez cue la constante ¢ est positive et que la fonction

u n'est pas bornée dans un voisinage de la droite Xl =X, =
= e = X ;= 0. Remarduez aussi que la fonction
P 4 e
-1
1 2 1 id
(8 25) = 32 87+ Lz
(8) (%) 2}1211 =15 :

est convexe et de classe C[q](ﬁ{n) pour g général ([q]

partie entidre de q ) et c'est un polyndmie, si q est pair.
2 . 5 n
Avant tout, on démontre due, dans l'ensemble X € ﬁ{ :
n-1 o) ) . .
! R Xy £ 0, ®m. D } 5 u est une solution classique
i=1 +~ "
de 1'équation d'Euler :
n-1 5
(9) u + u o =0 ;
N (R e
1i=1 174, n n n

En calculant les dérivées de u en (6), on obtient



) |
— q q-1
n-1 q-2 — n-1 -
S ! 2 c q-1 q-2 a-2
= 2 = o
(10) £ ux X q-2 [ q-2 (n U:l Xn (Z Xl)
i=1 i i=1
o »
(11) (lu iq 1 ) — (A 4 1) =
X X X X 4
n n n n n
E:i -1 9, p a-1
2 ¢ " (q-1) q -2 (5 2 \” a-2
= - X ¥
q - 2 q-2 n = T
1=1

Pour (7), u est une solution classique de 1'édquation d'Buler.

Pour prouver que u est une solution faible de 1'édquation

i,2
d'Euler, on remarque que u € H ' (2) et que u, € 1Y) . &En

n
effet, il existe une constante A telle que

2

-2

[ =2
|u(x)1§ A [x]q-g ; [ux (x)|5 a [x] ;
n

1ux.(x)l$ A [x] , i=1,2,...,n-1 ; avec [x] = (Z Xi)
. 1 =
1,2 . .
Donc u e H’'°() si 2q/(q-2) < n-1 , aqui est
équivalent 4 (5). Pour la méme raison u € Lq(fl). Donc
1'intégrale (4) est bien définie. &

On adapte un argument bien connu de De Giorgi (voir par exemple

section 1 du chapitre VI de Giusti [1} ) . On se donne E3 B

on lui associe la fonction gt:IR—a[O,ll de classe Cl, felle
que
g (s) =1 si sl s t
t ¥ 2
(13) oo s =, Vs,
g (s) =0 si |s]|2 2t ;
L
. 1 . .
Soit CF €C, () ; on lui associe

n-1 2 é
(14) P (x) = P(x) (1 - Q(EX])) g avec [x]= (Z Xi)
1=31

Puisque 9. € Ci(fl) et Cft = 0 dans un voisinage de 1la
L

Avred e e = -
droite W E W By g = 0 on a
- ‘ T 2 n-1 !



n-1
g-1
1 d 1 N =
(15) £ Yx. (%%)x. * * Y% (%%)x ax ©
i=1 i n n
<L
Puisque n>3, pour t— 0 . converge vers <?
1,2 - r
H' () et (%%)Xn converge vers ﬁ; en L (), pour
chaque r ¢[1,+00). “
On va donc vers la limite lorsaue t — 0 dans (15) et on

obtient cue u

13

nfin, =

est convexe,

ai i . I d
Le theoreme qu'on va enoncer est un cas
théorie plus générale qui sera publiée d2s que
simplifier et pour permettre une meilleure

l'exemple précédent, on considére seulement 1'intégrale en (4):

comparai

est un minimum local de 1'intégrale (4), car

son avec

- . 1,2 .. }

Soit w € H'7(L2) un minimum local de 1'intégrale en
(4). omna u e Cc™ Q) =i fu, |>¢e> 0 et si
on suppose .

n
16 2 £ g 2 .
( ) J 1 < ——

Naturellement (16) est satisfait si n =2 et g2 ., 3i
sont les mé@mes que dans (3), la condition est g < pn/(n-2

Remarquons que la différence (= a4/ [(n-2)(n-3)].) entre

stimes (5) et (16) pour gq,

et 4 1'exemple cdonné,

lorsque n— +00o.

relatives au

est infinitésimale de second

théorame de

est une solution faible de 1'écuation d'Euler.
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