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Domanda N°1 Senza ricorrere al Teorema de I’'Hospital ma utilizzando il principio di
sostituzione degli infinitesimi o i limiti notevoli, calcolare il seguente limite:

1—cosx+ 2zxsinz

im -
z—0 siInx + x cosx

Risposta N°1

2

Per il principio di sostituzione degli infinitesimi 1 — cosz ~ %, 2zsinz ~ 222, sine ~ z
e xcosx =~ x, abbiamo che
. z? 2 2
. 1l—cosz+2zsinx . St . bx . bx
lim - =lim—*——=Ilim—=Iim — =0
z—0 sinx +xcosx z—0 T+x z—0 4x z—0 4

Domanda N°2 Data la seguente funzione:

f(a:){ ar+b sex <1

Inz altrimenti

Per quali valori di a e b f(z) verifica le ipotesi del Teorema di Lagrange nell’intervallo [0; e]?
Per tali valori calcolare il punto di Lagrange.

Risposta IN°2

Affinché f(z) soddisfi le ipotesi del Teorema di Lagrange, deve essere continua in [0,e€] e
derivabile in (0, ¢e). In particolare deve essere continua in zy = 1. Imponendo la continuita e
la derivabilita in 1, i due coefficienti soddisfano le seguenti uguaglianze:

a+b =0
a =1

Ricaviamo @ = 1 e b = —1. Chiaramente negli altri punti la funzione soddisfa le ipotesi
volute. Adesso cerchiamo il punto di Lagrange c: per ¢ deve valere

- L ge 1<z<e

(&

2 {1 se 0<z<l1
e

Chiaramente dobbiamo scegliere la seconda alternativa che fornisce ¢ = 5.



Domanda N°3

e Calcolare il seguente integrale indefinito:

/Sin Inxdzx

In2

ver —1ldx.

e Calcolare

0
Risposta N°3

[ ]
/sinlnxdm:msinlnx—/coslnxdx:xsinlnx—xcoslnx—/sinlnxdm

per cui

57 1 _ 11
/sinlnxda: _ x(sin nx2 coslnz) ‘e

e Consideriamo la sostituzione t = /e? — 1, ossia * = In(t? + 1) e dz = %dt. Gli

estremi diventano ve9 —1 =10 e vel*2 — 1 = /2 — 1 = 1. L’integrale diventa

1 2 1
2t 1
/Tdt:Q/ - ) dt=2]t —arctant]y =2 [1- 7] =2~ 7
o P+l 0 1+ 1 2

Domanda N°4 Data la funzione:

2
f(z) = 2arcsin (Hxe> +x

1. determinare il campo di esistenza;

2. studiarne il comportamento agli estremi;

classificare gli eventuali punti di discontinuita,;

studiarne le eventuali simmetrie;

5. determinare gli eventuali asintoti;

6. calcolare la derivata prima e determinare gli eventuali punti di massimo e minimo.

7. determinarne la positivita e le intersezioni con gli assi (N.B. ricavare informazioni dallo
studio della derivata prima)

8. determinare gli eventuali punti di non derivabilita e classificarli;
9. calcolare la derivata seconda e determinare gli eventuali punti di flesso;
10. darne un grafico approssimato.

Risposta N°4 Il dominio di f(z) ¢ dato dall’insieme delle x € R per cui:

ossia deve valere

14z
1+x“—2x
1+a:2 Z 07

>0
(1*5'-")2 >0
1_;'_1.2 iy i

2
{ 2x+1+21 2 0

che e verificata da ogni x € R. Chiaramente f & continua su tutto R e dunque non ha punti
di discontinuita.

—2 2 2
f(—z) = 2arcsin (1—%;> — 2 = —2arcsin gl—i—xﬁ) —r=- (2 arcsin <H_x$2) +x) )



ossia f & dispari. In particolare f(0) = 0.

Chiaramente f non ha asintoti né orizzontali né verticali: cerchiamo eventuali asintoti obliqui.

2arcsin( 222)
m= tim 1@ _ ) 1=

r—o00 I x

2
g = lim f(z)— 2z = 2arcsin (1_:;2) =0

r—r00

Per cui 'asintoto obliquo ¢ la retta y = x. Calcoliamo la derivata prima:

2 2(1+2?) — 2z - 2x
/
= . 1 =
f(@) — 1+ +
1- ()
_ 2 2(1 — 2?%) C2(1+2%) 2(1—2?) 41—
(1+a22)?
B ﬁ +1 se —1l<z<l1
T el ose z<—-lvr>1
2

x2+1

2
iz—j se r<-—-1Vx>1

{ A g0 —1l<az<1

In particolare abbiamo che

lim f'(z)= lim f'(z)=—1,

r——1— z—1t

mentre

lim f'(z)= lim f'(z)=3.

rz——11 i

I punti z = 41 sono percio punti angolosi. Studiamo il segno della derivata prima:
e Se—l<xz<1 f'(x)>0;

eSex<—1Va>1, f(zr)>0perz<—V3Vae>+3, f(z) <0perazc(—/3,-1)U
(1,4/3) e si annulla in z = ++/3.

In questo modo la funzione risulta strettamente crescente per z € (—oo, —v/3) U (=1,1) U
(v/3,+00), strettamente decrescente per x € (—v/3,—1) U (1,/3). Ipunti x = —v/3 ez =1
sono punti di massimo relativo, mentre z = —1 e & = v/3 sono punti di minimo relativo.

Se vogliamo cercare tutti gli zeri della funzione oltre a xy = 0, per simmetria basta consider-
are in primo luogo le x positive. Chiaramente f(x) > 0 per = € (0, 1], essendo strettamente
crescente. Inoltre f(v/3) = 2F ++/3 > 0. Essendo f strettamente decrescente per z € (1,/3)
e continua, avremo che f(z) > 0 per z € (1,v/3). Essendo f strettamente crescente in
(V/3,4+00), f(x) > 0 per ogni & > 0. Per disparita, f(z) < 0 per x < 0. Quindi 1'unico zero
di f & g = 0. Studiamo il segno della derivata seconda:
f"(x):{ % se —l<z<l1
Txenz 8¢ T < —1lvz>1

La funzione f(z) risulta convessa per x € (—1,0)U(1, +00), concava per x € (—oo, —1)U(0, 1)
e i punti di flesso sono zp =0 e 272 = 1.
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