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Capitolo 1

I vettori geometrici.

1.1 Introduzione.

Siano A, B due punti del piano (o dello spazio). Un segmento orientato AB si dice anche
vettore applicato in A ed é individuato da una direzione, che é la retta su cui giace il
segmento AB, un verso, che é quello che si osserva percorrendo il segmento AB andando
da A verso B, ed un modulo, che é il numero reale non negativo che misura la lunghezza
del segmento AB. Un vettore é detto versore di una retta, se giace su tale retta ed
¢ di modulo 1. Due segmenti orientati AB e A’B’ sono equipollenti se hanno la stessa
direzione, lo stesso verso e lo stesso modulo. Tale relazione tra segmenti é una equivalenza
nell’insieme di tutti i segmenti orientati del piano (o dello spazio). Per cui tutti i segmenti
orientati sono ripartiti in classi di equivalenza. Un classe di equivalenza é del tipo [AB],
composta da tutti i segmenti orientati equipollenti al segmento AB. Identifichiamo tra
loro tutti i segmenti appartenenti ad una stessa classe di equivalenza. Ciascuna classe
é detta vettore geometrico o vettore libero e pud essere rappresentata da un qualsiasi
segmento ad essa appartenente. Cié vuol dire che, fissato un punto del piano (o dello
spazio) O , ciascuna classe di equivalenza possiede un rappresentante che sia applicato in

0.

1 noti che da ora in avanti, fissato un punto clascun vettore geometrico pud essere
Si noti che d ti, fissat to O, tt t
applicato in O, mantenedo la sua direzione ed il suo verso.

1.2 Somma e prodotto per uno scalare.

Siano OP e OP; due vettori aventi la stessa direzione e stesso verso. Definiamo somma
dei vettori OP + OP, il vettore avente per direzione e verso quelli dei vettori addendi, e
per modulo |OP + OP;| la somma dei moduli |OP| + |OP|.
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Siano ora OP e OP; due vettori aventi stessa direzione ma verso opposto. Defini-
amo somma dei vettori OP + OP; il vettore avente direzione dei vettori addendi, verso
coincidente con quello del vettore addendo di modulo maggiore, e modulo pari al valore
assoluto della differenza dei moduli dei vettori addendi.

Siano infine OP e OP; due vettori con direzioni differenti. Si costruisca il parallel-
ogramma di lati OP e OP; e si indichi con @ il quarto vertice del parallelogramma.
Definiamo somma OP + OP; il vettore avente per direzione quella della retta su cui giace
la diagonale OQ), per verso quello di percorrenza da O a () e per modulo la lunghezza
della diagonale OQ del parallelogramma (Figura 1).

Notiamo anche che dalla definizione di somma OP 4+ OP; = OQ) si ricava al contrario
anche quella di differenza tra due vettori OQ) —OP = O Py, come lato del parallelogramma
avente per diagonale OQ) e per secondo lato OP (Figura 1).

Indichiamo pit semplicemente v, vy, vo, v3 vettori del piano (o dello spazio). La somma
tra vettori gode delle seguenti proprieta:

1) Commutativa: vy 4+ vy = vg + vy;

2) Associativa : (v] + v) + v3 = v1 + (vg + v3);

3) Esistenza dell’elemento neutro : v 4+ 0 = 0 4 v = v, dove per vettore 0 si intende il
segmento QO;

4) Esistenza dell’elemento opposto : v + (—v) = 0.

Le proprietd 1)-2)-3)-4) rendono l'insieme dei vettori geometrici del piano (o dello
spazio), rispetto all’operazione di somma, un gruppo commutativo.

Siano v un vettore e @ € R. Definiamo il vettore av come quello avente la direzione
del vettore v, il modulo pari a |a||v| e verso coincidente con quello di v, se & > 0, opposto
a quello di v, se a < 0.

Il prodotto cosi definito gode delle seguenti proprieta:

1) (aB)v = a(Bv), per a, 3 € R

2) 1-v=w, dove 1 é l'unitd in R;

3) (a+ B)v = av+ Bu;

4) a(vy + v2) = vy + as.

L’insieme di tutti i vettori geometrici, rispetto alle operazioni di somma e prodotto
per uno scalare da noi definite, viene detto spazio vettoriale geometrico.

1.3 Combinazioni lineari e componenti in un riferi-
mento ortogonale.

Siano vy, vy, .., v, vettori e ay, ..., a,. € R. Diciamo combinazione lineare dei vettori vy, .., v,
a coefficienti reali oy, .., o, il vettore v risultante dalla seguente somma:

UV = QU1 + QoUy + Q33 + ..... + U,
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Diremo anche che il vettore v é scomposto nella somma dei vettori aqv1, aovs,...,a,0, €
che aq, ..., a, sono le componenti del vettore v rispetto ai vettori vy, ..., v,.

Consideriamo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale nello spazio, di origine
O e assi coordinati X, Y, Z. Un qualsiasi punto dello spazio sara individuato da un terna
di numeri reali (a,b,c), che sono le sue coordinate rispetto al sistema di riferimento.
Il vettore v = OP ha come componenti rispetto ai tre assi coordinati, rispettivamente
vy = a,vy = b,v, = ¢, cioé il vettore v si pud esprimere come combinazione lineare dei tre
versori i, 7, k dei tre assi coordinati nel modo seguente: v = v,i + v,j + v,k (Figura 2).

Diremo che due vettori v = (v;,v,,v,) e w = (w,, w,, w,) sono uguali se e solo se
hanno le stesse componenti rispetto ai versori degli assi coordinati.

Dalla definizione di componenti appena data e applicando il Teorma di Pitagora, si
pué facilmente dedurre che il modulo di un vettore v di componenti (v,, vy, v,) é dato da
o] = o2 + v + 2.

Siano ora v = (vg, vy, v;) € W = (W, wy, w,) due distinti vettori. Costruiamo la loro
somma v 4w = (V0 +vyJ +v.k) + (Wi +wy,j+w.k) = (v +wy )i+ (v, +wy)j+ (v, +w,)k
cioé v + w ha componenti (v, + wy, vy + wy, v, + w,).

In modo del tutto analogo si osservi che se a € R, allora il vettore av ha per
componenti la terna (awv,, avy,, av,).

1.4 Prodotto scalare e proiezione su una retta.

Siano v = OP e w = OQ). Per convenzione si definisce angolo ¢ compreso tra i due vettori
quello interno al triangolo POQ) (Figura 3).
Si definisce prodotto scalare il seguente

vXw=|v|-|w|-cos(p).

Si noti che tale prodotto ha come risultato uno scalare (un numero reale), inoltre esso é
commutativo, cioé v X w = w X v ed infine esso é nullo solo quando uno dei due vettori é
nullo oppure se i due vettori sono tra loro ortogonali.

Nel caso i due vettori siano considerati in uno spazio dotato di riferimento cartesiano,
allora v = (vy, vy, v,) € w = (Wy, wy, w,), ed il prodotto scalare si presenta nella seguente
forma:

v X w = (Ugd + vyJ + vk) X (Wi + wyj + w.k) = vaw, + vywy, + v,

Da quest’ultima ricaviamo anche che:

VpWy + VyWy + VW,

cos(i) =
v

2 2 2 2 2 2"
vx+vy+vz\/wx+wy+wz
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Applicando tale formula si ricavano anche i coseni direttori di un vettore v, cioé i coseni
degli angoli che il vettore forma con i tre assi coordinati, o meglio con i tre versori dei
suddetti assi:

Vg Uy U,

[212 2 2 [012 2 2 [212 2 2
vy + vyt Ug Uy + vy U vy + v, Uz

Siano ora v = OQ e r una retta passante per O di versore u, tale che la direzione del
vettore e quella della retta formino un angolo ¢ (Figura 4). Diciamo componente di v
rispetto alla retta r, la lunghezza del segmento OQ), dove @)’ é la proiezione ortogonale di
@ su r. Applicando ora le regole trigonometriche sulla risoluzione dei triangoli, si osserva
facilmente che

cos(vX) = ,cos(vY) = ,cos(vZ) =

0Q'| = 0Q] - cos(p) = v x w.

Diremo invece vettore proiezione v’ di v su r, quello avente per modulo |OQ’| e per
direzione e verso quelli di u, cioé:

V' =10Q| -u=(vxu)-u.

Si noti che pur non conoscendo il versore della retta r, esso si pud ricavare se é noto un

vettore w parallelo a r. In tal caso u = ﬁ ed otteniamo

1.5 Prodotto vettoriale e componente rispetto ad un
piano.

Siano v, w vettori. Definiamo prodotto vettoriale v A w quel vettore che abbia:

1) direzione ortogonale al piano individuato dai vettori v, w;

2) modulo pari a |v||w|sen(p), dove ¢ é 'angolo compreso tra i due vettori;

3) verso tale che un osservatore posto dalla parte in cui é rivolto il vettore v A w, veda
il vettore v sovrapporsi al vettore w in senso antiorario (Figura 5).

Il prodotto vettoriale é nullo solo quando uno dei due vettori é nullo oppure i due
vettori sono tra loro paralleli.

Notiamo che in base alla definizione, al contrario di quanto avviene per il prodotto

scalare, il prodotto vettoriale é anticommutativo cioé: v Aw = —w Av. Inoltre il prodotto
vettoriale é distributivo rispetto alla somma tra vettori, cioé: v A (wq +wsy) = (v Awy) +
(v A wy).

Consideriamo ora un parallelogramma che abbia come lati i vettori v,w. L’area di
tale parallelogramma é A = b - h, dove b é la base da noi scelta e h é I'altezza relativa a
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tale base. Scegliamo ad esempio il vettore v come base (Figura 6). L’altezza relativa a v
forma con v e w un triangolo rettangolo, per cui h = |w|sen(y), quindi

A = |v||w|sen(p) = |v A w|

concludendo che l'area del parallelogramma avente per lati v,w ¢é pari al modulo del
prodotto vettoriale v A w.

Poniamoci ora nel caso in cui i due vettori appartengano allo spazio cartesiano, per
cul v = (Vg, Uy, v:) € w = (wy, wy, w,). Calcoliamo ora il loro prodotto vettoriale:

v AW = (Uyt + vyf + v:k) A (Wi +wyj + wek) =

i(vyw, — v,wy) + j(vw, — vew,) + k(vyw, — v w,) =
ik
Uy Uy Uy
Wy Wy W,

Osserviamo che lo sviluppo della formula precedente dipende dall’applicazione della pro-
prietd distributiva del prodotto vettoriale rispetto alla somma tra vettori ed anche dalle
seguenti identita che derivano direttamente dalla definizione di prodotto vettoriale:

iNj=—jNi=k, jAk=—-kAj=i, iNk=—kAi=—j

iNi=0, jAj=0, kAk=0.

Dal controesempio che segue si deduce inoltre che per il prodotto vettoriale non vale la
proprieta associativa:
iNENE)=iN(—)) =k

(iNi) ANk =0.

Sia ora v = OP e 7 un piano passante per O, al quale appartengano i due vettori
U1, us. La proiezione di OP su 7 é il vettore v = OP’, dove P’ é la proiezione ortogonale
del punto P sul piano. Se indichiamo w il vettore PP’ allora otteniamo v' 4+ w = v, da
cui ovviamente v' = v — w (Figura 7). Per ottenere la proiezione v’ é allora sufficiente
determinare il vettore w. Tale vettore non é altro che la proiezione di v lungo la retta
normale al piano e passante per O. Per ottenere tale proiezione é necessario conoscere il
versore © normale al piano e, poiché sappiamo che il vettore u; A us é normale al piano,

deduciamo che u = % Infine otteniamo:

up A u
w:(vxu)~u:[vx(u1/\u2)]-m.
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1.6 Prodotto misto.

Siano u, , v, w tre vettori, definiamo prodotto misto quello scalare che si ottiene dall’ese-
cuzione, rispettando ’associazione tramite parentesi, dei prodotti u x (v A w).

Nel caso i tre vettori siano dati in uno spazio cartesiano ortogonale, allora u =
(Ug, Uy, Uy), V= (Vg, Uy, V;), W = (Wy, Wy, T,) € svolgendo il prodotto si ottiene:

uX (VAW)=u(vAw)y +uy(vAw), +u(vAw), =

Uy Uy
Wy Wy

Vy Ug

Wy Wy

Uy U,
wy W,

Uy + Uy + U, =

Up Uy Uy

Up Uy U,

Wy Wy W,
Si noti che il prodotto misto si annulla solo quando uno dei tre vettori é nullo oppure
quando i tre vettori sono complanari, cioé quando il vettore u é ortogonale al vettore
VA W.

Consideriamo ora il parallelepipedo avente per spigoli i tre vettori u,v,w. Il volume
del parallelepipedo é V; = b - h, dove indichiamo con b I'area di una base e con h l'altezza
relativa a tale base scelta (Figura 8).

Scegliamo come base quella avente per lati i vettori v, w e sappiamo per quanto detto
in precedenza che l'area cercata é pari al modulo |v A w|.

L’altezza h é la componente ortogonale del terzo spigolo del parallelepipedo lungo la
normale al piano individuato da v e w, per cui

L « VAW
=u

|v A w|
da cui oA w

Vo =1|vAw|-ux =uX (vAw)
v A wl

Esempio 1.6.1 Siano u =1 — 275 + 3k e v = —3j vettori nello spazio cartesiano. Deter-
minare:

a) i moduli dei vettori;

b) il loro prodotto scalare;

c) il coseno dell’angolo da essi formato;
d) i coseni direttori dei due vettori.

a) uxv= (-2)(-3)=0;
b) lul=VI+4+9=14, | =9 =
c) coslip) = i = Vi

d)uxz-% j:m,uxk—ﬂ,vxizo,vxj:—l,vxk:().
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Esempio 1.6.2 Determinare a € R tale che i vettoriu = (1,-2,1) ev = (a+1,—a, —1)
Jormino un angolo di 3.

1 T U XU

— =vcos(=) = =

2 3 lul - |v]
a+1+2a—1 3a

VoVt lt2a+ 211  Vov2aE + 2a + 2

da cui20®* —a—1=0ecac{l,—3}.

Esempio 1.6.3 Siano u = (1,2, —2) e v=(3,0,1). Determinare la proiezione ortogonale
di v rispetto alla retta r contenente w.
La protezione di v su r € data da

Allora il vettore proiezione é dato da

U U 1
vX — | X — = =(i+2j — 2k).
( IUI> ul 9
Esempio 1.6.4 Determinare il vettore v’ proiezione di v = 21 — j + 3k sul piano XY .
Proiettando v su XY si avrebbe v = v' + w, dove w € il vettore (perpendicolare al piano
XY ) che é proiezione ortogonale di v rispetto alla retta contenente i A j, cioé

PN

= 3k
i A2

w=vX(IN])-

ev' =2i—j.

Esempio 1.6.5 Determinare il volume del parallelepipedo avente per spigoli © vettori i+,
k, —i+k.
1l volume € dato da

1 10
0 0 1]=1
-1 0 1
1.7 Esercizi.
Esercizio 1.7.1 Sianou = i—25+3k, v = —37j vettori dello spazio euclideo. Determinare

i loro moduli, il loro prodotto scalare, il coseno dell’angolo da essi formato, i loro coseni
direttori.
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Esercizio 1.7.2 Ripetere l’esercizio precedente coi sequenti vettori: v = (1,1,0), v =
(2,1,1).

Esercizio 1.7.3 Determinare la proiezione del vettore v =1— j+k su una retta parallela
al vettore w =1+ 27 — k.

Esercizio 1.7.4 Determinare il parametro k tale che i vettori (1,—2,1) e (k+1, —k, —1)
Jormino un angolo di 3.

Esercizio 1.7.5 Determinare la componente e il vettore proiezione di v = (3,0, 1) sulla
retta contenente il vettore (1,2, —2).

Esercizio 1.7.6 Determinare la proiezione del vettore (1,2,1) sulla retta contenente il
vettore (1,1,1).

Esercizio 1.7.7 Determinare la proiezione del vettore (1,1,1) sul piano contenente i
vettori (2,1,0) e (1,0,1).

Esercizio 1.7.8 Determinare la proiezione del vettore 2i — j + 3k sul piano XY .

Esercizio 1.7.9 Utilizzare i vettori (1,—2,0), (0,3,4), (1,—1,1) per dimostrare che il
prodotto vettoriale non € associativo.

Esercizio 1.7.10 Determinare il volume del parallelepipedo avente come spigoli i vettor:
(1,1,0), (0,0,1) e (—1,0,1).

Esercizio 1.7.11 [ seguenti vettori (2,—1,3) e (1,1,0), sono reciprocamente paralleli,
perpendicolari o nessuna delle due?

Esercizio 1.7.12 Determinare se i vettori v = 2i — 35+ k e w = gz — gj + %k sono
paralleli, perpendicolari o nessuna delle due.

Esercizio 1.7.13 Determinare hy e hy tali che i vettori v = 21+j—3k e w = t+h1j+hok
risultino parallels.

Esercizio 1.7.14 Determinare il valore del parametro h in modo tale che il vettore (2, h, 1—
h) sia complanare con i vettori (1,2,1) e (3,1,5).

Esercizio 1.7.15 Esprimere il vettore v = (2,—1,1) come somma di un vettore vy par-
allelo al vettore wy = (0,1,1) e di un vettore vy complanare coi vettori wy = (1,2,0) e
ws = (2,0,1).

Esercizio 1.7.16 Siano vy = 2i+j e vy = i+ 3j vettori del piano euclideo. Determinare
le componenti del versore di vy e del versore di vo e l’angolo compreso tra di essi.
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Esercizio 1.7.17 Siano vy = i + j e vo9 = i — 27 wettori del piano. Determinare la
componente ortogonale di vi secondo una retta parallela e concorde col versore di ve ed
anche le componenti del vettore proiezione ortogonale di v, su tale retta.

Esercizio 1.7.18 Dati i vettoriv =1—j+k e w = =21+ k, determinare il loro prodotto
scalare e le componenti del loro prodotto vettoriale.

Esercizio 1.7.19 Siano v; = (1,0,1), v, = (0,1,0), vs = (1,1,2) wvettori dello spazio.
Determinare le componenti del vettore proiezione ortogonale di vy sul piano contenente vy
€ V3.



Capitolo 2

Le matrici.

2.1 Introduzione.

Una matrice é un simbolo, una tabella nella quale si possono individuare righe e colonne.
Una matrice con m righe e n colonne ¢ un insieme di m - n elementi scelti in un campo
(per noi usualmente il campo dei numeri reali), che siano disposti in modo ordinato nelle
righe e nelle colonne nel seguente modo:

a1 a2 ... Qip
921 A929 ... Q9pn
m1 Am2 ... Gmn

In altre parole, I’elemento a;; é quello che occupa il posto che € individuato dall’incrocio
della riga ¢ e dalla colonna j. Pid sinteticamente scriveremo una matrice col simbolo
A = [a;], 1 = 1,..,m, j = 1,.n. Chiameremo matrici quadrate quelle tabelle in cui
m = n e le chiameremo matrici di ordine n. In esse individueremo un particolare insieme
di elementi: {aj1,ag,ass, ..., ay,} detta diagonale principale della matrice. Denoteremo
M, (R) Tinsieme di tutte le matrici con m righe e n colonne, i cui elementi sono scelti
nei reali. Introduciamo in M,,,(R) una operazione, detta somma tra matrici, nel modo
seguente: siano A = [a;;] e B = [b;;] matrici in M,,,(R), la loro somma ¢é ancora una
matrice C' = [¢;;] di My, (R) definita da

C11 Ci2 ... Cip a1 a1 ... Qip bll b12 bln
Co1 Co2 ... Cop _ 921 A29 ... QA2pn + b21 b22 . bgn _
Cm1 Cm2 .. Cmn Am1 Am2 ... Amn bml bmg e bmn

10
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ayn +b1 ap+bie ... ay, + b,
ag; +ba1  ag +by ... ag, + by,
Am1 + bml Am2 + bm2 oo Qmn + bmn

quindi ogni elemento ¢;; di C' ¢ la somma degli elementi omologhi in A e B.

Siano A, B, C' matrici di M,,,(R), rispetto all’operazione di somma sono soddisfatte
le seguenti proprieta:

1) (A+ B)+C = A+ (B + C), proprieté associativa;

2) Esiste I’elemento neutro della somma, cioé la matrice

0 0 0
O:00 0
0 0 0

tale che A+0=0+ A= A,
3) ogni matrice A = [a;;] possiede 'opposta B = —A = [—a,|, tale che A+ B = 0;
4) A+ B = B+ A, proprietd commutativa.

Siano ora o € R e A = [a;j] € M, (R). Moltiplicare lo scalare a per la matrice A
vuol dire moltiplicarlo per ogni elemento di A ottenendo cosi la matrice aA = [aa;;].

2.2 Prodotto righe per colonne.

Consideriamo ora due matrici A = [a;;] € Mpn(R) e B = [bi;] € My,(R). Si definisce
prodotto righe per colonne di A e B quella operazione che abbia come risultato la matrice
C = [cij] € Myq(R), tale che 'elemento di posto (r,s) di C' sia uguale a

n
Crs = Z Arbrs = Ar1b1s + Apabos + ar3035 + ... + Arpbps
k=1

In sostanza I’elemento ¢, ¢ la somma di tutti i prodotti degli elementi della riga r della
prima matrice, ciascuno con il corrispondente elemento della colonna s della seconda
matrice.
Per esempio:
[1231 1‘11(1) _l3—25]
1 01 0 -1 1 1 -2 1
Tale prodotto non ¢ definito se A € M,,, e B = My, con n # t.

Il prodotto righe per colonne gode delle seguenti proprieta:
siano A € M,,,(R), B € M,,,(R),C € M,;(R) e a € R.
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1) A(BC) = (AB)C, associativa;

2) AABB+C)=AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC, distributiva rispetto alla somma;

3) a(AB) = A(aB).

Inoltre sia M,,(R) I'insieme di tutte le matrici quadrate di ordine n. Esiste una matrice
I € M,(R) che si comporta come elemento neutro per il prodotto righe per colonne, cioé
per ogni A € M,(R) si ha ATl = IA = A. Tale matrice é quella che ha 1 su tutta la
diagonale principale e zero altrove:

1 0 0

0 1 0
I=]10 0 1

0o 0 .. .. 1

Si noti infine che non vale la proprieta commutativa per il prodotto righe per colonne,
cioé non é regola generale che AB = BA.

2.3 Determinanti.

Sia A = [a;;] € M,(R) una matrice quadrata di ordine n. Esiste una corrispondenza
@ : M,(R) — R che associa ad ogni matrice uno ed un solo valore in ®. Il valore
©(A) € R é detto determinante di A ed indicato p(A) = det(A) = |A|. La corrispondenza
¢ é definita da: det(A) = 3, (—1)7a15(1) A20(2) " Ano(n) al variare di o tra le n! permutazioni
di {1,2,3,..,n}. Il segno di ogni addendo é (—1)7, che é +1 se o é una permutazione pari,
ed é —1 se o ¢ dispari.

A partire da tale definizione vogliamo introdurre alcuni metodi pratici per il calcolo
dei determinanti, in modo induttivo, da n = 1 fino ad un qualsiasi n.

n=1.
A = [a], a € R ed in questo caso si definisce det(A) = a.

n=2.

aix a2
21
gli elementi della diagonale principale. Quindi moltiplichiamo tra loro gli elementi della
diagonale secondaria cambiando il segno di questo ultimo prodotto. Infine sommiamo i
due prodotti ottenuti.

, e det(A) = ayy - age — ag2 - ag; cioé dapprima moltiplichiamo tra loro

n=3.
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a11 Q12 ais
as1 Q9o asz |. Per calcolare il determinante usiamo il seguente metodo, detto ’di

azy az2 @33
Sarrus’. Ricopiamo le prime due colonne a destra della terza:

11 aiz2 Aaiz apx Qa2
Q21 Q22 A23 A21 A22
31 Aagzz 33 Az1 32

Individuiamo cosi tre diagonali principali e tre secondarie. Eseguiamo i prodotti degli
elementi di ciascuna diagonale, cambiando il segno al prodotto degli elementi di ogni
diagonale secondaria. Infine sommiamo i prodotti ottenuti:

det(A) = a11a92a33 + A12023a31 + A13a21032+

—a13022031 — 11023032 — G12A21A33.

n > 4.

Per poter affrontare tali casi abbiamo bisogno di introdurre alcune definizioni:

Sia A € M,,,, diciamo sottomatrice di A una qualsiasi matrice ottenuta utilizzando
gli elementi che appartengano contemporaneamente ad un numero p di righe di A ed ad
un numero ¢ di colonne di A. Tale sottomatrice avréd ordine (p, q).

Diremo minore di ordine p di A, il determinante di una sottomatrice di ordine p di A.

Diremo complemento algebrico di un elemento a;; € A € M,, il minore di ordine n —1
ottenuto cancellando la riga e la colonna cui appartiene a;;, moltiplicato per (—1)"*7.

1 010
Esempio. Sia A= | 2 1 2 0 |. Le seguenti sono sottomatrici di A:
31 11

1 01
21 2

ottenuta dalle prime 2 righe e dalle prime 3 colonne di A,

20

ottenuta dalle prime due righe e dalla terza e quarta colonna di A,

i

ottenuta dalla prima e terza riga e dalla terza e quarta colonna di A.
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Inoltre sono minori di ordine 2 i seguenti

10 10
| 2 0 | =0, 11 | =1
Esempio. Sia
1 2 3
A=1]101 0
2 21
Il complemento algebrico di ay5 =3 ¢
a0
Az =(—1) 9 o |= 2.
Il complemento algebrico di as; = 0 ¢é
2 3
—(_1)3 _
Aoy = (1) 5 1 ’ 4.

Teorema di Laplace. Sia A una matrice quadrata di un certo ordine n. Il determi-
nante di A si ottiene moltiplicando gli elementi di una qualsiasi riga (o colonna) di A per
i rispettivi complementi algebrici e sommando tutti i prodotti ottenuti.

1210
. ) 3101 ) : . .
Esempio. Sia A = 11111 Applicando il teorema di Laplace, rispetto alla
3210
prima riga, otteniamo:
1 01 3 01 311 310
det(A)=(+1)|1 1 1 |+(-2)|1 1 1|{+(+1)|1 1T 1|{+(0)1 1 1]|=
210 310 320 3 21
—-2410-440=4

Come immediata conseguenza del teorema di Laplace, otteniamo che una matrice
quadrata che abbia una riga o una colonna composta da elementi tutti nulli, avra deter-
minante nullo.

Una matrice con determinante nullo é detta matrice singolare (al contrario é detta non
singolare).

Si noti che il teorema di Laplace vale per tutte le matrici quadrate di qualsiasi ordine,
ovviamente per quelle di ordine 2 e 3 si preferisce usare i metodi precedentemente esposti,
poiché piu veloci.
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2.4 Dipendenza ed indipendenza tra righe.

Consideriamo la matrice

ay; a2 ... ... Qip

A= | .. . L | € Mu(R).

Am1 Am2 .. . Qmp

[soliamo ciascuna riga della matrice come una n-upla ordinata di scalari:
uy = (au,a12, ---aaln)

Uy = (flzl, @22, ..., Clzn)

Uy = (amla Am2; -y amn)'

Definiamo le seguenti operazioni:
i) sommare due righe (due n-uple) vuol dire sommare ciascun elemento di una con il
corrispondente dell’altra, ad esempio

uy + uy = (a1 + a91, 12 + agg, ...y Q1 + A2).

ii) moltiplicare una riga per uno scalare o« € R vuol dire moltiplicare ciascun elemento
della riga per «, ad esempio

auy = (oayg, aay, ..., adyy,).

Siano uq, .., u, righe di una matrice. Diremo che w4, .., u, sono linearmente dipendenti se
esistono ay, .., . € N non tutti nulli, tali che ayuy + agus + ... + a,u,. = (0,0,0,...,0) (la
n-upla nulla). Supponiamo che sia a; # 0. Allora

Uy = —0qUp — QU2.. — QG 1U;—1 — Oy 1Uipl — «.. — Qp Uy
da cui
(€3] %) a1 Q78N (7%
Uy = ——U1 — — U2 — ... — Uj—1 — Uiyl — .. — —Up
Q; Q; a; «; Q;

cioé, se le righe uq, .., u, sono linearmente dipendenti, allora almeno una di esse si pud
esprimere come combinazione lineare delle altre.
Diremo invece che le uq, .., u, sono linearmente indipendenti se vale la seguente:

auy + agug + ... + apu, = (0,0,0,...,0) seesolose a;=ay=a3=..=a, =0.
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1 2 0
. . 3 1 0
Esempio. Sia A = 9 _1 o | comum = (1,2,0), us = (3,1,0), uz = (2,-1,0),
0 0 1

ug = (0,0,1). Le righe uq, us, uz sono linearmente dipendenti infatti:
(—1)u1 + (1)U2 + (—1)U3 = (O, O, 0)

da cui us = uy — uq, cioé uz é combinazione lineare di uy € u;.
Le righe us, u3, u4 sono linearmente indipendenti, infatti se supponiamo asus + asus +
aquy = (0,0,0), otteniamo (3as + 2as, as — ag, as) = (0,0,0) e quindi as = ag = a4 = 0.

2.5 Rango di una matrice.

Sia A una matrice con m righe e n colonne. Diciamo rango di A 'ordine della pit grande
sottomatrice quadrata di A che abbia determinante non nullo. Ovviamente rank(A) <

min{m,n}.

Esempio.
2 10
3 1 1 ha rango 3
-1 0 1
210
311 ha rango 2
1 01
2110
l 321 0 ] ha rango 2
2110
l4 9 9 0] ha rango 1.

Talvolta calcolare il rango di una matrice pué non essere facile come negli esempi
precedenti. Ci proponiamo ora di introdurre quelle che sono chiamate operazioni elemen-
tari sulle righe di una matrice. Tali operazioni, pur modificando la matrice di partenza,
ne lasciano invariato il rango. Lo scopo é quello di trasformare una matrice in un’altra
di piu facile lettura, al fine di determinare il rango della trasformata, sicuri che esso sia

anche il rango della matrice di partenza.

Le operazioni elementari sulle righe sono di tre tipi:
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1 2
1) Scambio di posizione tra due righe, per esempio la matrice | 3 2 | si trasforma
01

01
nella | 3 2 | dopo lo scambio tra la prima e la terza riga. Denoteremo lo scambio tra
1 2
la riga @ e la riga j con il simbolo R; < R;.
Nel caso di matrici quadrate, cié comporta che il valore assoluto del determinante della
matrice finale é identico a quello della matrice iniziale, ma i segni dei due determinanti
sono discordi.

1 2
2) Moltiplicazione di una riga per uno scalare « # 0, per esempio la matrice | 3 2
01

3 6
si trasforma nella | 3 2 | dopo aver scambiato la prima riga con essa stessa moltiplicata
01
per 3. Denoteremo lo scambio di una riga ¢ con la stessa riga moltiplicata per lo scalare
a, con il simbolo R; — aR;.
Nel caso di matrici quadrate, cié comporta che il determinante della matrice finale é
pari a quello della matrice iniziale, moltiplicato per a.

3) Scambio di una riga con la combinazione lineare di altre righe, per esempio la

1 2 13 10
matrice | 3 2 | si trasforma nella | 3 2 | dopo aver scambiato la prima riga con
01 0 1

la somma di essa stessa e della seconda riga moltiplicata per 4. Denoteremo lo scambio
della riga j con la somma della riga j e della riga ¢« moltiplicata per uno scalare «, con il
simbolo R; — R; + aR,;.

Nel caso di matrici quadrate, i determinanti della matrice finale e di quella iniziale
sono esattamente identici.

Diciamo elemento speciale in una riga, ogni elemento non nullo tale che nella pro-
pria colonna, al di sotto di esso, vi siano solo elementi nulli. Per esempio nella matrice
1 2 3
3 0 4 | l'elemento a;s = 2 é speciale per la prima riga.
10 -1
Diremo che una matrice é ridotta per righe se in ogni riga vi é almeno un elemento
speciale (il controllo non va ovviamente fatto per gli elementi dell’ultima riga, poiché essi
non presentano altre righe al di sotto.) Si dimostra che il rango di una matrice ridotta
per righe é pari al numero di righe non nulle della matrice stessa.
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Quindi per calcolare il rango di una matrice potremmo operare nel modo seguente: se
la matrice é gia ridotta per righe, calcoliamo semplicemente il numero di righe non nulle
(esso é il rango della matrice); altrimenti, per prima cosa riportiamo la matrice ad una
forma ridotta, tramite le operazioni elementari sopra esposte, quindi calcoliamo il numero
di righe non nulle della forma ridotta ottenuta.

112 0 -1
Esempio. La matrice | 0 9 2 —5 5 | éridotta per righe: a;; = 1 é 'elemento
040 8 7
speciale della prima riga, ass = 2 ¢é ’elemento speciale della seconda riga. Il rango della
matrice é tre.

1120 -1
Esempio. La matrice | 0 2 1 2 2 non ¢ ridotta per righe. Operiamo nel
133 2 1

modo seguente:

1) Ry — R3 — R e la matrice diventa

che presenta l’elemento

00
speciale aq; sulla prima riga e quello asy sulla seconda.
2.

1
0
0
1120
2) Ry — R3 — R, e la matrice diventa { 0212 2
00 O
Quindi ¢ ridotta ed il suo rango é

Si noti che la possibilita di trasformare una riga della matrice di partenza in una
riga nulla, dipende esclusivamente dal fatto che tale riga sia una combinazione lineare di
altre righe della matrice (in caso contrario non riusciremmo in alcun modo, attraverso le
operazioni elementari, ad annullare tale riga). In tal senso possiamo dare una ulteriore
definizione di rango di una matrice: esso ¢ il numero massimo di righe tra loro linearmente
indipendenti.

1 1 2 0 -1
Esempio. La matrice | -3 -3 —6 0 3 ha rango 1, poiché ciascuno dei
2 2 4 0 =2

vettori riga dipende dagli altri.
1

36 00
La matrice | 0 2 1 0 2 | ha rango 3 poiché le tre righe sono tutte tra loro
1 3 3 31

indipendenti.

Queste ultime considerazioni ci fanno comprendere come, nel caso di matrici quadrate,
si possa riconoscere in talune occasioni, se il determinante della matrice é nullo oppure
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diverso da zero. In particolare sia A una matrice quadrata di ordine n. Se una riga é
tutta nulla, allora il suo determinante é nullo (il rango non potra essere n). Se una riga
é proporzionale ad un’altra il determinante é ancora nullo (con opportune trasformazioni
sulle righe, una delle due tra loro proporzionali, diventa nulla). Pid in generale se una
riga é combinazione lineare di altre righe, il determinante é nullo. Quanto appena detto
viene anche utilizzato per dimostrare il seguente

Secondo teorema di Laplace. In una matrice quadrata, moltiplicando gli elementi
di una riga (o di una colonna) per i complementi algebrici di un’altra riga (o colonna) e
sommando i prodotti ottenuti, si ottiene zero.

Terminiamo il paragrafo enunciando il seguente risultato,utile in tutto ci6 che seguira:
Teorema di Binet. Siano A, B matrici quadrate di ordine n. Allora

det(A - B) = det(A) - det(B).

2.6 Trasposta di una matrice, matrici invertibili e
matrici simili.

Sia A una matrice con m righe e n colonne, A € M,,,(R). Diciamo matrice trasposta
di A, e la indichiamo AT, quella matrice con n righe e m colonne, AT € M,,,(R), tale
da avere come righe e come colonne, rispettivamente le colonne e le righe di A. In altre
parole, se a;; é I'elemento di A che occupa il posto di riga 7 e colonna j, esso sard anche
elemento di AT, ma occuperé il posto di riga j e colonna i.

—1
2 allora AT =

W = N
NN O

11
Esempio. Sia A= | 0 2
1 3

O N = =
NN =N O
— N W W

—1

Una matrice A quadrata é detta simmetrica se A = A”. Inoltre, per ogni matrice
quadrata A si ha che det(A) = det(AT).

Diciamo matrice aggiunta della matrice A, e la indichiamo Agg(A), quella matrice che
abbia come elemento di posto (i, j), il complemento algebrico dell’elemento di A di posto

(7,4)-

1 21 1 30 1 -1 -1
Esempio. SiaA=|3 1 0 |. AlloradT={2 1 1 |eAgg(A)=| -3 1 3
011 1 01 3 -1 =5
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Diremo che una matrice A, quadrata di ordine n, é invertibile se esiste una matrice
quadrata B di ordine n tale che A- B = I, dove I é la matrice identica di ordine n, avente
1 su tutta la diagonale principale e zero in ogni altra posizione. Per esempio:

2 0 —1
A= |7 3 3 | éinvertibile, infatti esiste
13 4
[ -2 1 -1 100
B=| % -3 1 |talecheA-B=|0 1 0
—6 2 =2 00 1

Le matrici quadrate invertibili sono tutte e sole quelle non singolari. Inoltre, sia A
invertibile tale che A - B = I. Grazie al teorema di Binet otteniamo

1 =det(I) =det(A- B) = det(A) - det(B)

da cui det(B) = det(A)~!. La matrice B é detta inversa della matrice A, indicata anche
con B= A1,

Una matrice quadrata A é detta ortogonale se AT = A~1. cié vuol dire che
1 =det(I) = det(A- A™") = det(A- AT) = det(A) - det(AT) = det(A)*.

Quindi condizione necessaria (ma non sufficiente) affinché una matrice sia ortogonale é
che il suo determinanate sia pari a +1 oppure —1.

cos(p)  sen(p)

Esempio. La matrice A = —sen(yp) cos(y)

é ortogonale.

Proprieta. Siano A, B matrici quadrate di ordine n. Valgono le seguenti:
1) (A-B)T = BT . AT;
2) (A-B)™' = (B)™!. (A)™}, nel caso entrambe A e B siano non singolari.

Calcolo dell’inversa. Sia A una matrice quadrata non singolare di ordine n. Per
ottenere l'inversa di A si costruisca dapprima la matrice aggiunta di A. Quindi si di-
vida ciascun elemento dell’aggiunta per il determinante di A. La matrice ottenuta é
esattamente A~

110
Esempio. Sia A= | 2 0 1 |. Poiché det(A) = —2, essa ¢é invertibile. Si ha che
1 11
1 21 -1 -1 1
A'=11 0 1|, Agg(A)=|-1 1 -1
011 2 0 =2
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Quindi
A R
A1 — Agg(A) _ i _21 ;2
- —9 - 2 2 2
-1 0 1
ed infatti
110 5 3 —3 100
A-A7=1201 5 s 3 |=]010
111 -1 0 1 001

Relazione di Similitudine. Diciamo che due matrici quadrate A, B, entrambe di
ordine n, sono simili se esiste una matrice M quadrata di ordine n, non singolare, tale
che A= M~1.B-M. Sinoti che valgono le seguenti:

1) Ogni matrice quadrata A é simile a se stessa, infatti

A=T"A-I=T-A-1I
2) Se la matrice A é simile alla B allora B é simile ad A, infatti
A=M"'B-M=B=(M"H"1 A (M.
3) Se A é simile a B e B ¢ simile a C, allora A é simile a C, infatti
A=M"'B-M e B=N"'C-N

implica

A=(N-M)"t.C-(N-M).
Quindi la relazione di similitudine tra matrici soddisfa le proprietd riflessiva (1), simmet-
rica (2) e transitiva (3), ed é una relazione di equivalenza.

L’insieme della matrici quadrate di ordine n ¢é allora suddiviso in classi di equivalenza,
nel senso che tutte le matrici tra loro simili costituiscono un’unica classe, avente come
rappresentante una qualsiasi delle matrici che ne fanno parte. Inoltre due distinte classi
di equivalena non possono aver alcuna matrice in comune.

Le proprieta piu rilevanti sono le seguenti:

i) Le matrici tra loro simili hanno lo stesso determinante.

ii) Le matrici tra loro simili hanno lo stesso rango.

2.7 Esercizi.

Esercizio 2.7.1 Determinare i ranghi delle sequenti matrici:

2 10 210
311;311;[
1 01

2110].[2110]
-10 1

3210|4220
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Esercizio 2.7.2 Ridurre le sequenti matrici nella loro forma a gradini:

1120 -1 2 1 3 1 1 2 112 0 -1
0212 2 (:/01 2 |;|]2 2 4/:{092 -5 5 |;
1332 1 0 3 —1 —1 -1 -2 040 8 7

o O W
o O =
O J =

Esercizio 2.7.3 Determinare se le sequenti matrici sono ortogonali:

L0 cos(a)  sen(a)
0 -1 1 —sen(a) cos(a) |’
0 0 1 sen

Esercizio 2.7.4 Calcolare 'inversa della sequente matrice:
110
2 01 ¢;
111

Esercizio 2.7.5 Determinare una matrice triangolare superiore equivalente per righe alla

matrice
1

11
1 0 -1
01 1

Esercizio 2.7.6 Determinare una matrice triangolare superiore equivalente per righe alla
matrice

1 1 2 2
2 1 10
-1 -1 11
2 2 31

Esercizio 2.7.7 Calcolare il determinante della matrice

1 -1 2 3
10 1 2
3 -1 -1 =2
0 1 1 2

Esercizio 2.7.8 Determinare i ranghi delle sequenti matrici:

1 1 1 2 3 0 1 =3 -1 10

1 2 —1 0 1 2 11
12 -1 0(:;l 1 2 -1 0 |;

l013]301 90 0 1 2 -6 1 00

1 3 1 20

[anRNGL BN V)
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Esercizio 2.7.9 Determinare il rango delle sequenti matrici, al variare del parametro k:

kK —1 2 k1 1 1 -1
k=2 11];/1 0 11];10 &k |;
3 1 0 2 k0 1 1

Esercizio 2.7.10 Determinare, se esistono, le matrici inverse delle sequenti:

1 0 -1 2 1 0
[; [1)]7 Oo1 0 |;]1 —1 1 [;
00 1 1 2 -1

Esercizio 2.7.11 Per quali valori del parametro reale k, le sequenti matrici sono invert-
ibali:

1 0 -1 ko k1
k1 k [;1 2 0 01];
1 2 1 -1 -1 k

Scegliere un valore di k per cui una di esse € invertibile e determinarne ['inversa.



Capitolo 3

I sistemi lineari.

3.1 Introduzione.

Una equazione del tipo aixy1 + asxs + azrs + ... + a,x, = b, con ay, ..,a,,b € R, si dice
lineare; x1, .., x, sono le incognite, b é il termine noto, ag, .., a, sono i coefficienti delle
incognite. Risolvere una equazione lineare vuol dire determinare una n-upla di valori in
R, (¢1,..,¢n), da attribuire alle incognite x1, .., z,, tali che ayc; + asea + ... + apc, = b. Un
sistema lineare di m equazioni in n incognite sul campo R é un insieme di m equazioni
lineari nelle stesse incognite x1, .., x,, cioé

a1 -+ 199 + ...+ A1 Ty — b1
ao171 + G99%2 + ... + Q2% = bo

Am1T1 + QaXa + ... + Ty = b,

Una soluzione di un tale sistema é una n-upla di valori reali (cy, .., ¢,) da attribuire alle
incognite x1, .., x,, tali che essi verifichino ciascuna delle m equazioni, cioé:

a1y + a192C2 + ...+ A1pnCp — b1
a1C1 + A2C2 + ... + GopCp = by

Am1C1 + @maCa + ... + ApnCr, = b

Se consideriamo le seguenti matrici:

T by
a1 12 Q1 b
a a a T2 2
21 22 ... 2
A= X = B =
Ami Qs ... @

24
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allora il sistema lineare si pué riscrivere in forma compatta nel modo seguente:

A-X=B8B.
a1 a12 A1p b1
Chiameremo A matrice incompleta e C' = G Gp o Gan by matrice completa
Ami Qma oo Qmn  bm

del sistema lineare.

Siano A e C' le matrici associate ad un sistema lineare. Supponiamo che la matrice C'
non sia ridotta per righe. Dopo aver effettuato la riduzione della matrice C, indichiamo
con A" e C' le matrici trasformate e ridotte. Ad esse viene associato ancora un sistema
lineare A" - X = B’. Vale il seguente:

Teorema 3.1.1 Le soluzioni di un sistema lineare A - X = B sono le stesse di ciascun
sistema lineare A" - X = B’ ottenuto da esso attraverso operazioni elementari effettuete
sulle righe delle matrici caratteristiche del sistema. Tali sistemi sono detti equivalenti.

Esempio 3.1.1

Sia dato il sistema lineare
T+ To+ T3 = 3
T+ 19 — T3 = 2.
Ty — To + T3 = 2

Le matrici associate sono

1 1 1 1 1 1 3
A=|1 1 —-1|,c=]1 1 -1 2
1 -1 1 1 -1 1 2
Riduciamo la matrice C:
1 1 1 3
R3—>R3—|—R2, C,: 1 1 -1 2
0 0 4

11
R2—>R2_R1, C,: 00 -2 -1
2 0
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Il sistema associato a questa matrice é

171+ZL‘Q+173:3

—2373 =-1
2$1 =4
la cui soluzione é (x; = 2,9 = %, T3 = %) Poiché il sistema trasformato é equivalente a

quello di partenza, quest’ultima é anche soluzione del primo sistema.

Ma non tutti i sistemi lineari hanno necessariamente una soluzione, per esempio basti
pensare al seguente:
T+ To = 2
21‘1 + 21’2 = 1 '

Diremo compatibili i sistemi lineari che ammettono soluzione ed incompatibili quelli che
non ne ammettono alcuna. Parallelamente, non é detto che se un sistema lineare ha una
soluzione, esso abbia solo quella, eccone un esempio:

T1+ 2o+ a3 =2
2$1+2$2+2$3:4
131—.732:0

che ammette come soluzioni le infinite terne (o, o, 2 — 2, per ogni o € R.
Diremo indeterminati i sistemi lineari che ammettono infinite soluzioni.

Teorema 3.1.2 (di Rouché-Capelli) Sia A-X = B un sistema lineare di m equazioni
in n incognite, con matrici associate A € My, (R), C € M1 (R). Esso é compatibile
se e solo se il rango della matrice incompleta A € uguale al rango della matrice completa
C. Inoltre se il sistema € compatibile, detto r il rango delle matrici, le soluzioni sono in
numero di oo™ .

Esempio 3.1.2 Sia dato il sistema

T+ xo+x3=1
2$1—2$2+21‘3:O .
1'1—273:1

1 1 -1

La matrice incompleta ¢ A = | 1 —1 2 che ha rango 3. Owviamente anche la
1 0 -1

matrice completa avrd rango 3. Il sistema é compatibile ed ammette 00> 3 = oo = 1

soluzione.
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Esempio 3.1.3 Sia dato il sistema

l’1+l’2—$3+l’4:0
3$1+$2—ZE3:1
2%1-1’4:1

11 -1 1
La matrice incompleta ¢ A=|13 1 —1 0 che ha rango 2. La matrice completa €
20 0 -1
11 -1 1 0
C=131 —1 0 1| che ha ancora rango 2. Il sistema € compatibile ed ammette
20 0 —-11
0072 = 00? soluzioni. Il rango 2 ci € dato dalle prime due righe, le terza é combinazione
lineare di esse. Allora un sistema equivalente a quello dato € quello associato alla sequente
11 -1 10
matrice: C' =13 1 —1 0 1 | e siscrive
00 0 00
T)+ Ty =23 — X4
{ 3[E1+CL’2:1+[E3 '
Dalla prima otteniamo x1 = —x9 + x3 — x4 e sostituendo nella seconda:

—3x9+3x3 — 34+ a0 =14+23 cioé —2x5=1—2x3+ 324

1 — 21‘3 + 3.’L’4
Tg=—= ———
2
ed ancora sostituendo il valore di x5 nella espressione di xq:
1—2x3 4+ 34
r=——"76—0———— 4T3 — I4.
2
Allora la generica soluzione del sistema lineare €
1 1 1 3
$1:§+§ﬂ .1'2:—54‘05—56 I3 = Q .1'425

per ogni valore reale dei parametri o e (3.

Esempio 3.1.4 Sia dato il sistema

ZL’1—|—I2—ZL‘3:2
ZL‘1+2ZL‘2—I3:0
2331+3.T2—25L‘3:1
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11 -1
La matrice incompleta é A = | 1 2 —1 | che ha rango 2. La matrice completa é
2 3 =2
11 -1 2
C=|1 2 —=1 0| che ha rango 3. Il sistema € incompatibile.
2 3 -2 1

3.2 Sistemi omogenei.

Sia A € M,,,(R), matrice con m righe e n colonne. Il sistema lineare A - X = B ¢é detto

0
0
omogeneo se B = 0 cioé se B = | ... | ¢ il vettore nullo di m componenti. Tali sistemi
0
hanno sempre la soluzione banale, (z; = 0,..,x, = 0). Poiché in tale caso la matrice
completa e quella incompleta hanno sempre lo stesso rango, la soluzione banale é anche

I'unica soluzione se e solo se il rango della matrice A é pari al numero n di incognite. Al
contrario, se il rango di A é r < n allora le soluzioni sono in numero di co™™".

Esempio 3.2.1 Sia dato il sistema

2$1+2I2+3I3:0 .
3l’1+$2+2l‘3:0

{ xr1+ X9 + 25173 =0
1

2 che ha rango 3. Allora vi é la sola soluzione
3

O W N

1
La matrice associata ¢ A = 2
1

banale.

Esempio 3.2.2 Sia dato il sistema

T1+x9+203+24=0
2I1+22L’2—|—3l’3+2l‘4:0 .
I1+ZL‘2+I3+ZE4:0

La matrice associata é A = che ha rango 2. Allora vi sono 00? soluzioni.

N
N

2
3
1

N

1l rango € 2 poiché 'ultima riga € combinazione lineare delle precedenti due. Quindi
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un sistema equivalente al precedente é quello che ha come matrice associata la sequente:

11 21
A =12 2 3 2 |. Tale sistema si scrive:
00 0O
T, 4 203 = —x9 — T4
2x1 + 3x3 = —2x9 — 214
Dalla prima otteniamo x1 = —x9 — 2x3 — x4. Sostituendo nella seconda otteniamo

—2xy — 4x3 — 224 + 313 = =219 — 224  cioé x3 =0.
Un generica soluzione del sistema € allora
rn=—a—0 zs=a x3=0 x4=0
al variare det parametri o e 3 in R.
Caso particolare é quello in cui » = n — 1. Quando si verifica cid, le soluzioni non

banali del sistema lineare omogeneo sono date dalle n-uple proporzionali ai complementi
algebrici di ordine n — 1 della matrice A.

Esempio 3.2.3 Sia dato il sistema

21’1+33§'2—l’3+ﬂ34:0
.Tl—I2+$3:0
3[)31—2£L‘3+ZI?4ZO

21‘2 + 2$3 = 0
2 3 —-11
: . , 1 -1 1 0 . ‘
La matrice associata é A = 3 0 -9 1 che ha rango 3. In particolare il ran-
0 2 2 0

go € dato dalle prime tre righe della matrice, quindi le oot soluzioni del sistema sono
proporzionali ai complementi algebrici degli elementi ayy = 0,a40 = 2,a43 = 2,a44 = 0,
cio€
3 -1 1 2 -1 1 2 3 1 2 3 -1
all-1 1 0},]1 1 Of,/1 -1 0],]1 =1 1
0 -2 1 3 -2 1 3 0 1 3 0 =2

al vartare di o parametro reale.
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3.3 Metodo di Cramer per la risoluzione di un sis-
tema lineare.

Supponiamo di aver un sistema al quale venga associata un matrice incompleta A quadrata
di ordine n e non singolare:

T by
a1 ai2 ... Qip b
a a a T2 2
21 22 e 2
A= "l X=| .. |,B=
Ap1 Qp2 ... a
n n nn T, bn

Il sistema sia A - X = B.
Sappiamo dal teorema di Rouché-Capelli che in tal caso il sistema ammette un’unica
soluzione. Essa pud essere determinata nel modo seguente:

A-X=B—-A1' A X=A'"B-X=A"1B

da cui
(A11by + Agrby + ... 4+ Aniby,) = o
z1 = (Ap1by AT T Gt (A)  det(A)
1 AV
Ty = (A12by + Agoby + ... + Apaby) det(A) det(A)
1 Az

A,
det(A)  det(A)
dove A;; ¢ il complemento algebrico dell’elemento a,; € A.

In sostanza, il termine al numeratore Ay = (Ay1b1+Ag1bo+...+ A1 b,,) € 1l determinante
della matrice

Tp = (Alnbl + A2nb2 + ...+ Annbn)

b1 a2 ... Qip
bg a22 ... QAon
b, Qna ... Gnn

ottenuta scambiando la prima colonna di A con la colonna dei termini noti.
In generale, il termine A; = (Ay;b1 + Agiba + ... + Ayiby) € il determinante della matrice
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ai; a1 ... bl o Qip

aig2 Qo2 ... bg o Qop
b;

A1y QAp2 ... bn eer Qpp

ottenuta scambiando la colonna 7 di A con la colonna dei termini noti.

Supponiamo ora che la matrice A incompleta non sia quadrata e che il sistema sia
compatibile, diciamo r il rango del sistema. Consideriamo A’ la matrice di ordine r che
fornisce il rango al sistema, essa é ovviamente quadrata e non singolare.

Il sistema relativo alla matrice A’

aj xry + aeZe + ... + a1, = b1 — A1(r4+1)Tr41 = - — A1y
a91%1 + A99%o + ... + Q9,2 = by — A2(r41)Lr41 — .o — A2pTy
Ar1 T + ATy + .o+ Ay = by — Ap(r41)Lr41 — +-o = Appdn

é equivalente a quello di partenza, inoltre é risolvibile col metodo di Cramer. Le soluzioni
(21, .., x,) saranno date in funzione dei parametri reali z, 1, .., Z,.

Esempio 3.3.1 Ripetiamo un esempio precedentemente esposto, ma applichiamo ora il
metodo di Cramer. Sia dato il sistema

$1+$2+2$3+$4:O
2$1+2$2+3ZE3+2[E4:0 .
T1+ Ty +x3+24=0

11 21
La matrice associata é A= | 2 2 3 2 | che ha rango 2. Allora vi sono 0o? soluzioni.
1 111

Il rango € 2 poiché l'ultima riga € combinazione lineare delle precedenti due. Quindi

un sistema equivalente al precedente é quello che ha come matrice associata la sequente:
11 21
Al=12 2 3 2 |. Tale sistema si scrive:
0000
T+ 203 = —T9g — T4
221 + 3x3 = —2x9 — 274

Applichiamo ora il metodo di Cramer. La matrice incompleta del nuovo sistema é A" =

[; g], con det(A") = —1. Le variabili x4,x4 diventano parametri reali, ai quali
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possiamo attribuire un qualsiasi valore in K. Calcoliamo

—X9o — X4 2

Al_| —21'2—21’4 3|:$2+ZL’4
. 1 —T9 — Ty .
= ‘2 —2x9 — 224 =0
e quindi
Al AS 0
T1]=—=—T9g— Xy T3=— =
1= 2 4 3=

con xo e x4y parametri reali liberi.

3.4 Metodo di eliminazione di Gauss.

Concludiamo ora facendo vedere come un qualsiasi sistema compatibile si possa risolvere
utilizzando le operazioni elementari sulle righe della matrice completa, associata ad esso,
per riportarla in forma ridotta.

Siano A € M,,,(R), B € M,,1(R), rispettivamente la matrice incompleta e la colonna
dei termini noti del sistema. Al solito indichiamo con C' = [A|B] la matrice completa del
sistema.

Se operiamo sulle righe della matrice C, riportandola nella forma ridotta C’, auto-
maticamente avremo ridotto anche la matrice A nella forma A’. Il sistema associato alle
matrici A" e C’ é equivalente a quello iniziale, ma viene espresso in una forma ridotta,
quindi pita facilmente risolvibile, con il metodo della sostituzione.

Esempio 3.4.1

Sia dato il sistema
ZE1+2ZE2—JZ3+$4:8
$1+3$2—5I3—$4:9
2&71—|—41'2—4£L‘3+$4 =16 °
41 + 1029 — 923 + 24 = 33

La matrice completa associata é

1 2 -1 1 8
1 3 -5 -1 9
¢= 2 4 —4 1 16
4 10 =9 1 33
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Cominciamo con le operazioni elementari sulle righe per rendere speciale I’elemento di
posto (1,1):
1 2 -1 1 8

1 _3 _3
Ro— Ra-ih, |01 =3 =% 1

2 4 —4 1 16

4 10 =9 1 33

1 2 -1 1 8

1 0 1 -3 =32 1
R3—>R3—*R4 C/: 2

2 0 -1y

4 10 -9 1 33

1 2 -1 1 8

_a2 _3

Ry— Ry—4R, C'= 8_11 13 12 _11

2 2

Passiamo ora a determinare un elemento speciale sulla seconda riga, e come in precedenza,
scegliamo ’elemento sulla diagonale principale (quello di posto (2,2)):

12 -1 1 8
_3 _3
Rs — Ry + Ry, Ry — Ry — 2R,, C'= ol ? 2 }
00 —5 -1 3
00 1 0 -1
Infine passiamo alla terza riga:
12 -1 1 8
2 01 -3 =2 1
meme i o= |0 T T
00 0 -2 -3

La matrice é ora ridotta. Si noti che tanto il rango della incompleta che della completa é
4, quindi il sistema é compatibile ed ammette una sola soluzione. Inoltre il sistema é ora
riscrivibile come segue:

T —|—2£L‘2 —x3 +2y =38
3rs  —3x3 —%3134 =1
—gl'g —T4 = %
S
Dall’ultima equazione si ha xz; = 2. Sostituendo nella terza otteniamo z3 = —1, e

continuando a sostituire nelle prime due, x5 = 1, x; = 3.
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Esempio 3.4.2

Sia dato il sistema
201 —x9+ Trs =1

35171 — 31’2 + 10173 =0.
4x1 —dbxo + 1323 =17

2 -1 7 1
La matrice completa associata ¢ C' = | 3 —3 10 0 |. Cominciamo con la prima riga:
4 -5 13 7
3 2 -1 7 1
R2—>R2—§R1 C,: 0 —g —% —%
4 -5 13 7
2 -1 7 1
R3—>R3—2R1 C/: 0 —% —% —%
0 -3 -1 5
2 -1 7 1
Rg — Rg - 2R2 Cl = 0 —% —% —%
0 0 0 2

La matrice é ora ridotta. Si noti che il rango della incompleta é 2, mentre quello della
matrice completa é 3. Pertanto il sistema é incompatibile.

Esempio 3.4.3

Sia dato il sistema
1 — 229 + 3x3 —4xy =4

T — X9+ 2x3— 314 =1

—X1 —(L’g+$3+3$4 =—1
1 -2 3 —4 4
La matrice completa associata é C=1| 1 -1 2 -3 1

-1 -1 1 3 -1
1 -2 3 —4 4
R2—>R2—R1 C,: 0 1 -1 1 -3
-1 -1 1 3 -1
1 -2 3 -4 4

R3—>R3+R1 C/: 0 1 —1 1 -3
0 -3 4 -1 3
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1 -2 3 -4 4
R3—>R3+3R2 C/: 0 1 -1 1 -3
0o 0 1 2 —6

La matrice é ora ridotta. Si noti che tanto il rango della incompleta che della completa
¢ 3, quindi il sistema é compatibile ed ammette co! soluzioni. Inoltre il sistema ¢ ora
riscrivibile come segue:

T —2x9 +3r3 —4dxy =4

To —x3 +24 =—-3.
T3 +2I4 =—0
Dall’ultima equazione si ha
T3 = —2x4 — 0.

Sostituendo nella seconda otteniamo
To=T3—Ty—3=—-2x4—6—24—3=—-324—9
ed infine dalla prima equazione:
1 =44 229 — 323 + 4wy = 4+ 4du4.
Quindi le soluzioni sono date dalle quaterne
(4+ 40, -9 — 3a, —6 — 2, @)

al variare del parametro o in R.

3.5 Esercizi.

Determinare, quando possibile, le soluzioni dei seguenti sistemi lineari:

Esercizio 3.5.1
20 +y—2=1

r+2z2=0
rT+2y—2=2

Esercizio 3.5.2
20 4+y—2=1

r+2z=0
r+y=1
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Esercizio 3.5.3
20 4+y—2=1

r+y=1
5r+2y—2=5

Esercizio 3.5.4
$1+$2—2I3+5L‘4: 1

200 + 19+ T3+ 14 = 2
T+ 200 — x4 =7

Esercizio 3.5.5
r+y+ztt=0

dy+3t =5
20 + 5t =14
—3z—-2t=1

Esercizio 3.5.6
25171 + 31}2 — T3+ 4:174 =12

3x1 + 13 + 223 — 6y = —6
Xr1 — 4%2 — T3 — 4ZE4 = —12
Esercizio 3.5.7
20 =3y — 4z =0
r4+4y —22=0

Esercizio 3.5.8

dr+y—2=0
r+3y+z2z=0
r+y=20

Utilizzare il metodo di Gauss per determinare, quando possibile, le soluzioni dei
seguenti sistemi lineari:

Esercizio 3.5.9
r+2y—z4+w=2_,8
r+3y—952—-—w=9
20+ 4y —4z4+w =16
4dr+ 10y — 92z +w = 33

Esercizio 3.5.10
20 —y+T7z=1

3z —3y+102 =0
dr —dy+ 132 =7
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Esercizio 3.5.11
r—2y+3z—4w =4
r—y+2z—-3w=1
—r—y+z+3w=-1

Esercizio 3.5.12
r+2y+3z2=1

4o + 5y + 62 = 2
Tr+8y+9z2=3

Esercizio 3.5.13
rT—y+32=0
—3r—y—T2=4
o + 2y 4+ 9z = —10
20 +y+2z=—6

Esercizio 3.5.14
rT+2y—z4+50=7
20 — 4y — 2z — 2w = —1
or —6y —3z+w=0

Determinare, al variare del parametro k nei reali, quante soluzioni possiedono i seguenti
sistemi lineari:

Esercizio 3.5.15
r+2y+3z=k+1

4o + 5y + 62 =k
Tx+8y+92=k+1

Esercizio 3.5.16

or —3y =1
2r+y="7
8z + 3y = k?

Esercizio 3.5.17
T+2y—z=-1
kr+2z=1
—zrz+3z=1

Esercizio 3.5.18
kr+3y+z2=k+4

dkx +y+ 22 =2k +2
kx+kz=Fk—1
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Esercizio 3.5.19
2kx+3y—z2=4—-k

dkx +y + 2z =2k
(k—1)y=2

Esercizio 3.5.20
r—2z=3
(k+2)y+2z=-1
r+(k—1)z=5
(k+4)z=k

Determinare i valori reali del parametro k per i quali i seguenti sistemi lineari omogenei
ammettono soluzioni non banali:

Esercizio 3.5.21
20+ ky—2=0

r+y—32=0
kx —2y+22z=0

Esercizio 3.5.22
kr —y+32=0

r+y—kz=0
20 +2y+kz=0
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3.6 Gli spazi vettoriali.

Siano R il campo dei numeri reali e V' un insieme non vuoto in cui sono definite le seguenti
operazioni:

+ . VxV =V
RxV =V

Diremo che (V, 4+, ) é uno spazio vettoriale sul campo dei reali se valgono le seguenti:
1) (V,+) é un gruppo commutativo, cioé
i) (v1 +v2) +v3 = vy + (v2 + v3), per ogni vy, v, v3 € V;
ii) esiste e € V tale che v+ e =e+v =, per ogniv € V;
iii) per ogni v € V| esiste w € V, tale che v+ w = w + v = ¢;
iv) per ogni vy, vy € V, v1 + 09 = vy + v3.

2) (a+b)v = av + bv, per ogni a,b € R, v € V.

3) a(v1 + vo) = avy + ave, per ogni a € R, vy, vy € V.

4) a(bv) = (ab)v = (ba)v = b(av), per ogni a,b € R, v € V.

5) 1lp - v =wv, per ogni v € V.

Chiameremo vettori gli elementi di uno spazio vettoriale e scalari gli elementi del
campo R.

Esempio 3.6.1 L’insieme delle matrici M,,,(R) é uno spazio vettoriale su R, rispetto
alle operazioni di somma tra matrici e prodotto per uno scalare.

Esempio 3.6.2 L’insieme dei vettori geometrici in R (o in R?) é uno spazio vettoriale
su R, rispetto alle operazioni di somma tra vettori e prodotto per uno scalare.

Esempio 3.6.3 R ¢ uno spazio vettoriale su se stesso.
Esempio 3.6.4 L’insieme dei polinomi di grado minore o uguale ad un fissato n,
RIX] = {ag + 17 + ag2® + azz® + ... + a, 2™ ay,...,a, € N}

a coefficienti reali, € uno spazio vettoriale su R, rispetto alle operazioni di somma tra
polinomi e di prodotto di un polinomio per uno scalare.

Esempio 3.6.5 Sia
R = {(x1, 29, ..,2,), [T1,%2,23,..,2, € R}.
Definiamo le sequenti operazioni
(@1, @) + (Y15, Yn) = (@1 + Y1, -, T + Yn)
axy, .., x,) = (axy, .., ax,).

Allora R™ é uno spazio vettoriale sul campo dei reali. Ogni vettore € una n-upla del tipo
(1}1, N .ﬁIZ‘n) .
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Sia W C V, sottoinsieme dello spazio vettoriale V. Diremo che W é un sottospazio
vettoriale di V', se é uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni definite in V', sul medes-
imo campo dei reali. Da tale definizione deriva che, condizione necessaria e sufficiente
affinché W sia sottospazio di V' é che valgano le due seguenti :

wy +wy €W
aw € W

per ogni a € R, w,wy,ws € W, e queste si possono compattare nell'unica condizione
awy, +bwy € W

per ogni a,b € R, wy,wy € W.

Esempio 3.6.6 W = {[ g ‘g ] x,y € R} € un sottospazio dello spazio vettoriale delle
matrici quadrate di ordine 2 su R, My(R).

Esempio 3.6.7 W = {(x,0,z) x,2 € R} € un sottospazio vettoriale di R>.

Esempio 3.6.8 R ¢ un sottospazio banale di se stesso.

Esempio 3.6.9 W = {ag + 12" + apz® + ... + apx™, ag,..,a, € R}, insieme dei

polinomi div grado minore o uguale a m, con m < n, € sottospazio vettoriale di V =

{ag + a12' + as2® + ... + a,a", ao,..,a, € N}.

3.7 Intersezione, unione e somma di sottospazi.

Siano U, W sottospazi dello spazio vettoriale V. Consideriamo l'intersezione di U e W
UNnW={veV: velU e veW}

esso é ancora un sottospazio di V.

Esempio 3.7.1 SianoU = {(z,y,0), x,y € R} eW ={(z,0,z), =x,z € R} sottospazi

di $3. Allora un generico vettore che appartenga ad entrambi é dato dalle componenti

(2,0,0), quindi scriveremo

UnwW={veV: v=(x,00), =R}
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Esempio 3.7.2 Siano U = {(z,y,0), z,y € R} e W ={(z,x,x), x € R} sottospazi
di R3. Allora l'unico vettore che appartenga ad entrambi é dato dalle componenti (0,0, 0),
quindi scriveremo

UNW ={(0,0,0)}.
Al contrario definiamo 'unione di dei due sottospazi U e W
UUW={veV: wvelU oppure veW}

non ¢ detto che tale unione sia un sottospazio di V', e per dimostrarlo portiamo il seguente
controesempio: consideriamo

U={(z,0), zeR}
W={0y), e}
sottospazi di R?. Consideriamo il vettore (1,0) € U ed il vettore (0,1) € W, ovviamente

entrambi appartengono a U U W ma

(1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ UUW.

Definiamo ora il seguente sottoinsieme dello spazio vettoriale V:
U+W={veV: v=u+w, uvelU e weW}

Esso é un sottospazio di V', detto somma di U e W, piti precisamente é il piu piccolo
sottospazio di V' contenente U U W.
Diremo che U + W ¢ somma diretta se U N W = {0}, il solo vettore nullo.

Esempio 3.7.3 Siano U = {(z,y,0), x,y € R} eW ={(z,0,2), =x,z € R} sottospazi
di ®3. Allora
U+W ={(,y,2), w,y,2€R} =R

inoltre UNW = {(2,0,0)}, quindi la somma non € diretta.
Esempio 3.7.4 Siano U = {(x,y,0), =,y € R} e W ={(z,2,2), 2z € R} sottospazi

di %3. Allora
U+W={(z+2y+22), zyzcRl=%x

inoltre U N W = {(0,0,0)}, quindi la somma € diretta.
Esempio 3.7.5 Siano U = {(2,0,2), z,ze€ R} e W ={(y,0,y), y € R} sottospazi

di R, Allora
U4+W={(z+y,0,y+2), =zyz€cR}

inoltre U NW = {(x,0,x)}, quindi la somma non € diretta.
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Proposizione 3.7.1 Siano U e W sottospazi vettoriali dello spazio V. La loro somma €
diretta se e solo se ogni vettore di essa si pud esprimere in modo unico come somma di
un vettore di U e di uno di W.

Ricordiamo che una combinazione lineare di vettori {vy, .., v,} di V é una scrittura del
tipo
a1v1 + agvy + ... + a, v,
per qualsiasi aq, .., a, scalari in R.
Sia S C V, un sottoinsieme dello spazio V. Definiamo Span(S) =< S >, e lo
chiamiamo sottospazio generato da S, il sottospazio di V' composto da tutte le possibili
combinazioni lineari di vettori di S e scalari in .

Esempio 3.7.6 Sia V = R, S = {(1,0,0),(0,1,0)}. Allora Span(S) =< S >=
{(z,y,0), z,yeR}

Definizione. Siano v, ..,v, vettori in V. Diremo che vy,..,v, sono linearmente
dipendenti se esistono ay, ..,a, € R, non tutti nulli tali che a;v; + asvs + .. + a,v, = 0.

Al contrario sono detti linearmente indipendenti se a;vy + asvs + .. + a,v,, = 0 implica
cheay =as=...=a, =0.

Esempio 3.7.7 v; = (=1,2,3), vy = (0,—1,0), v3 = (1,0,1) vettori di R* sono linear-
mente indipendenti.

Esempio 3.7.8 v; = (1,2,1,0), v, = (1,—1,0,1), v3 = (—1,2,—1,0), vg = (—1,1,0,—1),
vs = (1,1,0,1) vettori di R* sono linearmente dipendenti.

Esempio 3.7.9 v; = (1,2,0), vy = (0,1,a), vs = (1,a, —1) vettori di R3, con a parametro
reale, sono indipendenti per a # 1 e sono dipendenti per a = 1.

3.8 Basi e dimensione di uno spazio vettoriale.

Sia V' uno spazio vettoriale su . Un insieme B di vettori é detta base di V se:

1) i vettori di B sono linearmente indipendenti;
2) Span(B) =V.

Esempio 3.8.1 Se V =R, allora per ogni a € R, B = {a}.
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r1 X2
T3 Ty

s=tlg o]0 o]-[1 0] 0 V)

Esempio 3.8.3 Sia V = R3, allora una base € data da

Esempio 3.8.2 Sia V = {[
data da

] . X1,T9,x3,x4 € N}, Allora una base per V €

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
Esempio 3.8.4 Sia
V = R[X] = {ao + a17 + ag2® + az2z® + ... + a,2™  ag, ..., a, € R}

allora una base € data da
B={l,z,2% 2% . 2"}

Teorema 3.8.1 Sia V' uno spazio vettoriale e B = {ey, e, ..,e,} una sua base. Siano

V1, U, .., Uy T vettori linearmente indipendenti di V', conr < n. Allora esistono n—r vettori
. . S ;o L

€j1» €jas -3 €4, di B tali che l'insieme B’ = {v1,vq, .., 0y, €, €jy, .., €5, } costituisca una

base per V.

Teorema 3.8.2 Due distinte basi di uno spazio vettoriale contengono lo stesso numero
di elements.

Definiamo dimensione di uno spazio vettoriale V', e la indichiamo con dim(V), il
numero di elementi di una qualsiasi base di V.
Esempio 3.8.5

Sia
W:{($1,x2,x3,x4)€§]%4 (’El—x4:0’x2+$320}.

11 generico vettore di W é (x1, x2, —22, x1), quindi

dim(W)=2 e W =< (1,0,0,1),(0,1,—1,0) > .

Esempio 3.8.6
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Sia
W= {($17x2,l’3,[[‘4) 6%4 l’4—$2+1’[}320}'

I1 generico vettore di W é (xy, x9, x3, x9 — x3), quindi

dim(W)=3 e W =< (1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,—1) > .

Supponiamo ora che lo spazio vettoriale V' abbia dimensione n, indichiamo con B =
{e1,..,e,} una sua base. Diciamo componenti di un vettore v € V rispetto alla base B,
gli scalari aq, .., a, tali che v =a,e; + ases + .. + aye,.

Esempio 3.8.7 Sia V = R? e consideriamo due distinte basi di V :
By = {(17 0)7 (07 1>}

By ={(1,-2),(4,1)}.
Sia v € V un vettore che abbia componenti (0,—1) rispetto alla base By, cioé v =
(0)(1,0) 4+ (—=1)(0,1) = (0,—1). Calcoliamo le sue componenti (ay,as) rispetto alla base
BQ.’
V= @1(17 _2) + CZ2(4, 1)
ci0é
(0, —1) = (a1 + 4ag, —2a1 + as)

3.9 Formula di Grassmann.

Siano A, B sottospazi vettoriali dello spazio V. Vogliamo considerare ora la relazione
che intercorre tra le dimensioni di A, B, A+ B e AN B. Vale la seguente (formula di
Grassmann):

Proposizione 3.9.1 dim(A+ B) = dim(A) + dim(B) — dim(AN B).

Si noti che nel caso A+ B sia una somma diretta, la formula di Grassmann si riduce al pit
semplice caso dim(A+B) = dim(A)+dim(B), poiché ANB = {0}, quindi dim(ANB) =0
(in tale caso si indica A+ B = A& B).

Proposizione 3.9.2 Siano A e B sottospazi vettoriali dello spazio V', e siano Cy e Cp
rispettivamente una base di A ed una di B. Allora l'unione dei vettori delle due basi, cioé
C4 UCp, costituisce un insieme di generatori per il sottospazio A + B. Inoltre i vettor:
di C4UCpg che sono tra loro linearmente indipendenti costituiscono una base per A+ B.
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Esempio 3.9.1 Siano V = R4,
A={(z,y,2,t) eR*, y=0,22—t=0}

B={(z,y,2,t) €N, z—-t=0,y+2=0}

e calcoliamo dim(A + B).
Il primo passo € quello di calcolare basi e dimensioni di A e B. Il generico vettore di A
si esprime (x,0,2,2z2), al variare di x,z € R. Allora dim(A) = 2 ed una sua base € la

sequente
(1,0,0,0),(0,0,1,2).

Il generico vettore di B si esprime (z,y, —y,x), al variare di x,y € R. Allora dim(B) = 2

ed una sua base €
(1,0,0,1),(0,1,—1,0).

Quindi se v € AN B, esso deve essere esprimibile contemporaneamente in due modi, cioé
v =(a,0,b,2b) = (¢,d,—d,c) con a,bc,déeR.
Uguagliando le due quaterne si ottiene
a=b=c=d=0
che significa AN B = {0} edim(ANB) =0, da cui
dim(A+ B) = dim(A) + dim(B) —dim(ANB)=2+2—-0=4.

Concludiamo allora che A+ B = R*, come somma diretta.
Esempio 3.9.2 Siano V = R3,

A={(a+b,ba), abeR}

B:{(l’,y,Z), x—yzO}
Si ha che dim(A) = 2 ed una sua base € data da

(1,0,1),(1,1,0).

Inoltre il generico vettore di B si esprime (x,x,z), quindi dim(B) = 2 ed una sua base €
(1,1,0),(0,0,1).

Quindi se v € AN B, esso deve essere esprimibile contemporaneamente in due modi, cioé

v=(a+0bba)=(c,c,d) con a,bc,deR.
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Uguagliando le due terne si ottiene
a=d=0 e b=c dacui v=(bD0).

Ci0 vuol dire che dim(AN B) =1 ed una sua base é data dal vettore (1,1,0). Applicando
la formula di Grassmann otteniamo:

dim(A+B)=2+2-1=3
quindi A+ B = R* ma non come somma diretta.

Esempio 3.9.3 Siano U =< (0,1,1),(2,0,1) > e W =< (1,1,2) > sottospazi di R>.
Determiniamo dim(U + W).
Il generico vettore v € U NW si deve esprimere nei due sequenti modi

v=a(0,1,1) +b(2,0,1) = (2b,a,a + b) € U

v=c(1,1,2) = (¢,c,2c) € W.

Uguagliando le due terne otteniamo a =b=c =0, cioé UNW = {0}, quindi in base alla
formula di Grassmann dim(U+W)=2+1-0=3, e U+ W = R® come somma diretta.

Esempio 3.9.4 Siano
A=<(2,0,0,1),(0,0,—2,0),(0,0,1,—-1) >

B =< (0,1,0,0),(1,1,0,0) >

sottospazi di R*. Un generico vettore v € AN B si esprime nei due sequenti modi
v=a(2,0,0,1) + b(0,0,-2,0) + ¢(0,0,1,—1) = (2a,0,—2b+c,a—c) € A
v=4d(0,1,0,0) +e(1,1,0,0) = (e,d +¢,0,0) € B.
Uguagliando le due quaterne si ottiene

a=2b=c=—-=—

quindi v = (e,0,0,0), al variare di e € R. Per cui dim(ANB) =1 e dim(A+ B) =
3+2—1=4, cioé A+ B =R* ma non come somma diretta.

Esempio 3.9.5 Siano
A=< (2,-1,0,1),(1,3,1,-1),(0,1, -1, —1) >

B=<(2,0,1,0),(1,2,2,0) >
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sottospazi di R*. Determiniamo dim(A + B).
Un generico vettore v € AN B si esprime nei due sequenti modi

v=a(2,-1,0,1)4+06(1,3,1,—-1)+¢(0,1,-1,-1) = (2a+b,—a+3b+c,b—c,a—b—c) € A

v=4d(2,0,1,0) +¢(1,2,2,0) = (2d + ¢, 2e,d + 2¢,0) € B.

Uguagliando le due quaterne si ottiene

quindi v = (e, 2e,2e,0), al variare di e € R. Per cui dim(ANB) =1 e dim(A+ B) =
3+2—1=4, cioé A+ B =R*, ma non come somma diretta.

3.10 Cambiamento di base in uno spazio vettoriale.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo R e siano B = {ej,e9,..,€,} €
B' = {¢€},¢é,,..,el,} due distinte basi di V. Per ogni vettore v € V' avremo:

v=umx1e1 + Toes + ...+ Tpe, T1,..,T, €ERN

! /AN !l / /
v =2x1€] + T9ey + ...+ Tp€, 27, ..,7, €N

Indichiamo allora X = [y, ..,2,]7 il vettore contenente le componenti di v rispetto alla
base B e X' = [z}, .., 2] quello contenente le componenti di v rispetto alla base B’.

.y n

In particolare anche i vettori ey, .., e, possono esprimersi come combinazione dei vettori

della base B’:

!/ / /
€1 = 116 —+ a21€9 + ...+ an1€,
!/ / /
€2 = Q1267 + G265 + ... + ap2e,

/ / /
€n = Q1peq + A2p€y + ... + appe,

Da queste otteniamo:
/ / / / / /
V= m1e1+Toeo+ ...+ xpe, = x1(a11€] +ag1€5+ ...+ api€), ) +xo(a12€] +agey + ...+ apae;,)+

o, + Zn(a1n€] + a2ney + ... + appel) =
611 (CL11$1 + a1 + ... + (ZlnIn) + 65(@21131 + G99y + ... + CLQnIn)—l-
e + el (an1T1 + Ano®a + ... + ApnTy)

' ! I, sz
che deve essere uguale a v = zle] + x5e, + ... + 2 €], cioé
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!

Ty = anr + ajoxo + ... + A1nTp
/

Ty = A21T1 + Q22T2 + ... + A2n Ty

T = Ap1 T F Q2o + oo+ Qpp Ty,

Indichiamo con A la matrice dei coefficienti di queto sistema lineare, A = [a;;], quindi
possiamo riscrivere il sistema nel seguente modo:

X' =A-X

che costituiscono le formule di passaggio dalle componenti di un vettore in base B a quelle
del medesimo vettore in base B’.

La matrice A é detta matrice del cambiamento di base ed é costruita come segue:

- nella prima colonna vi sono le componenti del vettore e; rispetto alla base B’;

- nella seconnda colonna vi sono le componenti del vettore e, rispetto alla base B’;

- In generale, nella colonna j vi sono le componenti del vettore e; della base B, calcolate
rispetto alla base B'.

Poiché gli n vettori di una base sono sempre linearmente indipendenti, il sistema sopra
citato ha rango massimo, cioé n, quindi la matrice A é invertibile, da cui otteniamo le
formule inverse per il cambiamento di base:

X=A1.X

che costituiscono le formule di passaggio dalle componenti di un vettore in base B’ a quelle
del medesimo vettore in base B.

La matrice A~! é costruita come segue:

- nella prima colonna vi sono le componenti del vettore €/ rispetto alla base B;

- nella seconnda colonna vi sono le componenti del vettore €, rispetto alla base B;

- In generale, nella colonna j vi sono le componenti del vettore e;- della base B’,
calcolate rispetto alla base B.

Esempio 3.10.1

Siano V =%R?e B = {e; = (1,1),e2 = (0,1)}, B' = {¢e}, = (1,0), €}, = (2,1)} due basi di
V. Determiniamo le formule di cambiamento di base in entrambi i versi.

Calcoliamo le componenti dei vettori della prima base rispetto alla seconda.

Le componenti di e; = (1, 1) rispetto a B’ sono (e;)p = (—1,1) infatti

(1,1) = (=1)(1,0) + (1)(2,1)

analogamente le componenti di ey = (0, 1) rispetto a B’ sono (e2)p = (=2, 1).
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_11 _12 1 ¢é quella che determina il passaggio balla base B

N

Per cui, la matrice A = [

a quella B’, cioé

e le formule di passaggio sono

Le formule inverse sono date da

i) o -1 -1 .1',2
= o) + 27
Ty = —x) —

1 2
-1 -1
v € V che abbia componenti X = (z1,%3) = (2, —3) rispetto alla base B. Determiniamo
le sue componenti X’ = (2], z,) rispetto alla base B’

in cui la matrice di passaggio é A~! = . Per esempio consideriamo il vettore

rp=-2+6=4
Phy=2-3=-1"

Esempio 3.10.2

Siano V = %%, B = {(1,1,0),(1,0,1),(2,0,1)} e B' = {(0,1,1),(2,-1,0),(1,0,2)} due
basi di V. Determiniamo le formule di cambiamento di base.
Calcoliamo le componenti dei vettori della prima base B rispetto alla seconda B’:

(17 17 0) - (07 _17 3)B’
(17 07 1) - (17 17 _1)B’
(2,0,1) — (1,1,0)p

per cui

'} 0o 1 1 Ty
y | =] -1 1 1 To
xh 3 -10 T3
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) =9 + T3

/

Ty =—T1+ X2+ T3 .
xhy = 3x] — X9

Per esempio il vettore v di componenti (1,2,3) rispetto alla base B avrd componenti
(5,4, 1) rispetto alla base B'.
Esempio 3.10.3
Siano V = R3 e B = {ey, e9,e3}, B' = {¢}, e}, €4} due basi di V tali che
6/1 =e1 + 362 + 263
ey =e + e3
ey = ey

In tale caso le formule di passaggio dalla base B’ alla base B sono

x 1 10 x}
2 | =13 01 xh
x3 210 xh

e calcolando 'inversa della matrice che compare nel sistema precedente:

T -1 0 1 T
h |=1 2 0 =1 ] ]| a2
xh 3 1 -3 T3

Esempio 3.10.4

Siano V = ®3, B = {(1,1,0),(1,0,1),(2,0,1)} e B' = {(1,1,1),(0,0,1),(1,0,2)} due
basi di V. Sia v € V un vettore di componenti (1, 1,2) rispetto alla base B. Indichiamo
(a, b, c) le componenti di v rispetto alla base B’. Per determinare (a, b, ¢) applichiamo ora
esattamente la definizione di componente:

(1)(1,1,0) + (1)(1,0,1) + (2)(2,0,1) = a(1,1,1) + b(0,0,1) + ¢(1,0,2)

cioé
(6,1,3) = (a+c,a,a+ b+ 2c)
dacuia=1,b= -8, ¢c=5.
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3.11 Esercizi.

Esercizio 3.11.1 Siano U = {(z,y,0);z,y € R}, V = {(2,0,2);2,2 € R} e W =
{(x,2,2);x € R} sottospazi di R3. Determinare i sottospazi UNV, UNW,VNW.

Esercizio 3.11.2 Siano U = {(z,y,0);z,y € R}, V = {(2,0,2);2,2 € R} e W =
{(z,x,x);x € R} sottospazi di R3. Determinare i sottospazi U +V, U+ W,V +W.

Esercizio 3.11.3 Siano v; = (=1,2,3), v; = (0,—1,0), v3 = (1,0,1) wvettori di R>.
Determinare la dimensione del sottospazio generato da vy, vq, V3.

Esercizio 3.11.4 Ripetere [’esercizio precedente in R* con i vettori v; = (1,2,1,0), vy =
(1,-1,0,1), v3 = (—1,2,—1,0), vy = (—1,1,0,—1), vs = (1,1,0,1).

Esercizio 3.11.5 Determinare per quali valori di o € R i sequenti vettori formano una
base di R : vy = (1,2,0), v, = (0,1,a), (1,a, —1).

Esercizio 3.11.6 Siano v; = (1,2,0,0), v, = (3,1,0,1) wvettori indipendenti in R*.
Determinare due vettori che uniti ai precedenti li completino ad una base di R*.

Esercizio 3.11.7 Siano By = {(1,0),(0,1)} e By = {(1,—-2),(4,1)} due basi di R* e v
un vettore di componenti (0, —1) rispetto a By. Determinare le componenti di v rispetto
alla base Bs.

Esercizio 3.11.8 Siano U = {(z,y,2,t) € RYy = 0,22 —t =0} e V = {(2,9,2,t) €
Ry x —t =0,y + 2 =0}. Determinare una base per UNV ed una per U + V.

Esercizio 3.11.9 Siano U = {(h+k,k,h);h, k € R}, V = {(x,y, z); x—y = 0} sottospazi
di ®3. Determinare una base per UNV ed una per U + V.

Esercizio 3.11.10 Siano By = {(1,1),(0,1)} e By = {(1,0),(2,1)} due basi di R* e v
un vettore di componenti (1,1) rispetto a By. Determinare le componenti di v rispetto
alla base Bs.

Esercizio 3.11.11 Siano
By = {(1’ L O)a (17 0, 1)7 (2’ 0, 1)} e By= {(O’ L 1)7 (27 -1, 0)7 (L 0, 0)}

due basi di R* e v un vettore di componenti (1,2,3) rispetto a By. Determinare le
componenti di v rispetto alla base Bs.

Esercizio 3.11.12 Siano By = {ey,ea,e3} € By = {€}, ehes} due basi di R? e v un vettore
di componenti (1,2,3) rispetto a By. Determinare le componenti di v rispetto alla base
By sapendo che valgono le sequenti relazioni tra i vettori delle due basi:

/ / /
e; =ep +3ex+2e3, e, =¢€ +e3 e3=e¢ea.
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Esercizio 3.11.13 Siano
B, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e By=1{(1,4,0),(1,5,0),(0,0,—1)}

due basi di R e v un vettore di componenti (—1,0,5) rispetto a By. Determinare le
componenti di v rispetto alla base Bs.

Esercizio 3.11.14 Determinare la dimensione e la base del sottospazio: W = {(x,y, z,t) €
R 20—t =0,y + 32 =0}.

Esercizio 3.11.15 Determinare la dimensione e la base del sottospazio: W = {(x,y, z,t) €
R 20 — t+ 22 = 0}

Esercizio 3.11.16 Determinare la dimensione e la base del sottospazio: W = {(x,y, z,t) €
Ryur—y=0,y+32+t=0}

Esercizio 3.11.17 Siano U =< {(0,1,1),(2,0,1)} > e V =< {(1,1,2)} > sottospazi di
R3. Determinare la dimensione di U + V.

Esercizio 3.11.18 Siano U =< {(2,0,0,1),(0,0,—2,0),(0,0,1,—-1)} > eV =< {(0,1,0,0),(1,1,0,0)}
sottospazi di R*. Determinare la dimensione di U + V.

Esercizio 3.11.19 Determinare la dimensione della somma dei sottospazi

2 -1 1 3 01>
0O 1 |"|1 —-1]|"| -1 -1

20 1 2
10’20

A=<

B =< > .




Capitolo 4

Le applicazioni lineari.

4.1 Introduzione.

Siano U e V due spazi vettoriali sul campo dei reali e sia f : U — V una corrispondenza
tra i vettori di U e quelli di V. Diremo che f é una applicazione lineare se, per ogni
a,b € R, uy,us € U si ha:

flauy + bug) = af(ur) + bf (uz).
Lo spazio vettoriale U é detto dominio di f, V' é detto codominio di f.
Esempio 4.1.1 f : U — U, tale che f(u) = u, per ogni w € U, € una applicazione
lineare, detta identita di U.

Esempio 4.1.2 f: U — U, tale che f(u) =0, vettore nullo di U, per ogni uw € U, € una
applicazione lineare, detta applicazione nulla in U.

Esempio 4.1.3 Sia a € R, f : U — U, tale che f(u) = au, per ogni uw € U, é una
applicazione lineare, detta omotetia in U di rapporto a.

Esempio 4.1.4 f: R* — R3, tale che, per ogni X = (x1,29) € R, f(X) = f(x1,22) =

(r1, 21 + T2, 21 — 12) € R, € una applicazione lineare.

Definizione. Sia f : U — V una applicazione lineare. Diciamo Immagine di f il
seguente sottoinsieme di V:

Im(f)y={veV : JuelU f(u) =uv}.

E facile osservare che I m(f) é un sottospazio vettoriale di V.

23
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Esempio 4.1.5 f: R — R sia definita da f(z1, 79, 23) = (21,0, 23,0). Allora si ha
Im(f) ={(a,0,b,0) : a,beR}=<(1,0,0,0),(0,0,1,0) >
sottospazio di dimensione 2 di R*.

Esempio 4.1.6 [ : R* — R3 sia definita da f(x1, 9, 23, 24) = (11 + T, Ty — X3, T1 + T3).
Sia w € Im(f), allora w = (a1, as,a3) tali che

T1+ T2 = aq
To — T3 = Q2
T+ T3 =as

da cui ricaviamo che ay = ag + ag, per cui w = (ay + as, as, az), per ogni ay, as,az € N.
Im(f) ={(az + as,az,a3) : ag,az,a3 € R} =< (1,1,0),(1,0,1) >

sottospazio di dimensione 2 di R3.

Esempio 4.1.7

[ R — R sia definita da f(z1, 22, 23) = (x1, 71 + 23 — 13,271 + T9 — X3, 9 — 13). Sia
w € Im(f), allora w = (a1, as, as, ay) tali che

1 = a1
1+ To —x3 = aq
201 + 29 — T3 = az

To — X3 = Qg

da cui ricaviamo che ay = a1 + a4 € a3 = 2a; + a4 per cui w = (a1, a1 + aq,2a; + aq, ay),
per ogni ap, ay € R.

Im(f) ={(a1,a1 + as,2a1 + ag,as) : ar,a0 € R} =< (1,1,2,0),(0,1,1,1) >

sottospazio di dimensione 2 di #*.

Esempio 4.1.8

[ R — R3 sia definita da f(xq, 2, 23, 74) = (1 — T, 271 — Ty + T4, —T1 + To + 24). Sia
w € Im(f), allora w = (ay, as, az) tali che

X1 — T2 =1
201 — 29 + x4 = a2
—x1+x2+x4:a3
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da cui ricaviamo che ay = a1 + 1 + x4 € a3 = —aq + x4 per cui, detti x1 = by e x4 = bo,
w = (a1, ay + by + be, —ay + by), per ogni ay, by, by € K.
]m(f) = {(al,a1+b1+bg,—a1+b2) ©oay, by, by € %} =< (1,1,1),(0,1,0),(0,1,1) >= R

Definizione. Una applicazione lineare f é detta suriettiva quando 'immagine di f
coincide con tutto il codominio di f.

Definizione. Diciamo Nucleo di una applicazione lineare f : U — V, il seguente
sottoinsieme del dominio:

N(f)={uvelU : f(u)=0v}

cioé I'insieme dei vettori di U che hanno come immagine in V' il vettore nullo. Si dimostra
facilmente che N(f) é un sottospazio vettoriale di U.

Esempio 4.1.9 f: R — R* sia definita da f(x1, 22, 23) = (21,0,23,0). Sia u € N(f),
allora f(u) = (0,0,0,0) quindi

T = 0

T3 = 0

N(f) = {(0,a,0) : aeR}=<(0,1,0)>

da cui v = (0, z3,0)

sottospazio di dimensione 1 di 3.

Esempio 4.1.10 f: R* — R3 sia definita da f(x1, 29, 3, 24) = (21 + 20, Ty — T3, 11 +23).
Sia u € N(f), allora f(u) = (0,0,0) quindi

T1+ X9 = 0
T9 — T3 = 0
xr, + T3 = 0
da cui xy = —x9 = —x3 e u = (T1, —T1, —T1, Tq)
N(f)=A{(a,—a,—a,b) : a,beR}=<(1,-1,-1,0),(0,0,0,1) >

sottospazio di dimensione 2 di R*.

Esempio 4.1.11 f: R — R* sia definita da f(xy, 22, 23) = (21, 71 + 19 — 3, 201 + 29 —
x3,x9 — x3). Sta uw € N(f), allora f(u) =(0,0,0,0) quindi

1’1:0
I1+$2—I3:O
201 + 19— 23 =0

23’2—273:0
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da cui u = (0,x2,x2)
N(f) = {(0,a,0) : a€R}=<(0,1,1)>
sottospazio di dimensione 1 di R3.

Esempio 4.1.12 [ : R — R3 sia definita da f(x1, 22,73, 24) = (21 — 29,271 — 79 +
Ty, —x1 + To+x4). Siauw € N(f), allora f(u) = (0,0,0,0) quindi

1‘1—272:0
201 — 29+ x4 =10
—$1+$2+SE4:O

da cuixy =1z =14 =0 eu=(0,0,23,0)
N(f)=1{(0,0,a,0) : a€R}=<(0,0,1,0)>

sottospazio di dimensione 1 di R*.

Definizione. Una applicazione lineare f : U — V é detta iniettiva quando per ogni
uy # ug in U si ha: f(uy) # f(ug) in V.

Teorema 4.1.1 Una applicazione lineare f : U — V' é iniettiva se e solo se N(f) = {0},
cioé se il nucleo di f € il sottospazio banale di U.

Teorema 4.1.2 Sia data una applicazione lineare f : U — V. Allora dim(U) = dim(N(f))+
dim(Im(f)).

Esempio 4.1.13 f: R — R* sia definita da f(xy, 22, 23) = (v1, 21 + 19 — 3,201 + X9 —
x3, Ty — x3). Abbiamo visto in un esempio precedente che
Im(f) = {(a1, a1 + as, 201 + ag,a4) :  a1,aq € R} =< (1,1,2,0),(0,1,1,1) >
sottospazio di dimensione 2 di R*. Ma anche
N(f)={(0,a,a) : a€eR}=<(0,1,1)>
¢ sottospazio di dimensione 1 di 3.

Teorema 4.1.3 Sia data una applicazione lineare f : U — V e sia S = {vy,..,u.} C S
un sottoinsieme di S formato da vettori linearmente dipendenti. Allora l'insieme f(S) =
{f(v1), .., f(v,)} CV é anche esso formato da vettori linearmente dipendenti.

Teorema 4.1.4 Sia data una applicazione lineare f : U — V e sia S = {vy,..,v.} TS un
sottoinsieme di S formato da vettori linearmente indipendenti. Allora Uinsieme f(S) =
{f(vn),.., f(v,)} TV € anche esso formato da vettori linearmente indipendenti se e solo
se f € iniettiva.
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4.2 Applicazioni lineari e matrici.
Siano U e V spazi vettoriali su R, tali da avere dim(U) =n e dim(V) =m e
B ={ey,..,e,} una base per U

B' ={é€},..,e,. } una base per V.

Sia f : U — V una applicazione lineare. Ogni vettore X € U ha delle componenti
(21, .., x,) rispetto alla base B, cioé X = x1e1 + ... + z,€,, ed ogni vettore Y € V ha delle
componenti (yi, .., ¥, ) rispetto alla base B, cioé Y = yi€] + ... + yme.,.

In particolare sia Y = f(X) € V, quindi

Y = f(rie1+ ... + xpen) = x1f(e1) + xaf(e2) + .. + xnf(en).

Poiché i vettori f(ey),.., f(en) sono in V| essi sono esprimibili per componenti rispetto
alla base B":
fle1) = ane] +aney + ... + ame,

€2) = A12€1 A22€9 Am2€,,
f(e2) 1 ageeh + .+ amae,

f(en) = aine| + asnehy + ... + amne,

da cui
/ / / / / /
Y = z1(ane] + aney + ... + amie,,) + xo(aize] + agey + ... + amael, )+

e + Ty (a1n€] + agney + ... + amnel,) =

/ /
€1 (Cln.]?l + a1 + ... + aln:cn) + 62(6121.%'1 + Q9oxo + ... + ngl'n)—l-

/
e + e (am1T1 + amaTs + ... + Qmny).
Se indichiamo

Y1 T
ailz a2 A1n
a21  A22 a2 b2 2

A= Ml y = L X =

Am1 Am2 ... Amn

YUm Tn

allora f(X) =Y si pud scrivere nel modo seguente:

A-X=Y



CAPITOLO 4. LE APPLICAZIONI LINEARI 58

e la matrice A é la matrice associata all’applicazione lineare f rispetto alle basi B e B'.
Tale matrice é ottenuta nel seguente modo: la sua colonna j é formata dalle componenti
rispetto alla base B’ dell'immagine f(e;) del vettore e; della base B. Concludiamo allora
che ad ogni applicazione lineare f é associata una matrice che dipende dalle basi scelte
per il dominio e codominio di f.

Viceversa sia data una qualsiasi matrice A € M,,,(R) e siano al solito U e V spazi
vettoriali rispettivamente di dimensioni n e m. Costruiamo la seguente corrispondenza
tra i due spazi vettoriali:

f(X)=A-XeV, perogni X eU.

Essa é ovviamente una applicazione lineare. Quindi ad ogni matrice é associata una
applicazione lineare.

Quanto detto fin’ora si pud riassumere nel modo seguente: esiste una corrispondenza
che associa ad ogni matrice una applicazione lineare e viceversa.

Osservazione importante. Si noti che se Y € f(U), allora esso é generato dall’in-
sieme {f(e1), ..., f(en)}, che quindi é un generatore per 'immagine della f. Cié vuol dire
che le colonne della matrice associata ad una applicazione lineare costituiscono un in-
sieme di generatori per Im(f). Allora una base dell'immagine si pué ricavare facilmente,
considerando i vettori colonna della matrice associata, che siano tra loro indipendenti.

Esempio 4.2.1
Sia f: N2 — N3 definita da
f(x1,22) = (21 + 222, 322, 7).

Determiniamo la matrice associata alla f rispetto alle basi canoniche sia nel dominio che
nel codominio.

12

A=10 3
10
)

Il rango della matrice é 2, quindi dim(Im(f)) =2 e Im(f) =< (1,0,1),(2,3,0) >. Perci6
dim(N(f)) =0e N(f) = {0}. L’applicazione ¢ iniettiva ma non suriettiva.
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Esempio 4.2.2

Ripetiamo 'esempio precedente ma ora esprimiamo la matrice associata a due basi dif-
ferenti da quelle canoniche:

By, ={(1,1),(2,1)} base nel dominio

Bs ={(1,1,0),(1,0,0),(1,2,1)} base nel codominio.

Per costruire tale matrice dobbiamo calcolare le immagini dei vettori della base Bs.
Tali immagini si possono calcolare sfruttando la matrice A associata alla f rispetto alle
basi canoniche:

1 2 X 3
fL,1)=1]0 3 lll— 3
10 1
1 2 ) 4
fe1=10 3 -lllz 3
10 2

Ora conosciamo le immagini,ma esse sono espresse rispetto alla base canonica di R3,
dobbiamo quindi convertirle rispetto alla base Bj:

(3,3,1) = (1,1,1),

(4,3,2) = (—1,3,2)p,

quindi la matrice associata alla f rispetto alle basi By e B3 é

1 -1
A=|1 3
1 2
da cui
1 -1 T1 — X9
FX)=|1 3 -[“]: 1 + 31y
1 2 2 21 + 22

é I'espressione dell’applicazione lineare rispetto a tali basi. Si noti che le dimensioni di
Nucleo e Immagine sono invarianti rispetto ad un cambiamento di basi nel dominio e nel
codominio.

Esempio 4.2.3
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Siano B = {ey, €2, e3} la base canonica di R3 e f : 3 — R* una applicazione lineare tale
che
f(61> = (1a ]-7 17 0)

f(e2) = (17 07 17 0)
f(es) =(0,0,0,1).
La matrice associata a f rispetto alla base canonica in R* ¢ allora

0
A:

O = O =

0
0
1

O = = =

che ha rango 3, quindi dim(Im(f)) = 3 (f non é suriettiva) e dim(N(f)) = 0 (f ¢
iniettiva), inoltre 'espressione di f rispetto alle basi canoniche sia nel doimnio che nel
codominio é

1 10 I 1+ To
1100 o T2
FX)=1119¢ iQ T x4z

00 1 3 T3

Esempio 4.2.4
Sia f: R° — N3 definito da
f(xh'rQa x3,$47x5) = (xl — Ty, T — Ty, 373).

La matrice associata rispetto alle basi canoniche in R° e R3 é

1 00 -1 0
A=]101 0 -1 0
001 0 O

che ha rango 3. Quindi dim(Im(f)) = 3 (f é suriettiva) e dim(N(f)) = 2 (f non é
iniettiva).
Una base dell'immagine é data da

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

I1 generico vettore del Nucleo, X = (z1, z2, 3,24, x5) é dato da x3 = 0,21 = x5 = x4, per

cul
N(f) =A{(z1, 21,0, 21, 25), 1,25 € R} =< (1,1,0,1,0),(0,0,0,0,1) > .
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Esempio 4.2.5
Sia f : R3 — N* definito da
f(I1,$27ZE3) = (51’1 + 45(]2 — 9[[’3, 41‘1 + 51‘2 - 95(]3, —9ZE1 - 91’2 + 95(]3, xr1+ To + ZL‘3).

La matrice associata rispetto alle basi canoniche in R3 e R4 é

5 4 -9
4 5 -9
A= -9 -9 9
11 1

Determiniamo la matrice associata a f rispetto alla base
B=1{(1,1,0),(1,0,—1),(0,1,-1)} di %*

ed alla base canonica in #*.
Si devono calcolare le immagini dei vettori di B:

5 4 =9 1 9

4 5 -9 9
f(17170) - —9 -9 9 ’ (1) - —18

1 1 1 2

ed in modo analogo
f(1,0,—1) = (14,13,—-18,0) f(0,1,—1) = (13,14, —18,0).

Allora la matrice associata a f rispetto a tali basi é

9 14 13

, 9 13 14

A=1_18 —18 —18
2 0 0

Esempio 4.2.6

Sia f : R* — R2 con matrice associata

SRR

61
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rispetto alle basi
B, ={(1,1,0,0),(1,0,0,0),(2,0,0,1),(0,0,1,0)} in R*

By = {(17]-)7(170)} in - R
Determiniamo la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche sia nel dominio che
nel codominio.
Per prima cosa esprimiamo i vettori della base canonica di ®* per componenti rispetto
alla base By:
(1,0,0,0) = (0,1,0,0)p,
(0,1,0,0) = (1,-1,0,0)p,
(0,0,1,0) = (0,0,0,1)p,
(0,0,0,1) =(0,—2,1,0)p,.

Quindi calcoliamo le immagini di tali vettori utilizzando la matrice A:

0

1 00 1
f<071’070):[_1 1 2 _1]

o O = O

ed analogamente
f(17 _17 07 0) = (17 _2)

£(0,0,0,1) = (1,-1)
f£(0,—2,1,0) = (0,0).

Tali immagini sono espresse per componenti rispetto alla base By e quindi dobbiamo ora
convertirle per componenti rispetto alla base canonica Cs di R

(07 1)32 = (17 0>Cz
(17 _2)32 = (_17 1)02
(17 _1)32 = (Oa 1)02
(07 0)32 = (07 O)Cz'

La matrice associata rispetto alle basi canoniche é allora

, [t -1 00
A‘l011o]
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e 'espressione dell’applicazione lineare nelle basi canoniche di dominio e codomino é

T
f({lj' To. Ta. T ) o 1 -1 0 0 ) i) . Ty — X2

Xy

Esempio 4.2.7
Siano f: R* — Rt e
B =1{(1,0,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,0)}

un base di ®*, tali che

f(1,0,0,—1) = (2,0,0,—1)

f(1,0,0,0) = (—1,0,1,0)

f£(0,1,1,0) = (1,0,1,—1)

£(0,0,1,0) = (1,1,2,0).

La matrice associata a f rispetto alla base B nel dominio e alla base canonica nel
codominio é

2 -1 1 1
o 0 0 1
A= 0o 1 1 2
-1 0 -1 0

Determiniamo la matrice associata a f rispetto alla base B anche nel codominio. Si
devono esprimere le immagini dei vettori di B per componenti rispetto alla base B stessa,
per cui, detta C' la base canonica di #*, si ha:

(2,0,0,—1)c = (1,1,0,0)5

(_17 0,1, O)C = (07 —1,0, 1)B
(17 07 17 _]->C = (17 07 07 1)B
(]-7 17 27 O)C = (07 17 1a 1>B

e la matrice associata ¢é

A =

O O = =
(e}

_— o O =

— == O
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Infine determiniamo la matrice relativa ad f rispetto alla base canonica sia nel dominio
che nel codominio:
Per prima cosa esprimiamo i vettori della base canonica C' per componenti rispetto
alla base B:
(1,0,0,0) = (0,1,0,0)p

(0,1,0,0) = (0,0,1,—1)p

(0,0,1,0) = (0,0,0,1)p

(0,0,0,1) =(—1,1,0,0)p
quindi calcoliamo le immagini di tali vettori tramite la matrice A:
-1
f£(0,1,0,0) =

O ==
o O = O
o = O

ed analogamente
£(0,0,1,-1) = (0,—1,—1,—1)

£(0,0,0,1) = (1,1,2,0)
f(=1,1,0,0) = (—3,0,1,1)

ed é chiaro che, avendo usato la matrice A, i risultati sono gia espressi per componenti
rispetto alla base canonica. Quindi la matrice associata a f rispetto alla base canonica
sia nel dominio che nel codominio é

-1 0 1 -3
» | 0 =11 0
AT = 1 -1 2 1
0 -1 0 1
ed esprimiamo f come segue:
-1 0 1 -3 T —x1 + X3 — 3$4
f(fL‘ oo I’)_ 0 -1 1 O i) o —I2+$3
1,252,238, 4] = 1 -1 2 1 Z3 - $1—$2+2$3+I4
0 -1 0 1 Ty —T9 + T4

Esempio 4.2.8
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Sia f : N3 — N3 associato alla matrice

1
A= 2
3

—_ =
=W DN

rispetto alle basi
B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,0,1)} nel dominio

C ={(1,0,-1),(1,0,1),(0,1,0)} nel codominio.

Determiniamo una base per I'immagine in base canonica.

Poiché il rango dela matrice A é 2, la dimensione dell’'immagine é appunto 2.

Le colonne (1,2,3) e (1,1, 1) sono indipendenti, quindi esse rappresentano i 2 vettori
che generano I'immagine.

Per definizione, essi compaiono nella matrice espressi per componenti rispetto alla base
C, quindi per ottenere i vettori che generano I'immagine dobbiamo esprimerli rispetto alla
base canonica:

(1,2,3)c = 1(1,0,—1) + 2(1,0,1) + 3(0,1,0) = (3,3,1)

(17 L, ]-)C = 1(]—707 _1) + 1(]—707 1) + 1(07 170) = (27 1, O)
Allora Im(f) =< (3,3,1),(2,1,0) >.

4.3 Endomorfismi e cambiamento di base.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n. Una applicazione lineare f : V' — V' in cui
dominio e codominio coincidono é detta endomorfismo dello spazio V. Sia B una base
di V. Relativamente ad essa, viene associata all’endomorfismo una matrice quadrata di
ordine n. Al variare della base B, varia la matrice che rappresenta f. Ci proponiamo di
osservare in quale modo tali matrici sono tra loro correlate.

Siano allora B e B’ due distinte basi di V' e A la matrice associata alla base B, A" quella
associata a B’. Siano inoltre v,w € V, tali che f(v) = w. Il vettore v avrd componenti
X = (xy,..,z,) rispetto alla base B e X' = (x,..,2]) rispetto a B’. Analogamente
diciamo che il vettore w avrd componenti Y = (yi,..,y,) rispetto a B e Y' = (v}, ..,y,,)
rispetto a B’. Per quanto detto nel capitolo dedicato agli spazi vettoriali, esiste una
matrice C' di cambiamento di base che ci permette di esprimere le componenti di un
vettore in base B’ in funzione di quelle in base B. In particolare abbiamo che

X'=C-X e Y =CY
Inoltre il fatto che w = f(v) significa
Y=A-X e YV=A4"X"
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DaX=C"1XeY =0C"1-Y nesegue che
ClY=A.C"X e Y=(C-4.CYH-X
cioé
A=C-A-C%

Cié vuol dire che le matrici associate ad uno stesso endomorfismo, relativamente a basi
differenti, sono tra loro tutte simili.

Esempio 4.3.1

Siano V = R3,
B = {(17 1, O)’ (07 0, 1)7 (L 0, 1)}
B ={(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0)}

due basi di 3 e f: R — N3 un endomorfismo con matrice associata rispetto alla base B

1 0 1
A=|1 0 0
011
Rispetto a tale base I’endomorfismo si esprime:
1 01 T 1+ X3
01 1 X3 T2 + X3

Determiniamo la matrice associata a f rispetto alla base B’, utilizzando sia il metodo
esposto nei paragrafi precedenti, che quello appena illustrato.
Metodo 1. Per prima cosa esprimiamo i vettori di B’ per componenti rispetto alla
base B:
(0,1,0) = (1,1,-1)p

0,1,1)=(1,2,-1)p
(1’ 0, O) = (07 —1, 1)B
quindi calcoliamo le immagini di tali vettori tramite la matrice A:

wy = f(1,1,—1) = (0,1,0)

wy = f(1,2,—1) = (0,1, 1)
w3 = f(oa -1, 1) = (17070)
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Ricordiamo che per definizione della matrice A, tali immagini sono espresse per compo-
nenti rispetto alla base B, quindi

wy; = (0,1,0)p = (0,0, 1)

wy = (0,1,1)p = (1,0,2)
W3 = (1,0,0)3 = (1, 1,0)

e per ottenere la matrice A’ non resta altro che esprimere tali vettori per componenti

rispetto alla base B’:
wy; = (0,0,1) = (=1,1,0)p

wy = (1,0,2) = (=2,2,1)p
ws = (1,1,0) = (1,0,1)p.
La matrice A’ associata a f in base B’ é allora
-1 -2 1

A=]1 2 0
0 1 1

Metodo 2. Calcoliamo la matrice C' di cambiamento di base da B a B’. Essa ha per
colonne le componenti dei vettori di B rispetto alla base B’:

1 —1 —1 1 1 0
cC=|0 1 1|, c'=]1 2 -1
1 0 1 -1 -1 1
da cui
1 -1 —1 101 1 1 0
A=C-A-Cc'=|0 1 1 100 1 2 —11|=
1 0 1 011 -1 -1 1
-1 -2 1
1 2 0
0 1 1

Ci chiediamo allora se e quando esiste una base di V' tale che un endomorfismo f :
V — V sia rappresentabile nel modo piu semplice possibile, cioé tramite una matrice
nella quale compaia il numero piu elevato possibile di elementi nulli. La condizione ideale
sarebbe quella in cui la matrice associata a f si presenti in forma diagonale cioé
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in modo tale che

Per cui il problema che ci proponiamo di risolvere é il seguente :

a1

0

0

22

[ aiq 0 0
0 929 0
0 0 ass
0O 0 0 0
0
0
ass
0 O

e}

ann

e}

ann

€
X2
xs3

Tn

a1121
Q222
3373

annxn

68

in quali casi esiste
una base di V rispetto alla quale la matrice associata ad un endomorfismo di V sia
diagonale? Osserviamo che nel caso cid sia possibile, la forma diagonale della matrice é
rappresentativa di ogni altra matrice associata a f in ogni altra base, e tali matrici sono
tra di esse tutte simili.
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Esempio 4.3.2

Siano V = R3,
B ={(0,1,0),(1,~1,-1),(0,1,1)}
B ={(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)}

due basi di 2% e f: R — R un endomorfismo con matrice associata rispetto alla base B

1 00
A= -1 2 0
-1 11

Rispetto a tale base I’endomorfismo si esprime:

1 O 0 T &1
f(X) = -1 2 0 . i) = —x1 + 2%2
-1 1 1 XT3 —x1 + T2 + T3

Determiniamo la matrice associata a f rispetto alla base B’.
Calcoliamo la matrice C' di cambiamento di base da B a B’. Essa ha per colonne le
componenti dei vettori di B rispetto alla base B':

1 0 O 1 00
C=|-1 1 0|, Cc'=]110
0 -1 1 1 11
da cui
1 0 O 1 00 1 00
A=C-A-Ct'=]-1 1 0 -1 2 0 110]|=
0 -1 1 -1 11 111
1 00
0 20
0 0 1
e 'endomorfismo rispetto alla base B’ si esprime:
1 00 Ty T
0 01 T3 T3

In quanto segue, dapprima esporremo un metodo per determinare in quali casi é
possibile ottenere una forma diagonale della matrice associata ad un endomorfismo ed
infine osserveremo quale sia tale forma.
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4.4 Autovalori ed autovettori di un endomorfismo.

Siano V =R"e f : V — V un endomorfismo di V e A = [a;;] la matrice quadrata di
ordine n associata a f in una certa base B. Indichiamo con X € R" un generico vettore
diV, f(X)=A-X.

Ci chiediamo se possano esistere vettori X € V| la cui immagine f(X) sia un vettore
proporzionale a X, cioé f(X) = A-X = hX, per qualche opportuno h € . Chiaramente
il vettore nullo 0 € V' soddisfa tale proprieta, f(0) = h -0, per cui c¢i poniamo nel caso in
cui la ricerca é fatta per vettori X # 0. La determinazione di tali vettori si riduce alla
risoluzione del sistema lineare A - X = h - X che si pud scrivere come segue:

a11°1 + a19T9 + ... + ATy = hl’l
A91T1 + A29%9 + ... + Aoy = h$2

Ap1T1 + ApoZo + ... + Qpn Ty, = hxy,

o meglio ancora, come sistema lineare omogeneo (A — hl)X = 0:

(CLH — h)xl + ajoxo + ... + a1y, = 0
a91T1 + (CLQQ - h)l‘g + ...+ AonTy = 0

11 + Ao + .. + (app — h)z,, =0

Tale sistema ammette soluzioni non banali solo quando p(h) = det(A — hl) = 0. 1l
polinomio p(h) = det(A — hl) é detto polinomio caratteristico di f (o di A) ed ha grado
n. Analogamente I'equazione p(h) = 0 é detta equazione caratteristica di f (o di A) ed
ha n soluzioni (reali o non reali, distinte o coincidenti).

Si osservi che da ora in poi ci riferiremo al polinomio caratteristico di un endomorfismo
o di una matrice ad esso associata senza alcuna distinzione.

Le radici reali del polinomio caratteristico sono dette autovalori di f. In corrispondenza
di clascun autovalore hyg, il sistema lineare omogeneo (A — hol)X = 0 ammette sempre
soluzioni non banali. I vettori X che ricoprono l'insieme Vj di tali soluzioni sono detti
autovettori di f relativi all’autovalore hg

Vo={0£X eV, (A—hol)X =0}

Il sottospazio vettoriale Vi U {0} ricoperto da tali autovettori é detto autospazio di f
relativo all’autovalore hg.

Esempio 4.4.1
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Siano V =R3 e f: N3 — N3 con matrice associata rispetto alla base canonica di R3:

1
A=|1
2

N W N

2
1
1
Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

1—h 2 2
1 3—h 1 =0
2 2 1—nh

cioé

(h+ 1)(=h* 4+ 6h — 5) = 0.
Tali soluzioni sono: hy = —1, hy = 5, hg = 1, ciascuna con molteplicita algebrica 1 come
radici del polinomio caratteristico.

Determiniamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore:
Per hl = —1,

2 2 2
A-mI=|1 4 1
2 2 2
ed il sistema lineare omogeneo associato é:

21‘1+2ZL’2+2$3:0
r1+4wy + 23 =0
21’1+21‘2+2$3:0

Il rango di tale sistema ¢ 2, quindi vi sono oo! soluzioni, cioé co! autovettori relativi a

hy = —1. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x; = —x3, 9 = 0. Per cui
il generico autovettore relativo a hy é X = (—a,0,a), al variare di a € R, e 'autospazio
associato a hy é

Vi={(—a,0,a) e R*, acR}

con dim(Vy) = 1.
Per hg = 5,
—4 2 2
A—hol = 1 -2 1
2 2 -4

ed il sistema lineare omogeneo associato é:
—41‘1 + 2]32 + 25(73 =0

ZL‘1—2$2+I3:0
201 + 229 — 43 =0
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1 1

Il rango di tale sistema ¢é 2, quindi vi sono co" soluzioni, cioé oo™ autovettori relativi a
hy = 5. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x; = x3, xo = x3. Per cui
il generico autovettore relativo a hy é X = (a,a,a), al variare di a € R, e 'autospazio
associato a hy é

Vo = {(a,a,a) € R*, acR}

con dim(Vs) = 1.

Per h; =1,
0 2 2
A—hsl=11 2 1
2 20
ed il sistema lineare omogeneo associato é:
2[L’2 + 21L'3 =0
$1+2IQ+ZE3:O .
21’1 + 2$2 =0

Il rango di tale sistema ¢ 2, quindi vi sono oo! soluzioni, cioé co! autovettori relativi a
hs = 1. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x; = w3, x9 = —x3. Per cui
il generico autovettore relativo a hy é X = (a, —a,a), al variare di a € R, e 'autospazio
associato a hs é

Vs = {(a,—a,a) € R*, acR}

con dim(V3) = 1.
Definizione. Chiameremo molteplicita algebrica di un autovalore, la sua molteplicita

come radice del polinomio caratteristico e molteplicitda geometrica di un autovalore, la
dimensione dell’autospazio associato ad esso.

Osservazione. Una matrice diagonale ha come autovalori gli elementi presenti sulla
sua diagonale principale, infatti se

[an 0 0 0
0 929 0 0
0 0 ass3 0
A=
0 0 0 Qnn
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allora ) )
an—h 0 0 0
0 a22—h 0 0
0 0 a33—h 0
A—hl =
0 0 N

e det(A — hl) = (a;; — h)(aga — h) - - - (ap, — h), le cui radici sono
hi=an, hy=a, .., .., hy=am.

Teorema 4.4.1 Siano A, B € M,(R) due matrici simili, cioé esista una matrice non
singolare C € M, (R) tale che B=C~'-A-C. Siano Y; autovettori di B. Allora A ¢ B
hanno gli stessi autovalori hy, ..., hy, ed inoltre X; = C'-Y; sono autovettori di A, per ogni
autovettore Y; di B.

4.5 Endomorfismi diagonalizzabili.

Sia f : R — RN™ un endomorfismo di V' = R" e siano B e B’ due distinte basi di R".
Indichiamo con A la matrice associata a f rispetto alla base B e con A" quella associata
a f rispetto a B’. Come visto in precedenza, le matrici A e A’ sono simili e quindi esse
hanno gli stessi autovalori. Quindi, pii in generale, diciamo che tutte le matrici relative
ad uno stesso endomorfismo possiedono gli stessi autovalori, indipendentemente dalla base
rispetto alla quale sono costruite.

Diremo che 'endomorfismo f é diagonalizzabile se esiste una base di R”, rispetto alla
quale la matrice associata a f sia diagonale.

Analogamente diremo che una matrice A é diagonalizzabile se é simile ad una matrice
diagonale, cioé se esiste una matrice non singolare P tale che P~!- A - P sia diagonale.
La matrice P sara detta matrice diagonalizzante di A.

Teorema 4.5.1 Siano hq, .., h,, autovalori distinti di f e x1,..,x,, autovettori d f tali
che ogni x; sia autovettore relativo a h;, per ogni i = 1,....m. Allora i vettori xy,..,Tp,
sono linearmente indipendenti.

Da questo teorema segue che se V; e V; sono autospazi relativi a due autovalori distinti
hi; # h;, allora V; N'V; = {0} e quindi la somma V; & V; é diretta.

Siano ora aq, as, .., a,, le molteplicita algebriche rispettivamente degli autovalori hy, ha, .., by,
come radici del polinomio caratteristico. Allora a; + as + ... + a,, = n.
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Supponiamo che per ogni autovalore h;, la sua molteplicita algebrica a; coincida con
la sua molteplicitd geometrica g; = dim(V;) (la dimensione dell’autospazio relativo a h;).

Allora si ha che
dim(V1) + dim(Vy) + ... + dim(V,,) = n = dim(V)

cioé
VieoVed ... oV, =V=R"
ed inoltre 'unione delle basi di tutti gli autospazi costituisce una base di V' = R".
Rispetto a tale base, la matrice associata all’endomorfismo é diagonale. Le colonne

della matrice diagonalizzante sono costituite dagli autovettori di f che costituiscono una
base per R". Vale il seguente:

Teorema 4.5.2 Sia dato l’endomorfismo f : R — R". Le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

i) [ é diagonalizzabile;

ii) ogni autovalore di f possiede una molteplicitd algebrica ed una geometrica coincidenti,
iii) esiste una base dello spazio R" che € costituita da n autovettori di f.
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Esempio 4.5.1

Siano V = R3 e f : R — N3 tale che f(x1,22,23) = (21,22, 71 + 423). La matrice
associata a f rispetto alla base canonica di R? é:

1
A=10
1

o = O
=~ O O

Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

1—h O 0
0 1—-h O =0
1 0 4-nh

cioé
(1—h)*(4—h) =0.
Tali soluzioni sono: h; = 4, con molteplicita algebrica a; = 1 e ho = 1, con molteplicita

algebrica ay = 2.
Determiniamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore:

Per hy =4,
-3 0 0
A-mI=| 0 =3 0
10 0
ed il sistema lineare omogeneo associato é:
—31'1 =0
—3272 =0.
T, = 0

Il rango di tale sistema ¢ 2, quindi vi sono oo! soluzioni, cioé co! autovettori relativi a
hy = 4. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x; = x5 = 0. Per cui il generico
autovettore relativo a hy é X = (0,0, a), al variare di a € R, e autospazio associato a hy
é

Vi ={(0,0,a) e R*, acR}

con dim(Vy) =1e V) =< (0,0,1) >.
Per hy =1,

A—hol =

_ o O
o O O
w o O
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ed il sistema lineare omogeneo associato é:
{ T+ 3.’173 =0.

Il rango di tale sistema ¢ 1, quindi vi sono co? soluzioni, cioé co? autovettori relativi a
ho = 1. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x; = —3x3. Per cui il generico
autovettore relativo a hy é X = (—3a, b, a), al variare di a,b € R, e 'autospazio associato
a hg é

Vo ={(—3a,b,a) € R*, a,bec R}

con dim(V) =2 e Vo =< (=3,0,1),(0,1,0) >.
Per ogni autovalore le molteplicita algebrica e geometrica coincidono, quindi la matrice
¢ diagonalizzabile, I'unione delle basi degli autospazi é una base per R*

B ={(0,0,1),(—3,0,1),(0,1,0)}

e la matrice associata a f rispetto a tale base é diagonale.
La matrice diagonalizzante é formata dagli autovettori che costituiscono la base per

R3:

0 -3 0
P=]0 0 1
1 1 0
Al=pP 1 A P=
101 100 0 -3 0
-5 00 010 0 0 1]=
0 10 10 4 1 1 0
400
010
001

Esempio 4.5.2

Siano V = R% e f : R — N3 tale che f(x1,79,73) = (x1 + x3, 72 + 73,73). La matrice
associata a f rispetto alla base canonica di 2 é:

10
A=10 1
0 0

—_ = =
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Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

1—h O 1
0 1—-nh 1 =0
0 0 1—h

cioé
(1—h)*>=0.

Tali soluzioni sono: h; = 1, con molteplicita algebrica a; = 3.
Determiniamo 'autospazio relativo all’'unico autovalore:

001
A-mlI=]10 0 1
000
ed il sistema lineare omogeneo associato é:
{ T3 = 0.

Il rango di tale sistema ¢ 1, quindi vi sono oo? soluzioni, cioé co? autovettori relativi a
hy = 1. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: x3 = 0. Per cui il generico
autovettore relativo a hy é X = (a,b,0), al variare di a,b € R, e 'autospazio associato a
hl é

Vi ={(a,b,0) € R, a,be R}

con dim(Vy) =2 e V) =< (1,0,0),(0,1,0) >. Le molteplicita algebrica e geometrica non
coincidono, quindi la matrice non é diagonalizzabile, cioé non esiste alcuna base rispetto
alla quale ’endomorfismo sia rappresentabile attraverso una matrice diagonale.

Esempio 4.5.3

Siano V = R3 e f: N3 — N3 tale che f(x1, 20, 73) = (221 + 3, 2709 — T3, 71 — T2 + 23). La
matrice associata a f rispetto alla base canonica di R? é:

2 0 1
A=10 2 -1
1 -1 1

Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:

2—h 0 1
0 2—h -1 |=0
1 -1 1-h
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cioé
(2 —h)(h* — 3h) = 0.
Tali soluzioni sono: h; = 2, con molteplicita algebrica a; = 1, hy = 0, con molteplicita
algebrica ay = 1, hy = 3, con molteplicita algebrica az = 1.
Determiniamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore:

Per hy =2,
0 0 1
A-mI=|0 0 -1
1 -1 -1

ed il sistema lineare omogeneo associato é:

[E3:0
$1—$2—I’3:O.

1 1

Il rango di tale sistema ¢é 2, quindi vi sono co" soluzioni, cioé oo autovettori relativi a
hy = 2. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: z; = x5, x3 = 0. Per cui
il generico autovettore relativo a hy é X = (a,a,0), al variare di a € R, e 'autospazio
associato a hy é

Vi={(a,a,0) eR* acR}
con dim(Vy) =1eV; =< (1,1,0) >.

Per hy =0,
2 0 1
A—hol =0 2 -1
1 -1 1
ed il sistema lineare omogeneo associato é:
21‘1 + x3 = 0

2%2—I3:0
ZEl—l’Q—f—Ig:O

Il rango di tale sistema ¢ 2, quindi vi sono oo! soluzioni, cioé co! autovettori relativi a
hy = 0. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: z; = —xy = —%. Per cui il

2
generico autovettore relativo a hy ¢ X = (=%, §,a), al variare di a € R, e I'autospazio
associato a hy é

o
——

(_%7%’(1) 6%37 aE?R}

con dim(Va) =1e Vo =< (—3,3,1) >.
Per h3 = 3,
-1 0 1
A—hyl=| 0 -1 —1
1 -1 =2
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ed il sistema lineare omogeneo associato é:

—$1+$3:O
—.TQ—LU;g:O
I1—$2—2I3:O

Il rango di tale sistema é 2, quindi vi sono ool soluzioni, cioé co! autovettori relativi a
hs = 3. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: r; = —x9 = x3. Per cui il
generico autovettore relativo a hy é X = (a,—a,a), al variare di a € R, e l'autospazio
associato a hs é

Vs ={(a,—a,a) € R®, acR}

con dim(V3) =1e V=< (1,-1,1) >.
Per ogni autovalore le molteplicita algebrica e geometrica coincidono, quindi la matrice
¢ diagonalizzabile, I'unione delle basi degli autospazi é una base per R*

L1 1),(1,-1,1)}

B=A{(1,1,0),(—=, =
(110 (-5 5,
e la matrice associata a f rispetto a tale base é diagonale:

200
A=1000
00 3

La matrice diagonalizzante é formata dagli autovettori che costituiscono la base per
3
1
-1
1

-
P=|1
0

=N =

Esempio 4.5.4

Siano V = R% e f : N3 — N3 tale che f(x1, 79, 73) = (311 + X9, 372, 371). La matrice
associata a f rispetto alla base canonica di 2 é:

A:

w O W
O W =
o O O

Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratteristica:
3—h 1 1

0 3—-h 0 |=0
3 0 —h
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cioé
~h(3—-h)*=0.
Tali soluzioni sono: h; = 0, con molteplicita algebrica a; = 1, hy = 3, con molteplicita
algebrica ay = 2,
Determiniamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore:

Per h; =0,
310
A-—hmhI=|0 3 0
300
ed il sistema lineare omogeneo associato é:
35(]1 —+ 19 = 0
31‘2 =0
31’1 =0

1 1

Il rango di tale sistema ¢é 2, quindi vi sono co" soluzioni, cioé co autovettori relativi a
hy = 0. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: ;1 = x5 = 0. Per cui il generico
autovettore relativo a hy é X = (0,0, a), al variare di a € R, e autospazio associato a hy
é

Vi ={(0,0,a) €R*, acR}

con dim(Vy) =1e V) =< (0,0,1) >.

Per hg = 3,
01 0
A—hol=10 0 0
3 0 -3

ed il sistema lineare omogeneo associato é:

[L’QZO
3.’131—31173:0.

Il rango di tale sistema ¢ 2, quindi vi sono ool soluzioni, cioé co! autovettori relativi a
hy = 3. Essi si ottengono risolvendo il sistema omogeneo: zo = 0, 1 = x3. Per cui
il generico autovettore relativo a hy é X = (a,0,a), al variare di a € R, e l'autospazio
associato a hy é

Vo ={(a,0,a) € R*, acR}
con dim(Vy) = 1 e Vo =< (1,0,1) >. L’autovalore hy = 3 ha le molteplicita differenti,

quindi la matrice non é diagonalizzabile.

Corollario.Se gli autovalori di un endomorfismo f sono tutti distinti tra loro, cioé
ciascuno di essi ha molteplicita algebrica 1, allora f é certamente diagonalizzabile.
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Osservazione. Esiste una classe di matrici (e quindi di endomorfismi) per le quali
siamo certi della loro diagonalizzabilita: sono le matrici simmetriche (gli endomorfismi
rappresentati da matrici simmetriche). Vale il seguente:

Teorema 4.5.3 Sia A € M, (R) una matrice simmetrica. Esiste una matrice non sin-
golare P € M,(R) tale che P~ - A - P sia una matrice diagonale. Inoltre la matrice
diagonalizzante P € costituita da vettori colonna tra loro ortogonali.

Parallelamente, per ogni endomorfismo f di R™, che sia rappresentato da una matrice sim-
metrica, esiste una base di R", composta da autovettori di f tra loro ortogonali (si dice
base ortogonale), rispetto alla quale f é rappresentabile tramite una matrice diagonale.

Esempio 4.5.5

Siano V = R3 e f: R3 — N3 tale che f(x1,22,23) = (¥1 + 2o + 3,71, 7). La matrice
associata a f rispetto alla base canonica di i3 é:

1 11
A=1]1 0 0
1 00
che é simmetrica. Gli autovalori della matrice A sono le soluzioni dell’equazione caratter-
istica:
1—h 1 1
1 —h 0 |=0
1 0 —h
cioé

h(h —2)(h +1) = 0.

Tali soluzioni sono: h; = 0, con molteplicita algebrica a; = 1, hy = 2, con molteplicita
algebrica as = 1, h3 = —1 con molteplicita algebrica ag = 1. La matrice é diagonalizzabile
ed una sua forma diagonale é

2 0 0
A=]0 -10
0 0 0
per ottenere la quale si utilizza la matrice diagonalizzante
2 1 0
P=1]1 -1 1
1 -1 -1

le cui colonne sono gli autovettori, tra loro ortogonali, che costituiscono una base di #*
rispetto alla quale A’ é la matrice associata a f.
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4.6 Esercizi.

Esercizio 4.6.1 Sia f: R* — R* una applicazione lineare cosi definita: f(xy, 9, x3) =
(21,0,23,0). Determinare nucleo, immagine ed una loro base.

Esercizio 4.6.2 Sia f : R* — R3 una applicazione lineare cosi definita: f(xy, x93, 14) =
(x1 + xo, 9 — 3,1 + 23). Determinare nucleo, immagine ed una loro base.

Esercizio 4.6.3 Sia f : R* — R* una applicazione lineare cosi definita: f(xy,z9,23) =
(x1,71+ T2 — X3, 201 + T2 — T3, T2 — x3). Determinare nucleo, immagine ed una loro base.

Esercizio 4.6.4 Sia f : R* — R3 una applicazione lineare cosi definita: f(xy,zs,x3,14) =
(x1 — @, 201 — T3 + x4, —T1 + T2 + 4). Determinare nucleo, immagine ed una loro base.

Esercizio 4.6.5 Sia f : 2 — R una applicazione lineare cosi definita: f(xy,13) =
(x1 + 2x9, 3w, x1). Determinare la matrice associata alla f rispetto alle sequenti basi:

B ={(1,1),(2,1)} di ®*
By ={(1,1,0),(1,0,0),(1,2,1)} di R
Esercizio 4.6.6 Sia f : 2 — R* una applicazione lineare cost definita: f(x1, 29, 23) =

(x1 + 9, X9, T1 + X9, x3). Determinare la matrice associata alla f rispetto alle basi canon-
iche in B3 e N

Esercizio 4.6.7 Sia f : R° — N2 una applicazione lineare cosi definita: f(xy,xo, T3, T4, T5) =
(r1 — x4, 9 — x4, x3). Determinare la matrice associata alla f rispetto alle basi canoniche
in R e RNO.

Esercizio 4.6.8 Sia f: R* — R* una applicazione lineare cosi definita: f(xy,z9,23) =
(51 + 4xo — 93, 421 + 59 — 93, =917 — 929 + 923, T1 + T2 + 3). Determinare la matrice
associata alla f rispetto alla base canonica in R* e B = {(1,1,0), (1,0, —1),(0,1,—1)} in
R3.

Esercizio 4.6.9 Sia f : ®* — R2 una applicazione lineare avente matrice associata
1 00 1
-1 1 2 -1

Bl:{(171)7(170)} di R
By ={(1,1,1,0),(1,0,0,0),(2,0,0,1),(0,0,1,0)} di R*

Determinare la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche sia nel dominio che nel
codominio.

rispetto alle basi
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Esercizio 4.6.10 Sia f : ®* — R* I'endomorfismo avente matrice associata
1 0 10

-1 0

0 0

1 1

o O O
— = =

rispetto alla base
B =1{(1,0,0,-1),(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,0)} di R*

sia nel dominio che nel codominio. Determinare la matrice associata a f rispetto alle basi
canoniche sia nel dominio che nel codominio.

Esercizio 4.6.11 Sia f : R — R3 l'endomorfismo avente matrice associata

1 1 2
21 3
31 4

rispetto alle bast
B, ={(1,1,0),(1,0,1),(0,0,1)} nel dominio

By ={(1,0,-1),(1,0,1),(0,1,0)} nel codominio.

Determinare la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche sia nel dominio che nel
codominio.

Esercizio 4.6.12 Determinare gli autovalori, una base per gli autospazi e, quando possi-
bile, la matrice diagonalizzante della sequente matrice:

1 2 2
1 31
2 21
Esercizio 4.6.13 Determinare gli autovalori, una base per gli autospazi e, quando possi-
bile, la matrice diagonalizzante della sequente matrice:

1 00
010
1 0 4

Esercizio 4.6.14 Determinare gli autovalori, una base per gli autospazi e, quando possi-

bile, la matrice diagonalizzante della sequente matrice:

1 01
011
0 01
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Esercizio 4.6.15 Determinare gli autovalori,
bile, la matrice diagonalizzante della sequente
2 0
0 2
1 -1

Esercizio 4.6.16 Determinare gli autovalori,

bile, la matrice diagonalizzante della sequente

2
0 2
1 -2

Esercizio 4.6.17 Determinare gli autovalori,

bile, la matrice diagonalizzante della sequente

1 0
0 O
0 -2

Esercizio 4.6.18 Determinare gli autovalort,

bile, la matrice diagonalizzante della sequente

w o w
S W =

una base per gli autospazi e, quando possi-
matrice:

1
-1
1

una base per gli autospazi e, quando possi-
matrice:

—1
1

una base per gli autospazi e, quando possi-
matrice:

1
-2
0

una base per gli autospazi e, quando possi-
matrice:

o O O



Capitolo 5

La forma canonica di Jordan.

5.1 La forma canonica di Jordan.

Sia f : " — R" un endomorfismo. Abbiamo in precedenza analizzato in quali casi
tale endomorfismo sia diagonalizzabile, cioé quando esista una base di R" composta da
autovettori di f, rispetto alla quale la matrice associata all’endomorfismo si presenti in
forma diagonale. In sostanza abbiamo visto che, quando f ¢é diagonalizzabile, tutte le
matrici che si possono ad esso associare, in una qualsiasi base di ", sono tra loro simili e
tutte simili ad una matrice diagonale. Abbiamo concluso che non tutti gli endomorfismi,
Ci proponiamo ora di affrontare
I’analisi di una classe di matrici sufficientemente semplici, in modo tale che ogni matrice
quadrata sui reali sia simile ad una di esse, e di conseguenza ogni endomorfismo possa
essere rappresentato, in una qualche base, da una di queste matrici, dette forme canoniche.
Fra tutte tali forme, certamente la pitd semplice é la forma canonica di Jordan.
Diciamo Blocco di Jordan di ordine p e relativo allo scalare o € R, la matrice

e quindi non tutte le matrici, sono diagonalizzabili.

a 1 0 0 0 0 0 O
0O a1 0 0 0 0 O
0 0 a1 0 0 0 O
0 001 0 0 O
Jp(a) =
0 000 0 0 a1
L0 0 0 0 0 0 0 «
cioé gli elementi a;; della matrice sono
@ se 1=7
aij = 1 se ] =71 + 1
0 negli altri casi

85
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Diremo che una matrice A € M, (R) é in forma canonica di Jordan se essa presenta la
seguente forma diagonale a blocchi di Jordan

[ o (01) 0 0 0 0 0 0 0
0 Ju(as) O 0 0 0 0 0
0 0  Julas) O 0 O 0 0
. 0 0 0  Ju(as) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 Ju_ (ows) O
0 0 0 0 0 0 0 T, () |

dove ogni J,,(c;) é un blocco di Jordan di ordine n; relativo ad un qualche scalare a; ed
ovviamente ) ; n; = n.

Esempio 1 *.

31000
03100 530
A=100300]= 0 L)
00021 2

0000 2

(2100 0 07

021000 7(2) 0

002000
Ay = = 0 J4) 0

000410 0 0 L)

000040 !

(00000 3]

3000 Ji(3) 0 0 0
4|0 200 0 Ji(2) 0 0
T 1004 0] | o0 0 Jy(4) 0

0005 0 0 0 Ji(5)

Notiamo allora che le matrici diagonali sono delle particolari matrici di Jordan, con un
numero di blocchi pari all’ordine della matrice stessa ed ogni blocco ha ordine 1.

Teorema. Sia A € M,(R) una matrice il cui polinomio caratteristico abbia tutte
radici reali. Allora esiste una matrice non singolare C' € M, (R) tale che la matrice
C~YAC sia in forma canonica di Jordan. In altre parole, per ogni endomorfismo f di R"
avente tutti gli autovalori nel campo reale, esiste una base di R", rispetto alla quale, la
matrice associata a tale endomorfismo sia in forma canonica di Jordan.
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Sia A la matrice e indichiamo con
PX)=(X=A)" - (X =X)? (X =)™

il suo polinomio caratteristico, in cui Ay, Ag s, ..., Ap sono tutti gli autovalori di A, tra loro
distinti e tali che 'autovalore \; abbia molteplicita algebrica, come radice del polinomio
caratteristico, pari a r;, con Y., 7; = n. Indichiamo con A’ la forma canonica di Jordan
simile alla A. Gli scalari rispetto ai quali i blocchi di Jordan della A" vengono costruiti
sono proprio gli autovalori della matrice A, cioé per ogni autovalore di A esiste almeno
un blocco di Jordan in A’.

A questo punto, per poter effettivamente costruire la matrice nella sua forma canonica
di Jordan, é necessario rispondere alle due seguenti domande:

1) Quanti sono i blocchi di Jordan relativi a ciascun autovalore?

2) Quale deve essere l'ordine di ciascun blocco?

5.2 Numero totale di blocchi relativi ad uno stesso
autovalore.

Sia A un autovalore di A con molteplicita geometrica pari a m, cioé sia dim(Vy) = m,
dove V) é I'autospazio associato a A\. Supponiamo che tutti gli autovalori di A siano reali,
quindi esiste una forma canonica di Jordan A’ di A. Allora il numero di blocchi di Jordan
in A’ relativi all’autovalore A é proprio m.

In particolare, per ogni autovalore per il quale le molteplicita algebrica e geometrica
coincidano (diciamo m per entrambi i valori), allora nella A’ compaiono m blocchi relativi
all’autovalore e tutti con ordine 1.

Esempio 2 *.

Sia A € M3(R) con autovalori Ay, As.

Se i due autovalori sono distinti, allora sappiamo che la dimensione geometrica di
entrambi é 1, per cui esiste un blocco di Jordan per ognuno dei due autovalori e ciascun
blocco ha ordine 1, cioé la matrice é diagonalizzabile, la forma di Jordan coincide con
1 0
0 X |

Se i due autovalori coincidono (A; = Ay = A) e la dimensione dell’autospazio associato
¢ 2, allora esitono due blocchi di Jordan relativi all’autovalore, ciascuno con ordine 1.
Anche in questo caso la matrice é diagonalizzabile e la forma canonica di Jordan si riduce

quella diagonale ed essa é

alla semplice forma diagonale ())\ g)\ .
Se i due autovalori coincidono (A; = Ay = A) ma la dimensione dell’autosazio associato
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¢ 1, allora esiste un solo blocco di Jordan relativo all’autovalore, ed esso deve avere

) ) ) ) , . Al
necessariamente ordine 2. La forma canonica di Jordan é in tale caso [ 0\ ]

Esempio 3 *.

Sia A € M3(R) e siano Ay, Ay, A3 € R gli autovalori di A.

Se i tre autovalori sono tutti distinti allora la matrice é diagonalizzabile. Infatti ogni
autospazio ha dimensione 1 e quindi esiste un solo blocco relativo ad ogni autovalore ed
ogni blocco ha ordine 1. La forma canonica di Jordan si riduce a quella diagonale ed é

A 000

0 X O

0 0 A3

Supponiamo ora che A\; = Ay = X\ e A3 sia distinto dai primi due.

Se la molteplicita geometrica di A é 2, allora vi sono due blocchi di Jordan relativi a A
ed ovviamente uno relativo a A3, per cui ciascun blocco dovra avere ordine 1, e la matrice

A0 0
é diagonalizzabile, con forma canonica | 0 A 0
0 0 As

Al contrario, se la molteplicita geometrica di A é 1, allora esiste un solo blocco di
Jordan relativo a A. Poiché il blocco relativo a A3 deve necessariamente avere ordine 1,

A1 0
allora il blocco relativo a A ha ordine due, e la forma canonica é | 0 A 0
0 0 As

Infine consideriamo il caso in cui 1 tre autovalori siano tutti coincidenti col valore .
Se la molteplicita geometrica dell’autovalore é anche 3, allora la forma canonica di

A0 0
Jordan si riduce a forma diagonale | O A 0
0 0 A

Se la molteplicita geometrica dell’autovalore é 2 allora esistono due blocchi di Jordan
relativi ad esso, quindi uno di questi avra ordine 2 e l'altro avra ordine 1. La forma

A1 0
canonica sard | 0 A 0 |. Se la molteplicita geometrica dell’autovalore é 1, esiste un
0 0 A
A1 0
solo blocco di Jordan relativo ad esso e la forma canonica é | 0 A 1
0 0 A

Esempio 4 *.
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Sia A € M6<§R),

01 -1 -1 1 -1
00 1 2 0 1
00 1 1 0 0

A=190 0 1 0 1
00 0 0 2 -1
00 0 0 1 0

Il polinomio caratteristico ¢ det(A — A\I) = X3(A —1)%(\ —2), cioé \; = 2 é autovalore
con molteplicita algebrica 1, quindi esistera un solo blocco relativo ad esso ed avra ordine
1.

Ay = 0 é autovalore con molteplicita algebrica 3, mentre I’autospazio ad esso associato
ha dimensione 1. Esiste allora un solo blocco di Jordan ad esso relativo.

Infine I'autospazio relativo all’autovalore A3 = 1 ha dimensione 2, quindi vi sono due
blocchi di Jordan ad esso relativi, necessariamente entrambi di ordine 1.

La forma canonica sara:

1 000 0O
010000 (1) 0 0 0
000100l _| 0 s@) 0 0
000010 0 0  J0) 0
000000 0 0 0 L2
(00000 2]
Esempio 5 *.
SiaAEM:;OR),
1 2 5
A=10 14 39
0 -5 —14
11 polinomio caratteristico ¢ (A —1)(1 — A)(1 + A). Quindi un autovalore é A\; = —1 con

molteplicita algebrica e geometrica pari ad 1, per cui ad esso é associato un solo blocco
di Jordan di ordine 1.

L’altro autovalore é Ay = 1 con molteplicita algebrica 2. La dimensione dell’autospazio
ad esso associato ¢ 1, quindi vi é un solo blocco ad esso corrispondente, ed ovviamente
deve avere ordine 2. La forma canonica della matrice é allora

11 0
A=101 0
00 -1
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5.3 Ordine massimo di un blocco in matrici con un
unico autovalore.

Quanto detto fino ad ora é sufficiente per determinare una eventuale forma canonica di
una matrice con un ordine due o tre. Occupiamoci ora di come determinare gli ordini dei
blocchi in matrici che presentino un unico autovalore, nel caso in cui la matrice A € M,,(R)
da riportare in forma canonica A’ abbia un ordine superiore o uguale a 4.

Sia A 'autovalore della matrice A, ossia il polinomio caratteristico sia det(A—AI)" e si
consideri B = A— A, dove I sia la matrice identica di ordine n. Supponiamo che B™ = ()
per qualche intero m (si dice in tal caso che la matrice B é nilpotente). Indichiamo con

r=min{te N : B'=0}

dove indichiamo con 0 la matrice nulla (con ogni elemento nullo). Chiamiamo r indice di
nilpotenza di B.

Allora esistera certamente almeno un blocco di Jordan relativo a A che abbia ordine
r ed ogni altro eventuale blocco di Jordan relativo a A avra un ordine minore o al piu
uguale a r.

Esempio 6 *.
Sia A € Mﬁ(%),

01 1 00 0
01 0 01 —1
~11 2 00 0

A=10 0 0 10 o0
1 0 -1 11 1
00 0 10 1 |

Il polinomio caratteristico é det(A—\I) = (A—1)", cioé A = 1 é autovalore con molteplicita
algebrica 6.
[’autospazio associato €

V={(a—0b,-b,a,0,b,b), a,be R}

che ha quindi dimensione 2. Vi sono allora due blocchi relativi all’autovalore A = 1.

Calcolando l'indice di nilpotenza della matrice B = A — A\ = A — I, si avra B = 0,
cioé uno dei due blocchi ha ordine 5, quindi 'altro deve avere necessariamente ordine 1.
La forma canonica della matrice é



CAPITOLO 5. LA FORMA CANONICA DI JORDAN. 91

A=

O~ —~, OO O
_0 O O OO
Il
| — |
S
—~
[

S~—

(@)
| —

S OO oo
[lelelell S S
O OO = = O
OO == OO

5.4 Numero di blocchi di uno certo ordine relativi ad
uno stesso autovalore.

Sia al solito A € M,(R) con autovalori hy,...,h,,. Fissiamo un hy autovalore di A.
Abbiamo precedentemente visto che il numero totale di blocchi di Jordan relativi a hg é
pari alla dimensione dell’autospazio associato a hg, cioé la molteplicita geometrica di hg.
Inoltre I'ordine massimo di questi blocchi é dato dall’indice ¢ di nilpotenza della matrice
A —hol.

Ci proponiamo ora di risolvere I’ultimo problema nella costruzione della forma canonica
di Jordan di una matrice: fissiamo l'intero £ < ¢. Ci chiediamo quanti blocchi di ordine
k sono associati all’autovalore hg.

Useremo la seguente notazione:

r; = rango(A — hol)', per ogni i=1,2,3,..,t.
Se k =1 allora il numero di blocchi di ordine 1 relativi a hy é pari a
n —2r; + ro.

Per k£ > 2 vale la seguente tabella, in cui sono riportati a sinistra gli ordini di tutti i
blocchi che eventualmente si possono presentare, e a destra il numero di tali blocchi:

ORDINE DEI BLOCCHI NUMERO DEI BLOCCHI
2 ry—2ro + 13
3 Tog — 213 + 14
4 rs — 27"4 + 75
5) T4 — 2T5 + 76
6 rs — 2r¢ + 17

k Th—1 — 2T + Tht1
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Esempio. Consideriamo la matrice

O OO N WO oo
SO N OO DO OO
SN OO OO
— W= O oo oo

CcCoococ oo O R
CoOO0 0O O R A
CoOO0 0O~ WL
cCoocoNnmOo oo

L’equazione caratteristica é det(A — hI) = (1 — h)3(2 — h)® = 0, da cui otteniamo gli
autovalori A; = 1 con molteplicita algebrica 5, ho = 2 con molteplicita algebrica 3.

L’autospazio relativo all’autovalore hy = 1 ha dimensione 2, quindi vi sono 2 blocchi
di Jordan relativi a tale autovalore. Inoltre:

A—hljz

SO OO OO oo
O OO OO OO
O OOk WO oo
SO OO o oo
S ONODO O OO
S WL OO o oo

OO OO OO WL
OO OO O OO

che ha rango 6, quindi r; = 6.

—_
[\

(A—mlI)*=

S OO OO o oo
DO DD O o oo
OO O, OO OO
OO OO O oo
SO NODO O oo

[leloelell S =l
OO JNO O o oo

OO OO O oo

che ha rango 4, quindi r, = 4.
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00 0O0O0OO0DO 0O O
00 0O0O0OO0DO OO O
000O0OO0OO0ODO OO
00019000
J— 3 —
(A= Ml) 00001000
000O0OO0OT1TZ2¢7
000O0OO0OO0DO OO O
10000000 0]
che ha rango 3, quindi r3 = 3.
0000 0 0O0 0]
0000 0O O0OO0OO
0000 0O O0OO0O
_ 4 |0 00112 000
A=hD"=100001 00 0
0000 O0 127
0000 0O O0OO0ODUO
L0000 0 00 0]
che ha rango 3, quindi r, = 3. Quindi
ORDINE DEI BLOCCHI NUMERO DEI BLOCCHI
1 0
2 1
3 1

¢’é un blocco di ordine 2 ed uno di ordine 3 relativi all’autovalore h; = 1.

Passiamo all’autovalore hy = 2.

-1 4 5 000 0 0
0 -1 3 000 0 O
0 0 -1 000 0 O
0 0 0 030 0 0
A=hl=1"46" "0 09 000 0 o0
0O 0 0 000 2 1
O 0 0 000 -1 3
0 0 0 000 0 -1

che ha rango 6, quindi 7; = 6 e vi sono in totale 2 blocchi relativi a tale autovalore.
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1 -8 2 000 0 0
0 1 -6 000 0 O
0O 0 1 00O O O
_ > 0O 0 0 0O0O0 0 O
A=hD=14% 9 9 000 0 o
0O 0 0 000 =2 5
0O 0 0 00O 1 -6
00 0 000 O 1 |
che ha rango 5, quindi 75 = 5.
[—-1 12 —-21 0 0 0 O 0
0O -1 9 000 0 0
0O 0 -1 000 0 0
0 0 0O 000 O 0
— 3 e
A=hD*=1"0 "6 0 000 0 o0
0 0 0O 000 2 -11
0 O 0O 00 0 —1 10
. 0 0 0O 000 0O -1
che ha rango 5, quindi r3 = 5. Quindi
ORDINE DEI BLOCCHI NUMERO DEI BLOCCHI
1 1
2 1

¢’é un blocco di ordine 1 ed uno di ordine 2 relativi all’autovalore hy = 2.
Quindi una forma canonica di Jordan della matrice di partenza é la seguente:

A=

OO o, MM, O OO
DO NOO OO oo
DN O OO oo oo
N =R OO OO oo

O OO OO oo
O OO OO O+
[ elelellell =N
OO OO == OO

Osservazione finale. L’ordine con cui i blocchi compaiono nella forma canonica di
Jordan non é fondamentale per 'individuazione della forma canonica stessa. Si dice infatti
che la forma canonica ottenuta é unica a meno di permutazioni dei blocchi di Jordan di
cui é composta. Permutando tali blocchi si ottiene comunque una forma canonica che
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sia simile a quella precedente. Tale permutazione corrisponde di fatto alla scelta di una
differente base di R" rispetto alla quale la matrice che rappresenta I’endomorfismo é ancora
espressa in forma canonica di Jordan.

(*) Tutti gli esempi sono tratti da
Edoardo Sernesi, Geometria 1, Bollati Boringhieri.

5.5 Esercizi.

Esercizio 5.5.1 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

5]

Esercizio 5.5.2 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

1
0
1

o = O
N O O

Esercizio 5.5.3 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

= O N
S N W
N OO

Esercizio 5.5.4 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

1 2 5
0 14 39
0 -5 —-14

Esercizio 5.5.5 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

01 1 00 0
01 0 01 —1
11 2 00 0
00 0 10 0
1 0 -1 11 1
00 0 10 1 |
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Esercizio 5.5.6 Determinare la forma canonica di Jordan della sequente matrice:

01 -1 -1 1 -1
00 1 1 0 0
00 1 1 0 0
00 0 1 0 1
00 0 0 2 -1
00 0 0 1 0



Capitolo 6

Le forme bilineari e le forme
quadratiche reali.

6.1 Introduzione.

Siano K un campo e V, W due spazi vettoriali su K, rispettivamente di dimensione n
e m. La applicazione f : V x W —— K che fa corrispondere ad una coppia di vettori
(v,w) € V x W uno scalare f(v,w) € K, é detta forma bilineare se valgono le seguenti
proprieta: per ogni v,vy,v9 € V, w,wi,we € W, a0, f € K

f(OéUl + ﬁ’l}z,U)) = Oéf(’l}l,UJ) + ﬂf(’l)g,ﬂ])

f(v, qwy + Bwy) = af(v,wr) + Bf (v, ws).

In sostanza la f é lineare sia in V' che in W.

Esempio. La applicazione f : R? x R3 — R, definita da f((z1,22), (y1,y2,¥3)) =
1(y1 + y2) + 2(y1 — y3), € una forma bilineare. Per dimostrarlo é sufficiente verificare
che per Ogni aab S §R7 (xlny)a (l’&,l’é) S %27 (ylay27y3)7 (yi’yéayé) € %37 si abbia

f(a(‘rl?x?) + b<x/1’ x/2)7 (yh Y2, y3)) = af((xla xQ)? (yla Y2, yS)) + bf((xllv 1/2), (yhyQ, y3))

e

f((z1,22), a(yr, yo, ys3) + b(Yh, Yo, y3)) = af (21, 72), (Y1, Y2, y3)) + 0f (21, 72), (U1, Y5, Y3))-

Proprieta. Siano Oy e Oy rispettivamente il vettore nullo in V' e quello nullo in W.
Allora f(Oy,w) =0e f(v,0) =0, perogniv eV, we W.

97
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6.2 Forme bilineari e matrici.

Sia f : V x W — K una forma bilineare e siano rispettivamente B = {by, b, ..,b,} €
C ={c,ca,..,cpn} una base di V' ed una di W entrambe su K. Allora per ogni coppia di
vettori v € V e w € W, essi si possono esprimere come combinazione lineare dei vettori
base tramite le proprie componenti:

V= Ulbl + ’U2b2 + Ugbg + + ’Unbn
W = W1C1 + WaCy + W3C3 + ...... + W Cm-
Allora, sfruttando le proprieta di bilinearita della f si ha:
fv,w) = f(v1by + vabs + v3bs + ...... + Upby, wicr + Wacy + wacs + ... + W) =
viw f (b1, c1) + viwa f (b1, c2) + viws f (b1, c3) + ... + V1w f (b1, cm )+
Ugwlf(bg, Cl) —|— Ugwgf(bg, 62) + Ug’wgf(bg, Cg) —|— + Ugwmf(bg, Cm) + .....
........ + vpwy f(bn, c1) + vawa f(by, c2) + vpws f (b, c3) + ... + VWi f (by, C)-

Indichiamo con a;; = f(b;,¢;), al variare di tutti gli elementi b; e ¢; delle due basi. Con
tali scalari costruiamo una matrice A = (a;;) che viene detta la matrice associata alla f
rispetto alle basi B e C'. Se denotiamo

U1 w1

V2 (%)

U3 w3
v = , W=

Up, W,

allora possiamo osservare che f(v, w) = vT Aw. Quindi ad ogni forma bilineare é associata
una matrice relativa ad una scelta di basi.

Viceversa per ogni matrice A € M,,,(K) esiste una forma bilineare f : V x W — K,
definita da f(X,Y) = XTAY, per ogni vettore X € V espresso per componenti in una
certa base B di V' e per ogni vettore Y € W espresso per componenti in una certa base
Cdiw.

In definitiva, la scelta delle basi é determinante al fine di definire una qualsiasi forma
bilineare associata ad una matrice.

Esempio. Sia f : ®2 x R — R, definita da f((z1,22), (y1,y2,¥3)) = z1(y1 +
y2) + x2(y1 — y3), determiniamo la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche
B = {bl, bg} = {(]_, 0), (0, 1)} di §R2 e(C = {017 Co, 03} = {(17 0, O), (O, 1, 0)7 (O, O, ].)} di §R3.

f(blacl) =1, f(bl,c2) =1, f(b1703) =0
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f(ba,c1) =1,  f(ba,c2) =0, f(ba,c3) =—1

allora la f si pud rappresentare, rispetto alle basi canoniche, nel modo seguente:

n
Y2 |-
Y3

Consideriamo ora due basi diverse da quelle canoniche: D = {d;,d>} = {(1,1),(2,1)}
di R2 ¢ E = {eg,eq,e3} = {(1,1,0),(0,0,1),(2,0,1)}. Calcoliamo gli elementi della
matrice associata in tali basi:

(@1, @2), (Y1, 92,93)) = T1(y1 + y2) + 22(y1 — ¥3),

n=ln w1 Y]

fldi,er) =3, f(di,ex) = =1, f(di,e3) =3
f(da,e1) =5, f(ds,e2) = =1, f(ds,e3) =5

allora la f si pud rappresentare, rispetto alle basi C' e D, nel modo seguente:

n
3 —1 3
f(X7Y) = { T1 T2 } [ 5 _1 5 ] Y2 ] 2371(31/1 —y2—|—3y3)+562(5y1 —3/2+5Z/3)-
Y3

Esempio. Sia f : R x ®2 — R una forma bilineare, alla quale sia associata la

1 1
matrice { 10 ] rispetto alle basi B = {by, by, b3} = {(1,1,0),(0,0,1),(0,1,1)} di R e
2 1

C ={c1,c0} = {(1,1),(0,1)} di R2. Determiniamo la matrice associata a f rispetto alle
basi D = {d1,ds, ds} = {(0,1,0),(0,1,1),(2,0,1)} di R e E = {e1,ex} = {(1,1),(2,1)}
di R2.

L’espressione della f rispetto alle basi B e C' é data da:

1 1
f(X)Y) = [ Ty1 T2 I3 } { 1 O] [z; 1 = x1(y1 + y2) + zoy1 + 23(2y1 + yo2).
2 1

Per poter determinare la matrice rispetto alle nuove basi, dovremmo calcolare i coefficienti
f(di,ej). Poiché I'unico strumento che abbiamo é la matrice data rispetto alle basi B e
C', siamo costretti inizialmente ad esprimere tutti i vettori d; e e; per componenti rispetto
alle basi B e C, e solo allora potremo effettuare il calcolo degli f(d;, e;).

dl - (O, 1,0) - (O, —1, 1)3, dg — (0, 1, 1) — (0,0, 1)3, d3 - (2,0, 1) — (2,3, —2)3

er=(1,1) = (1,0)c, e =(2,1)=(2,—1)c.
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fldier) =1, f(di,e2) =1
fldy,e1) =2, f(da,e2) =
flds,en) =1, f(ds,eq) =2

allora la f si pud rappresentare, rispetto alle basi D e E, nel modo seguente:

1 1
f(X)Y) = { T, Ty T3 } 2 3 [ ?;; ] =21(y1 + y2) + x2(2y1 + 3y2) + z3(y1 + 2y2).
1 2

6.3 Forme bilineari simmetriche e forme quadratiche.

Sia f : V xV — K una forma bilineare definita in V' x V', dove V sia uno spazio
vettoriale di dimensione n sul campo K. Sia B = {ej, s, ..,e,} una base di V e sia A la
matrice associata a f rispetto a B. Per quanto detto fin’ora, una rappresentazione della
f éla seguente: f(X,Y) = XTAY, per ogni X,Y vettori di V.

Diciamo che la forma bilineare é simmetrica se accade che f(X,Y) = f(Y, X) per ogni
X,Y € V. Poiché, da tale definizione, in particolare dovra essere f(e;,e;) = f(ej,e;), per
ogni e;, e; vettori differenti della base B, allora la matrice A associata alla f, sard una
matrice simmetrica.

Viceversa, data una matrice A simmetrica di ordine n, si pud definire la forma bilineare
f(X,Y) = XTAY, definita in V x V, dove V sia uno spazio vettoriale di dimensione n su
un campo K. Si osserva facilmente che tale f é una forma bilineare simmetrica.

In definitiva tutte le forme bilineari simmetriche sono rappresentate da matrici sim-
metriche ed inoltre, per ogni matrice simmetrica si pud definire una forma bilineare
simmetrica, relativamente ad una base B dello spazio vettoriale.

Esempio. Sia f : R x R — R una forma bilineare, alla quale sia associata la
1 10

matrice | 1 0 2 | rispetto alla base canonica di R*. La rappresentazione della f é
0 21
allora la seguente

1 1 0
[(X)Y) = [ T1 Ty I3 } 10 2 Y2 | = T1y1 + Loy + 21y + 223Yy2 + 2223 + 13Y3.
0 2 1 yg

Essa é simmetrica, poiché associata ad una matrice simmetrica. Si noti che per deter-
minare la simmetricita della f é sufficiente constatare che le coppie dei termini misti x;y;
e x;y; abbiano lo stesso coefficiente, per ogni scelta di i e j.
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Introduciamo ora il concetto di forma quadratica associata ad una forma bilineare
simmetrica. Sia quindi f : V XV — K una forma bilineare simmetrica definita in V' x V|
dove V sia uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K e sia A la matrice associata
alla f. Definiamo ¢ : V' — K la applicazione che agisce nel modo seguente: per ogni
X eV, q¢X)=f(X,X)=XTAX. La ¢ ¢ detta forma quadratica (associata o polare
alla forma f).

Esempio.
Come nell’esempio precedente, sia f : B3 x 3 — R la forma bilineare simmetrica
definita da

110 Y1
[(X,Y) = [ Ty Ty X3 } 10 2 Y2 | = y1 + Ty + T1Ye + 223y + 2T2y3 + T3Y3
0 2 1 Ys

rispetto alla base canonica di 3. Allora la forma quadratica associataa f élaq: 5 — R
definita da

1 10
q(X):f(X,X):[:vl To 1‘3} 1 0 2 Ty | = 2] + 201wy + 4wow3 + 23
0 2 1

Notiamo che, pur rimanendo invariata la matrice associata ad f e ¢ , essa si ottiene
in modo differente se ricavata dai coefficienti dei monomi presenti nella espressione di f
oppure da quelli presenti nella espressione di ¢.

Infatti se volessimo costruire tale matrice, rispetto alle basi canoniche, a partire dalla
f, sarebbe sufficiente considerare il coefficiente del termine z;y; come I’elemento di posto
(1,7) della matrice stessa.

Se invece volessimo la matrice, a partire dalla ¢, dovremmo notare che il termine misto
x;x; scaturisce dalla somma dei due termini misti z;y; e z;y; presenti nella f. Per cui, se
b;; ¢ il coefficiente di x;z; allora %9 ¢ I'elemento di posto (i, j) nella matrice.

Per quanto riguarda gli elementi della diagonale principale della matrice, essi sono i
coefficienti dei termini x;y; in f oppure, indifferentemente, dei termini z? in q.

Esempio. Sia f: %* — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 3z% + 22129 —
4aoxs + Tas — a3 cioé

3 1 0 T
(X) = [ Ty Xy T3 } 1 7 =2 Ty | =322 + 22wy — dwons + T2 — 22

rispetto alla base canonica di 3.
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Allora la forma bilineare simmetrica associata a ¢ é la f : ®3 x R — R definita da

3 1 0 Y1
f(X, Y) = { Ty T2 I3 } 1 7 -2 Yo =
0 -2 -1 Ys

3T1y1 + T1Y2 + TTays + Toy1 — 2T9Y3 — T3Y3 — 2T3Y.

Per quanto visto fin’ora, potremo da ora in poi confondere le proprieta relative ad una
forma bilineare simmetrica con quelle della forma quadratica ad essa associata. Infatti
tali proprieta sono semplicemente caratteristiche della matrice che rappresenta entrambe

le feq.

6.4 Cambiamento di base in una forma quadratica.

Sia ¢ : R" — R una forma quadratica reale. Siano A; la matrice associata alla ¢ rispetto
alla base B; di R" e A, la matrice associata rispetto alla base By di R". Indichiamo con
C la matrice del cambiamento di base da B; a By. Quindi, se X € R" é un vettore, di
componenti X rispetto alla base By e componenti X, rispetto alla base Bs, allora la legge
che lega tra loro tali componenti ¢ X, = C'Xj.

Calcolando la ¢(X) rispetto alle due differenti basi otteniamo

Q(X) = X1TA1X1 € Q(X) = X2TA2X2

da cui
XlTAle - X2TA2X2 = (CXl)TAQ(CX1> - X’erTAQCXl

con

Ay =CTAC.

Questa ¢ la relazione che lega tra loro le due matrici associate alla stessa forma quadratica,
ma rispetto a due basi differenti. Essa non é una relazione di similitudine, eccetto quando
la matrice di cambiamento di base C' sia ortogonale. Diremo che le matrici A; e Ay sono
congruenti. La congruenza garantisce che, se una delle due é simmetrica, allora lo é anche
I’altra, ma in generale esse hanno autovalori differenti. Quindi due matrici rappresentano
la stessa forma quadratica rispetto a due basi diverse se e solo se esse sono congruenti.
Poiché esse sono tutte matrici simmetriche, esiste una base di R" rispetto alla quale la
matrice associata a ¢ é una matrice diagonale.

Teorema 6.4.1 Sia q:V — K una forma quadratica, con dim(V) =n e K un campo.

Esiste una base di V' rispetto alla quale la matrice associata a q sia diagonale, cioé rispetto

alla quale q(X) = ay2? + asw3 + azr3 + ... + a,22, con ay,..,a, € K. Analogamente,
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sia f:V xV — K una forma bilineare simmetrica. FEsiste una base di V' rispetto
alla quale la matrice associata a f sia diagonale, cioé rispetto alla quale f(X,Y) =
bix1yr + baxoys + b3xsys + ... + by, con by, .., b, € K.

6.5 Metodo per la diagonalizzazione.
Sia f(X,Y) = Y a;xy; la forma bilineare associata alla base B = {ej,es,..,e,} €

supponiamo che la matrice A = (a;;) non sia diagonale.
Passo 1. Sia f(ey,e1) = aj; # 0. Calcoliamo i seguenti coefficienti:

f(e1, e2) ~ flei,e3) f(e1, e:)

Cy = f(€1’€1> C3 = f(el’el) .......... C;, = f(ebel)'
Determiniamo il seguente cambiamento di base
6/1 = €1, 6/2 = €9 — (g€, Gg = €3 — (C3€q.... ...e/n:en—cnel.
Diciamo C la matrice di cambiamento di base e determiniamo X' = CX, Y’ = CY.

A questo punto sostituiamo X',Y” nell’espressione della forma bilineare. La matrice
associata a f dopo aver effettuato tali sostituzioni, avréd la prima riga e la prima colonna
tutte nulle, eccetto eventualmente 1’elemento a;.
Passo 2. Per evitare di introdurre ulteriori simboli, indichiamo la base in cui ora ci
troviamo nuovamente {eq, es, .., e,} (ma sappiamo bene che non é quella di partenza).
Sia ora f(eg, e2) = ag # 0. Calcoliamo i seguenti coefficienti:

_ fleaes)  flez ed) _ flex &)
O fleve) T flese)T O flenen)

Determiniamo il seguente cambiamento di base
! ! ! I
€, = €1, €y = €9, €3 = €3 — (C3€2.... ..., = €y — Cp€a.

Diciamo ancora C' la matrice di cambiamento di base e determiniamo X' = CX, Y’ = CY.
A questo punto sostituiamo X',Y” nell’espressione della forma bilineare. La matrice
associata a f dopo aver effettuato tali sostituzioni, avra la seconda riga e la seconda
colonna tutte nulle, eccetto eventualmente I’elemento ass.

Ripetiamo tale iter per ogni riga, ogni volta che f(e;,e;) # 0. Alla fine otterremo
la forma diagonale della matrice e quindi della forma bilineare e di quella quadratica
associate.

Passo intermedio. Se dovessimo avere, nel i-esimo passo, il valore f(e; e;) = 0,
prima di procedere come gia esposto, dovremo effettuare un cambiamento di base da
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{e1,€9,..,e,} a {€], €, ..,e} che garantisca la condizione f(e},e;) # 0. Per farlo, sard

sufficiente individuare il primo indice di colonna j per il quale f(e;,e;) # 0. Quindi si
effettua il cambiamento di base seguente:

e; =e; +e;, e, =e perognialtroindice k

che garantisce che la condizione sia soddisfatta. A questo punto si potra riprendere come
nei passi 1 e 2.

La matrice di cambiamento di base finale (cioé quella che trasforma i vettori dalle
componenti rispetto alla base di partenza alle componenti rispetto all’ultima base, in cui
la matrice é diagonale) é data dal prodotto di tutte le matrici utilizzate nei passaggi
intermedi, moltiplicate nell’ordine in cui esse vengono utilizzate.

Esempio. Sia f : R — R la forma quadratica definita da ¢(X) = z129+ 1123+ 223
cioé

01 4] m
q(X):{l’l i) 563} % 0 % To
% % 0 T3

Passo 1.
fler,e1) =0 f(eq,e2) #0
el =el+ey, eh,=ey €3=c¢3

La matrice di cambiamento di base é

Clz

O = =
o = O
_ o O

da cui

/ / /
Ty =T1, To=2x1+ Ty, X3=21T3

e sostituendo la nuova espressione del vettore X otteniamo la forma quadratica espressa
nella nuova base
q(X) = a7 + 2129 + 20175 + Tox3 =

1 % 1 T
1 1
|: 1 X9 I3 :| 3 0 3 T
1 % 0 x3
Passo 2.
1 ;
f(el,el) 7é 0, Cy = f(€l>€2) _ = cg = f(el, 63) _q
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/ / 1 /
61 = €1, 62:62—561, 63263—61
La matrice di cambiamento di base é
1
I -5 -1
Cy=10 1 0

0 O 1

da cui
1

/ / /
Ty =T — 51’2 — T3, Ty = T2, Xy = T3

e sostituendo la nuova espressione del vettore X otteniamo la forma quadratica espressa
nella nuova base

1
q(X) =2t — o — a5 =

1 0 0 T
[1’1 i) 1’3} 0 —i 0 )
0 0 -1 T3

La matrice finale del cambiamento di base é

1 -1 -1

C=C-Co=1]1 L 1

0 0 1

ed infatti si ha che
1 1 1

11}0 (1)5% 1—15—1 1010
—3 3 U s 03 13 -1]=]0 -5 0
1 —-11 5 3 0 0 0 1 0 0 -1

Esempio. Sia f: R — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 5x? + 323 + 123
cioé

5 0 % 1

¢X)=[21 2 25| |0 3 0|2

% 0 0 x3

Passo 1.
flere) flenes) 1
0 = =0 = 10
flene) 20 e=50"y =0 4= foa) 10
, 1
€1 =€, €3=62, €3=63— €
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La matrice di cambiamento di base é

1
I 0 —5
cC=101 0
00 1
da cui
/ 1 / /
X1 1 — —<T3, Lo = T2, Ty = T3

e sostituendo la nuova espressione del vettore X otteniamo la forma quadratica espressa
nella nuova base

1
q(X) = b5a? + 323 — %xg =
5 0 0 Ty
{ 1 X9 I3 } 0 3 0 T2
0 0 —L x3

20
La matrice finale del cambiamento di base é data dalla sola C' ed infatti si ha che

1 00 0 3 10 —% 50 0
0 10|-{030[-]01 0 |[=]03 0
-5 01 5 00 00 1 00 —5

Il metodo precedentemente esposto permette quindi di individuare una base B rispetto

alla quale la forma quadratica assume una forma
¢(X) = an 23 + agri + ... + a2’

con a; € R, dove r é il rango della matrice associata alla forma quadratica ¢, detto anche
rango di ¢q. Esso vale in qualsiasi caso, indipendentemente dal campo K sul quale V ¢é
spazio vettoriale, quindi non necessariamente per K = R.

Poiché noi ci occupiamo prevalentemente di spazi vettoriali reali, possiamo ottenere
risultati piu precisi:

Teorema 6.5.1 Sia V' uno spazio vettoriale reale, dim(V) =n > 1, ¢ : V — R una
forma quadratica reale su V. FEsistono una base B di V', un numero intero 0 < p < r,
dove r € il rango di q, tali che la matrice associata alla q rispetto alla base B sia

I, 0 0
0 —-I,_, 0 (a)
0 0 0

dove I, é il blocco costituito dalla matrice identica di ordine p, I,_, € il blocco costituito
dalla matrice identica di ordine r — p e gli altri sono tutti blocchi nulli. In altre parole la
forma quadratica si presenta nella forma

(X)=at+aj+. . +al—al, —.. —al
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Si noti che in modo equivalente possiamo dire che ogni matrice simmetrica A € M, (R) é
congruente ad una matrice diagonale della forma (a).

Esempio. La forma quadratica in %%, ¢(X) = z,25 + 1123 + 7273 ha una forma

canonica ¢(X) = 2% — 123 — z}, costruita rispetto alla base

11
B ={(1,1,0), (—5, 5,0), (—1,-1,1)}.
Poniamo allora a; =1, as = —i, az = —1 e scegliamo

(1,0,0) r (_%7 70) r_ (_17_171)
9 62 - ) 63 -
\/ a1 —as —das
6/1 = (17170)7 6,2: (_17170)a eé: (_17_171)'

Esprimiamo la forma quadratica rispetto a tale base, con matrice di passaggio

D=

[
61—

1 -1 -1
c=|1 1 -1
0 0 1

cioé con matrice associata A’ = CT - A . C,

1 1 0 05 3 1 -1 -1
A=]-1 1 0 30 3 1 1 -1]=
-1 -1 1 5 3 0 0 0 1
1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

Gli interi p e r — p sono detti rispettivamente indice di positivita e indice di negativita
di ¢ e la coppia (p,r — p) é detta segnatura di g.

Una forma quadratica ¢ : V. — V, con dim(V) = n, é detta definita positiva se
q(X) > 0, per ogni X € V e la sua segnatura é (n,0); é detta definita negativa se
q(X) < 0, per ogni X € V, e la sua segnatura é (0,n); ¢ detta semidefinita positiva se
q(X) > 0, per ogni X € V, e la sua segnatura é (r,0) con r < n; é detta semidefinita
negativa se ¢(X) < 0, per ogni X € V| e la sua segnatura é (0,7) con r < n. Nel caso la
segnatura di ¢ sia (p,r — p) con 0 < p < r < n, la forma quadratica é detta indefinita.
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6.6 Esercizi svolti sulla diagonalizzazione.

Esercizio 6.6.1

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 27 — 22,15 + 7173 cioé

1 -1 % T
q(X) = { T1 Ty T3 -1 0 0 T
% 0 0 Z3

Determinarne una forma diagonale.

Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
1
-1 -1
A= -1 0 0
0 O

Poiché ¢(e;) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

1
el =e L —ey— —e1 = e+ ey — Loy — e — =
1 = €1, €y = €9 1 €1 = €9 €1, €3 = €3 161—63 261
la cui matrice associata é )
11 —3
cCi=101 0
00 1
da cui
o / 1 / o o
T —$1+x2—§x3, To = Ty, T3 = 3.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

1
2 2 2
q(x1, T2, 03) = ] — T3 — —T3 + Toxs

4

con matrice associata

1 0 0
A=1]0 —11 %1
0 3 -3

Poiché g(e3) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

1
!’ r_ /o 2 —
e = €1, €9 = €, 63—63—_—162—63+62
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la cui matrice associata é

1
Co=10
0

S = O
—o= O

da cui

/ ! ! !
T =Ty, Xox=Ty+ §x3, T3 = Tj.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

q(w1, 72, 73) = If - 933

con matrice associata

1 0 0
A"=10 -1 0
0 0 0

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale é
data dalle colonne della matrice C' = C; x Cs:

C:

S O =
o~ —
o= O

per cui B = {(1,0,0), (1,1,0), (0, %, 1)} e la matrice associata alla forma quadratica in
tale base 6 A” =T CAC. 0
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Esercizio 6.6.2

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 227 — zy25 + 22173 cioé

2 —% 1 T
q(X):[xl T $3} —% 0 0 T
1 0 0 T3
Determinarne una forma diagonale.
Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
2 —3 1
A=|—-5 0 0
1 0 O

Poiché ¢(e;) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

1
r r 9 o 1 I 1
e, = ey, 62—62—7€1f€2+161, egfeg,—iel
la cuil matrice associata é . .
Li —2
Ci=101 0
0 0 1
da cui
R/ 1 ! 1 / o o
T =T+ ZJCQ — 5:63, T9g = Ty, X3 = Xj.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

1, 1, 1

q(z1, 9, 23) = Qxf — ng — §x§ + §m2x3
con matrice associata
2 0 0
/ 1 1
A=10 -5 3
0 7 —3
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la cui matrice associata é

1
Co=10
0

o = O
_ N O

da cui
/ / / /
Ty =Ty, Ta=Ty+ 215 x3=xj.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

1
q(xq1, z9,x3) = Qﬁ — gmg

con matrice associata

10 0
A"=10 —1 0
0 0 0

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale é
data dalle colonne della matrice C' = C; x Cs:

1 ;0
C=]012
00 1

per cui B = {(1,0,0), (i, 1,0),(0,2,1)} e la matrice associata alla forma quadratica in
tale base é A” =T CAC.

Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale
B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna
i nella matrice C, per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)

presente nella colonna ¢ della matrice A”:
1,0,0) (,1,0)
) 7 (07 27 1)} -
1
A
1 1

{<ﬁ’0’0)’<\/§’2\/§’0)’<0’2’1>}'

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base

o

L
NG

2V/2 2
0 1

C' =

o o
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ci permette di ottenere la forma diagonale

Al// :T C/AC, —
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Esercizio 6.6.3

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 27,25 + 27,73 — 273 cioé

0 1 1 T
Q(X) = { 1T X9 I3 10 0 )
1 0 =2 Zs3
Determinarne una forma diagonale.
Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
01 1
A=11 0 0
1 0 -2

Poiché g(e;) = 0 allora dobbiamo effettuare il seguente cambiamento di base:
1 I r
e =e1+ €3, €5 =¢€y, €3=¢3
la cui matrice associata é

1
Ci=11
0

[ )
_ o O

da cui
5/ 0 / 0
Ty =Ty, T2=2T]+Ty, IT3=1Ts.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é
q(z1, 19, 03) = 207 + 20109 + 2 — T3 — 2x§
con matrice associata
2 1 1
A=]10 0
1 0 =2

Poiché g(e1) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

/ / 1 / 1
€, = €1, 62:62—561, 63263—561
la cui matrice associata é . ) )
2 2
Co=10 1 0
0 0 1
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da cui
_ 1 / 1 / o 0

2 2
L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

1 )
q(w1, 79, 23) = 227 — 51:3 - §x§ — ToT3

con matrice associata

Poiché ¢(es) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

/ / /
€, = €1, €y = €9, €3 = €3 — €2
la cuil matrice associata é

03:

o O
o = O
|
—_

da cui
0 o / 0

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é
o2 Lo o
q(z1, 9, x3) = 227 522 213

con matrice associata

2 0 0
A"=10 -3 0
0 0 -2

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale
¢ data dalle colonne della matrice C' = C x Cy x Cs:

0
-1
1

1
2

1
C=1|1
0

Ol

per cui B = {(1,1,0), (—%, %, 0),(0,—1,1)} e la matrice associata alla forma quadratica
in tale base ¢ A" =T CAC.

Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale

B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna
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i nella matrice C', per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)
presente nella colonna ¢ della matrice A”:

(1,1,0) (-=1,1,0) (0,-1,1)

B ={ 77 TN b=
11 11 L1
(0 Cm a5 5"

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base

11 0
V2 A2
o | L 1T 1
V2 V2 V2
O
ci permette di ottenere la forma diagonale
4 1 0 0
A =T C’AC'=|0 -1 0
0 -1
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Esercizio 6.6.4

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 2% + 223 + 27,23 + 23 cioé

1 01 T
q(X):[l'l i) Ig} 0 2 0 i)
1 01 T3

Determinarne una forma diagonale.

Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
1 01
A=10 2 0
1 01

Poiché g(e1) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:
r r r
€ = 61, €y = €9, €3 = €3 — €1

la cuil matrice associata é

-1
0
1

Q

Il
oo
oo

da cui
_ / / _ / o /
1 =T — T3z, T2 =Ty, T3= T3.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é
2 2
q(x1, w2, 73) = 27 + 275

con matrice associata

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale
é data dalle colonne della matrice C, cioé:

B ={(1,0,0),(0,1,0), (1,0, 1)}

e la matrice associata alla forma quadratica in tale base ¢ A’ =T CAC.
Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale
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B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna

i nela matrice C, per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)

presente nella colonna ¢ della matrice A’:

(0,1,0)
V2

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base

B’ ={(1,0,0), (~1,0,1)}.

1 0 -1
1
C'=10 5 0
0 0 1
ci permette di ottenere la forma diagonale

1 00
A" =T C'AC"==|0 1 0
000

che individua una forma quadratica semidefinita positiva di segnatura (2,0).

Risolviamo adesso lo stesso esercizio con un metodo alternativo, tramite 1'utilizzo degli

autovalori della matrice A.
Dopo aver risolto ’equazione caratteristica associata alla matrice A, si ottengono come

autovalori A\; = 0 con molteplicita algebrica 1, Ay = 2 con molteplicita algebrica 2.
L’autospazio relativo a \; é generato dall’autovettore (1,0, —1), il cui versore é (%, 0, —%)
L’autospazio relativo a Ay é generato dagli autovettori (1,0,1),(0,1,0), i cui versori

sono rispettivamente (%, 0, \%) e (0,1,0).

La base rispetto a cui la forma quadratica é diagonalizzabile, con gli autovalori sulla
diagonale principale della matrice ad essa associata, é formata proprio da tali autoversori:

1 1 1 1
B = {(ﬁuov _ﬁ)ﬂ (ﬁ?a E)? (0,1,0)}.

La matrice di cambiamento di base é allora

11

V2 V2
C= 0 0 1
1 1 9

V2 V2

tale che

0 0 0
Tcac=10 20
0 0 2
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Al solito, per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non
nulli solamente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base
ortonormale B’ che si ottiene dalla base B, dividendo ogni vettore per la radice quadrata
del valore assoluto dell’autovalore (se é non nullo) ad esso relativo:

1 1 1 1 1
ﬁvoa _ﬁ>7 (5707 5)? <O7 ﬁ?o)}'

La matrice di cambiamento di base ¢é allora

B = {(

11
! ﬁ 2 1
-5 2 U
tale che
000
Tc'ac"=10 1 0
0 01
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Esercizio 6.6.5

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 327 + 323 + 42,25 cioé

wo=[= =3 2][2]

Determinarne una forma diagonale.

Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é

-[31]

Poiché g(e;) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:

! ! 2
€, = €1, €y = €3 — €1
3
la cui matrice associata é )
1 -2
C = 3
0 1
da cui
o 2 / o

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

5)
q(z1,29) = 3.7:% + gxg

3 0
A/:[ ]
0 3

con matrice associata

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale
¢ data dalle colonne della matrice C', cioé:

B ={(1,0), (-5, 1)}

e la matrice associata alla forma quadratica in tale base ¢ A’ =T CAC

Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale
B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna
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i nella matrice C', per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)
presente nella colonna ¢ della matrice A’

(170) (_ 71)

{<ﬁ70)7(_ﬁ7 )}

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base

w N

B ={

—

SIS

1 2
V3 V15
C, = \/g ]
NG

ci permette di ottenere la forma diagonale

n _T v r_ 10
A" = C’AC——{O 1]

che individua una forma quadratica definita positiva.

Risolviamo adesso lo stesso esercizio tramite 1'utilizzo degli autovalori della matrice
A.

Dopo aver risolto I'equazione caratteristica associata alla matrice A, si ottengono come
autovalori A\ =5 e Ay = 1, entrambi con molteplicitd algebrica 1.

[’autospazio relativo a A\; é generato dall’autovettore (1, 1), il cui versore é (%, %)

L’autospazio relativo a Ay é generato dall’autovettore (1, —1), il cui versore é (%, —%)

La base rispetto a cui la forma quadratica é diagonalizzabile, con gli autovalori sulla
diagonale principale della matrice ad essa associata, é formata proprio da tali autoversori:

1 1 1 1
B = {(ﬁvﬁ 7(727_72>}'

La matrice di cambiamento di base é allora

|

TCAC:[5O].

~—

Sl
e

tale che

0 1

Al solito, per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non
nulli solamente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base
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ortonormale B’ che si ottiene dalla base B, dividendo ogni vettore per la radice quadrata
del valore assoluto dell’autovalore (se é non nullo) ad esso relativo:

tale che
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Esercizio 6.6.6

Sia ¢ : % — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 2% + 623 + 47,23 + 23 cioé

1 20 T
q(X):[l'l i) Ig} 2 6 0 i)
0 01 XT3

Determinarne una forma diagonale.

Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
1 2 0
A=12 6 0
0 01

Poiché g(e1) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:
/ / /
e =el, €y=ey—2, €3=¢3

la cuil matrice associata é
-2

Q

|
[eo BN el
—_ o O

1
0
da cui
! 2 / 0 !
X1 =Ty — 4Ty, T2 = Xy, X3 = Tg.
L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

q(z1, 0, 23) = x% + 21‘% + a:§

con matrice associata

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale
é data dalle colonne della matrice C cioé:

B ={(1,0,0),(~2,1,0),(0,0,1)}

e la matrice associata alla forma quadratica in tale base ¢ A’ =T CAC.
Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale
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B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna
i nella matrice C' per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)

presente nella colonna ¢ della matrice A’:

B = {(1,0,0), (‘QV;O) 0,0,1)}.

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base
2

/ 1 ~75 0
0 0 1

—
N

ci permette di ottenere la forma diagonale

A// :T C/AC/ —

O O =
O = O
_ o O

che individua una forma quadratica definita positiva di segnatura (3,0), che in base B’ si

presenta in forma di prodotto scalare standard.
O
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Esercizio 6.6.7
Sia ¢ : R — R la forma quadratica definita da ¢(X) = 4z 2y — 22 — 523 — 422 cioé

—1 2 0 T
q(X) = [ 1 T XT3 } 2 -5 0 i)
0 0 —4 T3

Determinarne una forma diagonale.

Svolg.
La matrice associata alla forma quadratica é
-1 2 0
A=| 2 -5 0
0O 0 —4

Poiché g(e1) # 0 allora possiamo effettuare il seguente cambiamento di base:
/ / /
e; =e1, €y=ex+2e, e3=-c¢3

la cul matrice associata é

Q

|
o O =
O = DN
—_— O O

da cui
/ !/ / /
T1 =2 + 2Ty, To =105 T3z=Tj.

L’espressione della forma quadratica nelle nuove coordinate é

q(z1, 0, 23) = —w% — :U% — 4w§
con matrice associata
-1 0 0
A = 0O -1 0
0 0 -4

La base ortogonale B rispetto a cui la forma quadratica si esprime in forma diagonale
é data dalle colonne della matrice C, cioé:

B ={(1,0,0),(2,1,0),(0,0,1)}

e la matrice associata alla forma quadratica in tale base ¢ A’ =T CAC.
Per ottenere una forma diagonale in cui compaiano come coefficienti non nulli sola-
mente +1 e —1 dobbiamo esprimere la forma quadratica rispetto ad una base ortonormale
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B’. Questa si ottiene dalla base ortogonale B, dividendo il vettore che occupa la colonna
i nella matrice C' per la radice quadrata del valore assoluto dello scalare (se é non nullo)
presente nella colonna ¢ della matrice A’:

(0,0,1)
Nz

(0,0,1)
2 b

Quindi la matrice ortonormale di cambiamento di base

B ={(1,0,0),(2,1,0), } =

{(1,0,0),(2,1,0),

1 2
C'=1010
00 3
ci permette di ottenere la forma diagonale
-1 0 0
A"=TC'AC"==| 0 —1 0
0 0 -1

che individua una forma quadratica definita negativa di segnatura (0, 3).

6.7 Esercizi.
Esercizio 6.7.1 Sia f : R x 2 — R la forma bilineare definita da

J((z1,22), (Y1, 92)) = 21(y1 + y2) + 22(y1 — ¥2).

Determinare la matrice associata rispetto alle basi canoniche.

Esercizio 6.7.2 Sia data la matrice l é 3 ] Determinare la forma bilineare f : R?* X

R2 — N associata a tale matrice rispetto alle basi canoniche di R2.
Esercizio 6.7.3 Sia f : 3 x R — R la forma bilineare definita da

J((z1, 22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — T3y1 + 2212 + 2T9Y2 + T1Y3.

Determinare la matrice associata rispetto alle basi canoniche.



CAPITOLO 6. LE FORME BILINEARI E LE FORME QUADRATICHE REALI. 126

Esercizio 6.7.4 Sia f: R? x R3 — R la forma bilineare definita da

f((z1,22), (Y1, Y2, 93)) = 21 (1 + y2) + 2(y2 + y3)

rispetto alle basi canoniche. Determinare la matrice associata rispetto alle basi By =
{(1,1),(2,1)} di R* e B3 = {(1,1,0),(1,3,1),(0,0,1)} di R3.

Esercizio 6.7.5 Sia la matrice 1 (1) (1) ] associata alla forma bilineare f : R2x N3 —

R rispetto alle basi By = {(1,1),(1,0)} di ®* ¢ B3 = {(1,1,1),(2,1,0),(0,0,1)} di R3.
Determinare la matrice associata rispetto alle basi canoniche di N2 e 3.

Esercizio 6.7.6 Sia ; ; la matrice associata alla forma bilineare f : N2 x N2 — RN

rispetto alle basi canoniche di R?. Determinare la matrice associata a f rispetto alla base
{(1,3),(1,5)} sia nel primo che nel secondo fattore R? del prodotto cartesiano.

Esercizio 6.7.7 Sia f : 13 x %3 — R la forma bilineare definita da
f((z1, 22, 73), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 — T1Y2 + T1Y3 — Tay1 + T3Y1.
Determinare la forma quadratica associata alla | e determinarne una forma diagonale.
Esercizio 6.7.8 Sia f : 13 x R — R la forma bilineare definita da
F((@1, 22, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T1Y2 + 221Y3 + Toyn + Toys + 2T3y1 + T3ys.

Determinare la forma quadratica associata alla f e determinarne una forma diagonale.
Esercizio 6.7.9 Sia q: % — R la forma quadratica definita da

(w1, 2, 23)) = 327 + 2319 — daoT3 + T25 — T3,
Determinare la forma bilineare associata alla q e determinarne una forma diagonale.
Esercizio 6.7.10 Sia ¢ : R* — R la forma quadratica definita da

f((z1, 22, 73)) = 223 — 22129 + 75 + 3273 + 423,
Determinare la forma bilineare associata alla q e determinarne una forma diagonale.
Esercizio 6.7.11 Sia q : R — R la forma quadratica definita da

f(z1, 22, 23)) = 2122 + 21273 + XT3,
Determinare la forma bilineare associata alla q e determinarne una forma diagonale.
Esercizio 6.7.12 Sia q : R — R la forma quadratica definita da
f((z1, T2, 73)) = 522 + 323 + 1173

Determinare la forma bilineare associata alla q e determinarne una forma diagonale.



Capitolo 7

Prodotti scalari, spazi euclidei e basi
ortonormali.

7.1 Introduzione.

Siano f : R x R — R una forma bilineare simmetrica e ¢ : R — R la forma quadratica
associata. La f é detta definita positiva, quando lo é ¢g. Una forma bilineare definita
posotiva é anche chiamata prodotto scalare. Per quanto detto in precedenza, per ogni
forma quadratica ¢ definita positiva esiste una base B di R" rispetto alla quale ¢ sia
esprimibile

e quindi
F(X)Y) =2y + 22y2 + ... + 20Yn

il quale é detto prodotto scalare standard. Uno spazio vettoriale V' in cui sia introdotto
un prodotto scalare é detto spazio vettoriale euclideo.

In tutto cié che segue, siano V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione n, e
f:V xV — R il prodotto scalare definito in V. Inoltre denoteremo f(z,y) =< X,V >
e per non creare confusione denoteremo con Span{ws, .., w,} il sottospazio di V' generato
dai vettori wy, .., w,.

Diciamo norma di un vettore X € V: || X|| = /< X, X >. Si noti che || X]|| > 0, per
ogni vettore X di V, e ||X|| = 0 solo se X = 0.

Inoltre, per ogni a € R, ||aX|| = |a] - || X]|.

Diremo che i due vettori X,Y € V sono ortogonali in V se < X,Y >= 0.

Un insieme di vettori tutti non nulli S = {Xj,.., X,,} ¢ detto insieme ortogonale di
vettori se < X;, X; >= 0, per ogni X;, X; € V con i # j.

S ¢é detto insieme ortonormale di vettori se é un insieme ortogonale ed i suoi elementi
sono tutti versori.

127
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Si osservi che se { X1, .., X;,,} é un insieme ortogonale di vettori, allora {HL .

XD 1 Xl
¢ un insieme ortonormale di vettori.
Una base B = {ey, .., e, } di V é una base ortonormale di V' se essa é un insieme ortonor-
male di vettori. Grazie a quanto sappiamo sulle forme quadratiche possiamo enunciare il
seguente:

Teorema 7.1.1 Per ogni prodotto scalare < .,. > in V esiste una base ortonormale di V
rispetto alla quale < .,. > si possa esprimere come prodotto scalare standard.

7.2 Processo di ortonormalizzazione.

Siano v,w € V = R™ con prodotto scalare associato f(X,Y) =< XY >. Consideriamo

il vettore w — =22y, esso é ortogonale al vettore v infatti:
<v,u> 77 8
<v,w > <v,w >
<v,w— —ou>=<v,w>—— <v,v>=0.
<wv,v > <v,v >
Definiamo allora <2%Zy la proiezione ortogonale di w lungo la direzione del vettore v. Nel

<v,v>
caso particolare v sia un versore, la proiezione ortogonale di w su v si riduce < v, w > v.

Teorema 7.2.1 Siano vy, ..., v, vettori dello spazio euclideo V. Allora esiste una succes-
stone di vettort wy,..,w,, di'V tali che

i) Span{vy, .., v} = Span{wy, .., w,};

ii) {wq, .., wn} € un insieme di vettori a due a due ortogonali tra loro.

Inoltre se {uy, .., un} € un altro insieme di vettori che soddisfano le i) e i) allora u; = a;w;,
per ogni i ed opportuni a; € R.

Osserviamo che nel teorema precedente non é detto che {wy, .., w,,} sia un insieme ortog-
onale di vettori, poiché qualche w; potrebbe essere nullo.

Conseguenza. Se {vy,..,v,} é una base di V' allora esistono wy, .., w,, tali che
i) {wy, .., wy,} sia una base ortogonale di V;
ii) {H%H’ o ﬁ} sia una base ortonormale di V.

m

Ricordiamo che la convenienza di utilizzare basi ortonormali, anziché basi qualunque,
risiede nel fatto che, in una base ortonormale, il prodotto scalare di due vettori si pud
esprimere come il prodotto scalare standard e quindi i calcoli con le coordinate dei vettori
sono notevolmente pid semplici.

Vediamo ora come costruire i vettori {wy, .., w,,} che soddisfino alle condizioni i) e ii)
del teorema precedente.
w1 = U
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< Wi,V >
Wy =V ——— w1
< wi,wy >
< wi,v3 > < W2,V3 >
W3z = U3 — w1 — w2
< wi,wy > < Wg, Wy >
< Wq1,Vg4 > < Wg,Vy > < W3, Vg >
Wy = Vg — wy — Wa — w3
< wi,wy > < Wg, Wy > < wsz, w3z >
ed in generale
i
< Wi, Vjy1 >
o 70 Vi+1
Wit1 = Vi41 — Z W

= < wj, w; >

Esempio. Siano V = R* {e;, ey, e3,e4} una sua base ortonormale con prodotto

scalare standard. Siano v; = (0,1,0,1), vo = (2,1,0,1), v3 = (=1,0,0,1), v4 = (0,0, 1,0).
B = {vy,v9,v3,v4} é una base di V ma non é ortogonale. A partire da essa costruiamo

una base ortogonale.

wyp = U1
< Wi,V >
wy = vy — : 1 =v2 —v; = (2,0,0,0)
< wi,wy >
< wi,v3 > < Waq, V3 > 1 1 1 1
Wy =v3 — —————— W — ———————Wy = V3 — ~w; + zwy = (0,—=,0, 2)
< Wy, wy > < W, Wy > 2 2 2 2
< W1,Vg4 > < W3,Vyq > < W3, Vg >
w4:v4—7’w1— ’ Wy — ’ w3:v4:(0,0,1,0).
< Wy, w; > < Wa, Wy > < w3z, wsz >
I vettori wy = eg + €4, wy = 2¢1, wg = —%62 + %64, wy = es costituiscono una base

ortogonale per V' e quindi i vettori

w1 1 i 1
T = =6t —=€
lwil| V27 V2
W2
:61
|||
ws 1 n 1
=——=e + —=€y
lwsll V27 V2
Wy
:eg
[|wall

costituiscono una base ortonormale per V.

Esempio. Siano V = R3, < X, Y >= z,y; + 229> + 2313 il prodotto scalare definito
inV, vy = (1,1,1), vg = (0,0,1), v3 = (1,0,1) e B = {vy,v9,v3} una base di V', che
non ¢é ortogonale rispetto al prodotto < .,. >. A partire da essa costruiamo una base

ortogonale.
w1 = V1
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< wi, Vg >

Wy =V — —— W1 = Vg = (070,1)
< wp,wy >
< wi, Vg > < Wy, Vg > 1 2 1
W3 = Vg — w1 — w2:1)3—*’01—w2:(*,_*,0)
< wi,wy > < Wg, Wy > 3 3 3

allora B’ = {wy,wy, w3} é una base ortogonale. Inoltre
wn|| = V< wi, 0w > = V3
||WQ|| = V< W, Wy > = 1

3
I vettori
W1 _ (L 1 0)
fwi]] V37 V3
Ws
=(0,0,1)
|[wel|
ws 2 1
= (77_770)
|[ws]| 6 V6

costituiscono una base ortonormale per V.

Definizione. Siano V' uno spazio vettoriale euclideo con prodotto scalare < XY >
e 0 # W un suo sottospazio. Definiamo complemento ortogonale di W in V| il seguente
sottospazio di V'
We={veV : <ovw>=0, YweW}
Esempio. Siano V =R3 W = {(a,0,0), a,b€ R} e
W = Span{(1,0,0),(0,1,0)}.
Consideriamo un generico v = (21, x2,23) € V tale che v € W° allora

< (x1,m9,23),(1,0,0) >=0 cioé x =0

< (x1,29,23),(0,1,0) >=0 cioé y=0

quindi
We=4{(0,0,¢), ceR}=Span{(0,0,1)}.

Teorema 7.2.2 Siano V uno spazio vettoriale euclideo e 0 # W un suo sottospazio di
dimensione finita. Allora ogni elemento di v € V' si pud esprimere in modo unico come
v=w-+w, dovew €W ew € W°. Quindi si ha V=W & W?° come somma diretta.
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Vediamo come costruire w e w'": Sia {ey,..,e,} una base ortonormale di V' e sia W =
Span{ey, .., e}, con t < n. Poniamo

w=<v,e1 >e1+<v,er>€+ ...+ <V, 6 > ¢

w =v—w.

Ovviamente w € W ed inoltre, per ogni ¢t = 1,2, ..., ¢
<w,e; >=<v,6;, > — <w,e; >=< v, > — <<V, € > €, >=

<v,e > — < v, ><e,e >=<v,6>—<v,e >=0

quindi w’ é ortogonale con ogni e, ..,e; cioé é ortogonale con ogni vettore di W ed

appartiene a W¢.
L’elemento w é detto proiezione ortogonale di v sullo spazio W.



Capitolo 8

Figure e disegni relativi ai capitoli
precedenti.
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