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Introduzione: modelli di accrescimento

POPOLAZIONE: insieme di elementi, gli individui, il cui numero,
‘ la dimensione della popolazione, puo cambiare nel tempo

‘ | MODELLI DI ACCRESCIMENTO si propongono di studiare
come la dimensione della popolazione cambia nel tempo

| modelli di accrescimento che andremo a considerare possono
‘ essere di due tipi: modelli a TEMPO DISCRETO e modellia TEMPO
CONTINUO.
Indicando con T I'insieme degli istanti ai quali si vuole conoscere la
dimensione della popolazione, T puo essere una successione di
istanti fg,%1,...... Il modello corrispondente e allora chiamato a
tempo discreto. Con un opportuno cambiamento di scala temporale
si puo supporre che T sia l'insieme, o un sottoinsieme dei numeri
naturali, ossia to =0,t1 =1,...,t, =n,......
Alternativamente, T pud essere la semiretta [0, +o0) o un intervallo.
[0,a] . In tal caso il modello & detto a tempo continuo
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lpotesi matematiche ed equazioni

w(t) dimensione della popolazione allistante fissato t
x(t + h) dimensione della popolazione all'istante successivo t+h, h>0
éz(t) = z(t + h) — z(¢) accrescimento della popolazione
(positivo o negativo ) tra gli istanti t, t+h

Cause dell’'accrescimento:

Nascita di individui tra gli istanti t e t+h: n(t,t+h)
Morte di individui tra gli istanti t e t+h: m(t,t+h)
Emigrazione di individui tra gli istanti t e t+h: e(t,t+h)
Immigrazione di individui tra gli istanti t e t+h: i(t,t+h)

Accrescimento

ox(t) = [n(t,t+ h) —m(t,t+ ]+ [it, t+ h) —e(tt+ R 00 sione
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Modello a tempo discreto

Ipotesi matematica: |l numero delle modificazioni, nascita, morte,
emigrazione, immigrazione, che avvengono in due istanti successivi t e t+h
dipendono soltanto da t e dalla dimensione della popolazione allistante t

. (t,z(t - :
Introduciamo: n*(t,z(t)) = W tasso di nascita
£
. m(t, x(t)) tasso di morte
m*(t,x(t)) = )

* e(t, z(t)) tasso di emigrazione
e*(t,x(t)) = )
i (¢, 2(t)) = ey tasso di immigrazione

r(t, z(t) = 0" (¢, 2(t) — m* (4, (t)) + e* (¢, () - " (¢, 2(t))
Tasso di accrescimento
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Equazione di accrescimento
a tempo discreto (h=1)

Modello a tempo continuo ~ — 0

Ipotesi matematiche: n(t, ';I‘F h) = v(t,z(t)) + o(1)

n*(t,x(t)) _ V(taﬂf(t)) tasso istantaneo di natalita,

x(t)

Equazione di accrescimento
- a tempo continuo (A — 0 )
r(t,x) tasso istantaneo di crescita
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Popolazioni complesse. Matrice di sopravvivenza

Studio della evoluzione di una popolazione in classi di eta

| eta massima della popolazione

0 [

| Co | C1 | | J Cm-1 |

ag a az e a; B, Am-1 Am
Ci = |ag,a;41[, 1=0,1,...... ,m—1 Classi di eta

x;(t) Dimensione della classe C; allistante t

<(t) = [2a(t). 21 (£). . ... .. r. ()] Vettore colonna che descrive la
() [ 0( )’ 1( )’ o 1( )] composizione della popolazione

al tempo t _
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m—1
x(t) = Z x;(t)  Dimensione della popolazione totale
i=0
z;(t) o .
ci(t) = i=0,1,......,m-1 Distribuzione di eta della classe C;

Supponiamo per semplicita

Lunghezza delle classi C; tutte ugualia 1
Unici fenomeni che interessano la popolazione: invecchiamento e morte

Un individuo che all’istante t appartiene alla classe (; ed ha eta a
ha soltanto due possibilita:

*¢*Muore prima dell’istante t+1

s* All'istante t+1 la sua eta diventa a+1 e quindi passa alla classe (.
q P 1+1
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zi(t) — i1 (t+1) = p;()x;(t)  dove iilt) & il tasso di mortalita
(force of mortality)
oppure

rir1(t+ 1) =pi(t)x;(t)  dove pi(t) & il tasso di sopravivenza
(probability of survival)

g
-
~~
~
—
-
-

S=1 0 @) ... ... 0

0 - ce pm_g(t) 0
Matrice di sopravvivenza (m X m)
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L0 (t + ].) — 0
z1(t+1) = po(t)wo(?)

......

$m_1(t+1) — pm_g(t)Q?m_g(t)

Equazione della dinamica della popolazione in dipendenza
della condizione iniziale
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O 0 0 O
L0 00
— 2
S(t) = 0 2 0 0 Matrice (9.2)
0 0 § 0]

Matrice di sopravvivenza costante nel tempo

z(0) = [6,4,2,1]7
Composizione iniziale della popolazione

Co = [0,1[, C1[1,2[, Co[2,3], Cs[3,4]

Classi di eta
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Figura 9.6. lllustrazione dell'evoluzione della popolazione corrispondente alla matrice di soprav-

vivenza (9.22).

Dimensione totale della popolazione: x(0)=13, x(1)=6,1667, x(2)=2,6667,
X(3)=0,5 e x(4)=0.
Tasso totale di accrescimento variabile con il tempo:
r(0)=(x(1)-x(0))/x(0)=-0,5256, r(1)=-0,5676, r(2)=-0,8125
Non e malthusiana anche se la matrice di sopravvivenza e costante
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L'idea di partizionare la vita in classi di eta € dovuta a
John Graunt (1620-1674).

| risultati delle ricerche sono esposti in un breve
volume, dal titolo lungo:

-

Natural and political observations mentioned in a
following index, and made

upon the bills of mortality, with reference to the
governement, religion, trade,

growth, air, diseases, and the several changes of the
said city, Londra (1662)
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N atsral and Political
OBSERVATIONS
Mentioned ina following Inpex,
and made upoa the

Bills of Moruality.,

By JOHN, GRAVNT,

Citizen of
LONDON.
\M:hrcr cntxo:hrGu umen: Rx , Trade,
Geanrd, Ayre, Di 30 nge. of the

bd Lx?r

— N ae, T 87 M Tw}

Comtraras pasers LeBlan

LON DO N,
Pricted by T 'nl, for ?mr.l"r.\-'y.
ardl : Dicas, 34cthe ﬁg f}fb o Su Fauls
Cbuhyr NDCL‘(II

Successivamente un contributo importante
venne da Leonhard Euler con il lavoro

Recherche générales sur la mortalité et la
multiplication du genre humain,
Berlino (1760)
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eta | sopravvissuti
S Tabella di sopravvivenza.
16 40
26 25 A 6 anni erano sopravvissuti 64 individui
36 16 A 16 anni erano sopravvissuti 40 individui
461 10 Etc....
56 6
66 8
76 e
86 ‘ 0

Nell’esempio storico di Graunt si hanno 9 classi di eta
Cn—[ﬂ 6, C;=[6+10(i —1),6+10i[, i=1,2,...... 7, Cs = [76,81]

e i tassi di sopravvivenza sono

64 0 25 16 10 6 3 1
100: Il_ﬁ’l e = 4{]1 13_251 1-4_16: I-E_]_ﬂ] pﬁ_ﬁj I}?—3
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Popolazioni complesse. Matrice di riproduzione

Introduciamo anche il processo delle nascite

ni(t’ t+ 1) Numero di nuovi individui che sono originati nell'intervallo
[t,t+1[ da individui appartenenti a C;

n;(t,t+ 1) = fi(t)x;(t) Lefunzioni fi(t) sono dette tasso di
fecondita della classe C;
Si € fatto I'ipotesi che tra le varie classi
non vi siano interferenze e che

fi(t,x(t)) = fi(t)

Gli individui nati nell'intervallo [t,t+1[ vanno a ripopolare la classe Cy(t + 1)

m—1
vo(t+1)= 3 filt)ai(t) ‘Equazione di bilancio
= n. 15 di 34
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Le dimensioni delle altre classi vengono aggiornate come visto
precedentemente

v (t+ 1) =pi®)ait),  =012..m1 Y
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Dalla relazione *
o . . . . .
Tipt(t+ 1) =pt—i)p(t—i+1)...... pic1(t— D)ot —1i), i >0,t>1

Tale relazione esprime il fatto che gli individui che appartengono alla classe
(C; al tempo t sono quelli che al tempo t-i erano presenti nella classe Co
e successivamente hanno attraversato le classi Ci,Ca,...... ,Ci1, C;

Sostituendo nell’equazione di bilancio si ottiene

m—1

ii‘:(](t+ 1) f(](t J"[] -|— Z f p(](t—’dl)pl(t—?: + 1) ...... p.,j_l(t— 1).!'(](?5—&)

Essa esprime il fatto ovvio che ogni neonato all’istante t+1 discende da un
adulto che era un neonato ad un istante anteriore
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Il comportamento della popolazione dipende dalle proprieta della matrice di
riproduzione R, che deve essere determinata (fittata) sulla base di opportune
osservazioni sperimentali (statistiche) ricavate dalla popolazione in esame.

Voroue XXXIII, Panr 111 . Novexsek 1045
O T POPULATION MATHEMATICS | primi studi su queste matrici sono

By P. H. LBSLIE.MZ;;:;NTG‘“,‘ Oxford U ty dovuti a
PR i I S
. m:‘:op;n;m& % T ”:“'..T_l'.':'r"‘.z.'ﬁ"“f"" 00
5 w.“ e A Nmmﬂfhu L
6. Ralatoon beiween the oancmasd form 18, Further prunctical applications . .
PRl W TUURSTTIN - P.H. Leslie “On the use of matrices in
b B iy s s certain population mathematics”,
19, Come of ropeated Iatent roots 197 Hofeewnos . . . . . . 212

o Biometrika (1945)

If we are given the age distribution of & populstion on & certain date, we may require to
know the oge distribution of the survivors and descendants of the originsl populstion st
wuocessive intarvals of thne, supposing that thess individaals are subject to vome given age.
spocifio rates of fertility and mortality. In order to simplify the problem s much s possible,
it will be sasumed that the sgespecifio rates remain constant over & pacsod of time, and the
feenale populstion slone will be considered. The initial age distribution may bo entirely
arbitrary; thus, for instance, it might consaiss of a group of females confined to only one of
the nge classes

The method of computing the femnle population in one urit's time, given any arbitrory
agn distribution at time ¢, may be exprossed in the form of m+ | linoar oquations, where

et it fa s i s b T e H. Bernardelli “Population waves” ,
gy = the number of females slive in the age group  to x4 L at timo f,

T o e m A L M LA S M WL Journal of the Burma Research
F, = the number of daughters born in the interval £ to £ 4 1| pec female alive sged s tox + 1 .

O 5 s o SR, Society (1941)

will be given by -

E Fong =N
-
Fong -y
Finyg =hn

Fyngg bt
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Consideriamo una popolazione di animali con riproduzione annuale.

anno come unita di tempo
4 classi di eta

85% sopravvive al primo anno (eta 0)

98% sopravvive al secondo anno

97% sopravvive al terzo anno
0 al quarto anno

Coefficienti di sopravvivenza:
Coefficienti di fertilita:

0 0,05 0,65
0,85 0 0
R=1 "0 o098 o0
0 0 0,97

La riproduzione €& impossibile all'anno 0
5% all’anno 1

65% all’anno 2

90% all’anno 3

0,85, 0,98, 0,97, 0 (1/anno)
0, 0,05, 0,65, 0,9 (1/anno)

0,9
0
0
0
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( zo(t+1) = 0,05z () + 0,6522(t) + 0, 9z3(t)
r=J nlt+l) = 0, 85z0(t)
T\ w1 = 0, 984 (1) Sistema di evoluzione
\ z3(t+1) = 0,97x4(t)
x(0) = [10,10,10, 10) Condizione iniziale
140 - . ; -
138 Evoluzione della popolazione
descritta dalla matrice R a
A partire
30 dalla condizione iniziale
E 60
40 -
Crescita esponenziale
s (Malthusiana)
0

0 o 10 15 20 25 30
t )
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C{fg(t) f-’.f{](f) + I (t) mg(t) + I (t) + f{fz(f)

Y ewi(t) Y_gwt)

Zfi:ﬂ zj(t)

tempo

30

Evoluzione della composizione della
popolazione
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x(0) = [20,4,4,4]"  [Condizione iniziele diversal

100 . ’ - 1
90 ¢ 8 R e1a’ 3
80 + 08}
70 + 071} \f A : 2
60 + .§ 0.6 ‘ '*;x‘ ‘.__.' .!_.f\_.“ i G G G T
§ 50 E‘U‘S j, , \
40 Boall YA il
30 0.3 } N\/\f B e
20 02} |
10 & 0.1} eta’ 0 :
0 " A A A 0 " A " " A
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempo tempo

Figura 9.8. Evoluzione della popolazione descritta dal modello (9.27) a partire dallo stato iniziale
x(0) = [20, 4, 4, 4]7.

Crescita esponenziale La composizione evolve
(Malthusiana) indipendentemente dalla condizione
iniziale
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La popolazione si dice stabile se la composizione converge sempre ad una
stessa configurazione costante indipendentemente dalla condizione iniziale

Nelllesempio precedente la popolazione é stabile
Conseguenze di queste proprieta sulla matrice di riproduzione
x(t+1) = Ax(1) & Rx(t) = Ax(1) poiché la composizione & costante

Cioé A & autovalore della matrice R e X(t) un corrispondente autovettore

A = diag(A, Ao, .. .... ,A\n)  Matrice diagonale degli autovalori di R

U Matrice le cui colonne sono gli autovettori U; corrispondenti agli
autovalori A;

Se U ¢ invertibile siha R =U"'AU
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E quindi
x(t+1) = Rx(t) = R'x(0) = x(t + 1) = U A" Ux(0)
In altre parole le componenti del vettore x(t+1) risultano delle opportune

combinazioni lineari delle componenti del vettore iniziale x(0) e i coefficienti
di tali combinazioni contengono delle potenze \:*!

Vediamo I'esempio della matrice di riproduzione precedente. Sihanno i
seguenti autovalori ordinati per ordine del modulo decrescente

A1 =1,0802; Ag 3= —0,1586 %0, 9258i; |A23| = 0,9393; Ay = 0,7630

Essendo tali autovalori distinti si ricava che |lo spazio degli autovettori
ha dimensione quattro e quindi la matrice U e invertibile.
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zo(t+1) = aoA ™ 4 boALT + AT+ do AL

!
Lo
~—
=~
+
 —
—
I

ﬂg/\i_l_l + bg/\t;—l + Cg;’t%_l_l + dg}\_i_l_l

Evoluzione della popolazione
In dipendenza dello stato
iniziale

Con queste formule si capisce 'andamento evidenziato nelle figure

L autovalore di modulo massimo determina il comportamento asintotico

della soluzione ed é detto
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In questo esempio si trovera che la matrice di riproduzione ha piu autovalori
dominanti, cioe con lo stesso modulo, Allora i comportamenti della soluzione
possono essere di tipo diverso

Take a species, say a beetle, wich lives three years only, and which propagates
in its third year of life. Let the survival rate of the first age-group be 1/2, of the
second 1/3, and assume that each female in the age 2-3 produces, in the
average, 6 new living females”; population waves (1941)

LT o i roduzione s el
Lo o
0 % 0
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A =1 A3 = —0,5+0,866% [A] =|Xo] = |A3] =1

—

proporzione
S e 2 o o0 o o @9
v b B L U 0 o

-"

. B

e
—

(=]

15

1 1.5
anni anni

Figura 9.9. Comportamento periodico corrispondente al modello (9.30).
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ma(i) = numero dei maschi adulti

fa(i) = numero delle femmine adulte

2m(i), 2f(i) = numero dei maschi (risp. femmine) di due anni
1m(i), 1f(i) = numero dei maschi (risp. femmine ) di un anno

Unita di tempo: un anno
Alla fine di ogni anno vengono prelevati soltanto gli adulti

gm(i) = numero maschi adulti prelevati
gf(i) = numero femmine adulte prelevate

g(i) = [ma(i), fa(i), 2m(i), 2f (i), 1m(i), 1 f(i)]"

Numero di animali che rimangono dopo il prelievo alla fine
dell’anno i-imo nelle sei categorie
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q(i) = [mq(i), fq(i),0,0,0,0]"

Numero di animali prelevati

h(i) = g(i) + q(i) Numero di animali prima del prelievo annuale
nelle sei categorie

Supponiamo che ogni femmina adulta possa partorire in media b1l maschi

e b2 femmine e che solo una frazione pl degli adulti, p2 dei vitelli del primo
anno e p3 dei vitelli del secondo anno sopravvivano da un anno al successivo,
il processo di allevamento in presenza di prelievo annuale puo essere
modellizzato dal seguente sistema di equazioni alle differenze
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ma(i) = pima(i—1)+ ps2m(i — 1) — mq(i)

fa( ) = mfali—1)+ps2f(i—1)— fq(9)
2m((t) = pelm(i — 1)
f( ) = p21f(i—1)
m(i) = by fa(i—1)
f(’&) = bs fa(i — 1)

In termini matriciali il sistema diventa

- ma(i) oL B LRV ma(i — 1)
fa(i) 0 p1 0 pg 0 0 || fali-1)
2m(7) : £ e W ST 22m('z_—11)
2f(4) B 00 D fli=1)

- Im(i—1)
1m(7) AL Sl S § T e Hi1

i | L e g G L Ve

Matrici e popolazioni stratificate
Firenze 24 febbraio 2010

qm

-,

(S o=
o Bl e s T s

—
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ossia g = Mg(i-1) —q(i)
La matrice M e chiamata matrice di trasformazione del modello.

Essa trasforma la struttura dell’allevamento dopo il prelievo ad un certo
anno, nella struttura prima del prelievo nell’anno successivo.

Gli elementi della matrice devono essere identificati sulla base di osservazioni
sperimentali. Una volta nota la matrice M, le successioni mq(i) e fq(i)
rappresentano delle funzioni di controllo attraverso le quali si puo regolare
I'andamento della popolazione
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0 senza prelievo

100

50

20
1S5

10

Figura 9.10. lllustrazione dell’'Esempio 9.10. y
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1

Grazie per |'attenzione
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