1. CALCOLO VETTORIALE
(1) Scrivere il vettore w = (2, —6) sotto forma di combinazione lineare dei vettori u = (1,2) e
v=(3,1). (R.w=2v—4u
(2
(3) Determinare la distanza tra i punti con coordinate (1,2,4) e (3, -1, —2). (R 7

Determinare la lunghezza (o il modulo) del vettore (2, —6, 3). (R. 7

)

)
(4) Determinare il prodotto scalare tra i vettori (1,2,3), (3, —1, —2). (R.
(5) Dati i vettori u = (1,—2,4), v = (=3,1,2) e w = (6,1, —1), quali sono le coppie di vettori
ortogonali? (R. u,w)
(6) Trovare il valore di k per cui i vettori (1,k,3) e (3,1, —2) risultano ortogonali. (R. 3)
(7) Determinare il coseno dell’angolo formato dai vettori (1,2, 3), (3, —1,—2). (R. —5/14)
(8) Determinare il prodotto vettoriale tra i vettori (1,2, 3), (3, —1, —2). (R. (-1,7,=7))
(9) Un triangolo ha per vertici i punti (1,2,2), (3,—1,3), (2,5, —2). Determinarne 'area e le
coordinate del baricentro. (R. 23, (2,2,1))

2. GEOMETRIA ANALITICA
(1) Determinare ’equazione del piano passante per i punti (2,—6,2), (5,—9,3) e (2,3, —4).
(R.x4+2y+32+4=0)

(2) Determinare ’equazione del piano passante per il punto (1,3,5) e passante per la retta di
r4+2y—z+2= 0

equazione § o g, 1_ (R. 11z —6y+2+2=0)
(3) Determinare I’equazione del piano ortogonale al vettore (1,2,3) ed equidistante dai punti
(5,7, =7) e (—1,—1,—1). (Rox+2y+32+4=0)
(4) Determmare le equazioni della retta ortogonale al piano x 4+ 2y + 32 + 4 = 0 e passante per
_y=2 _ 2-3
il punto (1,2, 3). (R.z—1=%7=%2)
(5) Determinare la proiezione ortogonale del punto (2, 1,2) sul piano z + 2y + 3z +4 = 0.
(R. (1,-1,-1))
(6) Determinare la proiezione ortogonale del punto (2,1,2) sulla retta z — 1 = L2 23,
_0

( R
(7) Determinare I'insieme dei punti equidistanti dai punti (2, —6,2), (5,—9,3) e (2,3, —4).

(8) Determinare l'insieme dei punti equidistanti dai piani di equazione x + 2y +3z+4 =0¢e
20 —2y+ 3z —4=0.

5
7’

7))

(9) Determinare i piani passanti per la retta x — 1 = 92;2 = % ed aventi distanza 2 dal punto
(0,1,0).
(10) Determinare i piani ortogonali alla retta z — 1 = 2 = 23
(0,1,0).
(11) Determinare i piani passanti per la retta x — 1 = %2 = 222 che formano un angolo di 45°
con il vettore (1,1, —1).
3. MATRICI
(1) Dire quali della seguenti matrici sono matrici a scala: 03 01
00/)7\0 -1 )70 0 )’

~1 6 02 -8 1 -5 2 s s 4
0O 41,100 3 |,{0 0 9 ,(0 0 _4)‘ (R. si; no; si; si; si; no; si)
0 0 00 O 0o 0 7
(2) Ridurre a scala le seguenti matrici:
-1 -1 4 1 5 =2 -1 -1 4 1 5 =2
3 1 0 , 00 3 . (R. 0O -1 6 |, 00 1 )
00 O

0 0 -2 0 0 6 0 0 1
1



2

(3) Ridurre a scala le seguenti matrici:

iy [ L oy (11
3 2 5 |, : (R.{ 0 =10 29 |, )
-5 7 10 IR 0 0 1 001
2 -1 =5 00 0
(4) Ridurre a scala le seguenti matrici:
42152 -1 3 -2 1 3—152 -1 3 =21
1 -3 2 4 5 (R. 1 0 =7 10 2 ])
soobe -7 7 6 11 SO 0 0 0 0
3 4 4 0 0 0
(5) Discutere al variare del parametro m il rango della seguente matrice:
1 m 3m—1
A=1 4 3 1 (R. per m # 2, rank(A) = 3; per m = 2, rank(A4) = 2)
8 6 0
(6) Discutere al variare del parametro b il rango della seguente matrice:
1 -1 2
3b 4 —=b
A= 9 3 3 (R. per b # —1, rank(A) = 3; per b = —1, rank(A) = 2)
-3 4 1

(7) Discutere al variare del parametro a il rango della seguente matrice:
2a¢ —a 3a 4
A=15 2 0 1 (R. per a # 2, rank(A) = 3; per a = 2, rank(A4) = 2)
1 4 -6 -3

(8) Discutere al variare del parametro m il rango della seguente matrice:

1 3 m 5
-4 2 3m 1

A= 0 1 —om 4 (R. per m # —1, rank(A) = 4; per m = —1, rank(A4) = 3)
6 4 —4 0

4. SISTEMI LINEARI
ar —y = 2
3axr +2y=a
(R. per a = 0, nessuna soluzione; per a # 0, 1 soluzione: (%, %=5))

(1) Risolvere al variare del parametro a il seguente sistema lineare: {

z+(a—1y—22=0
(2) Risolvere al variare del parametro a il seguente sistema: 20+ 3ay — 4z =10
6z + (a+5)y+22=0
(R. per a # —2, solo la soluzione banale; per a = —2, oo! soluzioni: {(O, —% h, h) Jh e R})

r+y=1
1solvere al variare del parametro 0 1l seguente sistema lineare: r+iy+z=
3) Risol 1 variare del bil i li 2 7 b
—Tx+by+z2=1
(R. per b # 4, 1 soluzione: (%,—1,b+ 1); per b = 4, oo’ soluzioni: { (&2, 1882 1) h e R})
—Tx +by = =5
(4) Risolvere al variare del parametro b il seguente sistema lineare: 20+ 5y =1
3r+y =2
(R. per b # 2, nessuna soluzione; per b = 2, 1 soluzione: (%, —15))

2(m— Dz +y—2mz =0
2mr +y+2mz =0 ’
(R. per ogni m, oo! soluzioni: {(—2mh, —2m(1 —2m)h,h),h € R})

(5) Risolvere al variare del parametro m il seguente sistema:



mz + 2z =1
. : : . . ) 2r+y=1
(6) Risolvere al variare del parametro m il seguente sistema lineare: (m+2z42=0"
r+y+z=2
(R. nessuna soluzione per ogni m € R)
ar +y+z=2
3r+y=1

(7) Risolvere al variare del parametro a il seguente sistema lineare: (@+3)7+3y—2=0"

dr+2y+2=3

(R. per a # 1, nessuna soluzione; per a = 1, 1 soluzione: (%, %, 171))

br +2y+32+0t =0
(8) Discutere al variare del parametro b il seguente sistema: { (b+2)z + 3y +4z+3t =0 .
(b+Dz+by+z+2t=0
(R. per b # 1, co! soluzioni; per b = 1, 0o? soluzioni)

r+(m+1)y—2z—2t=m+1
(9) Risolvere al variare del parametro m il sistema: mr—y+2z+3t=m
20 +y+t=m-+2

R per m # 1, ool soluzioni: 1—h,h,w,h+m;,heR}

4—2h—4k 4h+5k+1
3 ’ 3 ) h7 k

,h,k € R} )
r+ay+3z+(a—1)t=0
3r+by+2242t=0
20+2=0
4o +3y+t=0
(R. per a # 2, solo la soluzione nulla; per a = 2, oo! soluzioni: {(h, —9h, —2h, —23h),h € R})

r—9y+z=0—-2
(11) Risolvere al variare del parametro b il seguente sistema lineare: r+by+z=0>
br +5y =1

. . bh—1 2 BTV —bt1 ) .
R per b # 0 e b # —9, 1 soluzione: (b(b+9), 759 JZ(b+9)+ ) )

per b = 0 oppure b = —9, nessuna soluzione

per m =1, 0o? soluzioni: {(

(10) Risolvere al variare del parametro a il seguente sistema:

T—ay—+az—2at =a

3r+y—z+4+4t=1

—r+3y+z+t=-1"

r+2y+2241t=2

R. 1 . pera#2, 1 soluzione: (0,—%,%,1);
per a = 2, oo soluzioni: {(

(12) Risolvere al variare del parametro a il seguente sistema lineare:

4—4h _ 27h48 37h+12 )
T 28 7 28 7h)7h€R}

20 +m2y + 3mz —2mt =1
(13) Discutere al variare del parametro m il seguente sistema: 3x —miy + z + 3t = m?

r+9y+10z -3t =m+ 11

(R. per ogni m, oco® soluzioni)

22 + ady + 3az — 2at = 1

(14) Discutere al variare del parametro a il seguente sistema: 3z — a’y + z + 3t = a?
x4+ 18y + 10z =3t =a+ 11
(R. per a # —3, co! soluzioni; per a = —3, 0o? soluzioni)
ar +2by =0
(15) Risolvere al variare dei parametri a e b il seguente sistema lineare: 3r—y=0
6z + 3y = —1

(R. per a # —21b, nessuna soluzione; per a = —21b, 1 soluzione: (—1—15, —%))



r+(l—a)y+mz=0
(16) Risolvere al variare dei parametri a ed m il seguente sistema: dr+y+2=0
20 +5y—2=0

R. per a # 3m, solo la soluzione nulla; per a = 3m, co' soluzioni: { (=% % ) heR
313

r4+4y —z=2a
(17) Risolvere al variare dei parametri a ed b il seguente sistema:{ 2bx + 3ay — bz =0 .

rT—y—z=2
: . 6a24+2ab—6a+3b 2a—2 6a2+4ab—6a+11b
per b # 0, 1 soluzione: (— ) , =, — 5 :

(R. perb=0ea=001, oo' soluzioni: {(h+@,2a5_2,h),h€R}; )

per a # 0, a # 1 e b =0, nessuna soluzione

r+3by+z2=1
(18) Discutere al variare dei parametri a, b e ¢ il seguente sistema lineare:¢ azr +y+ 2z =1
r+yt+z=c
per a £1leb# 1 3, 1 sola soluzione; per a =1 e ¢ 7é 1, nessuna soluzione;
R. perb=zec 7é 1, nessuna soluzione; pera =1, b# s ec =1, oo soluzioni;
i‘
per a # 1, b—gec—l oo soluzioni; per a = 1, b=zec=1, 00? soluzioni;
5. PRIMI ESERCIZI SUI LIMITI
Calcolare i seguenti limiti:
(1) lim 2in(3s) (R.3)  (6) lim B (R. Non esiste)  (11) li lim m 2220)
: sin(2x)—sin(z 2243 _ P
(2) iﬂ% (R. 1) (7) ml_{rfoo pay (R. 2) (12) glcll%_vl
(3) lim =55 R.3) (8 lim x(vVa?—1-2) (13) lim sin(cos o)
. sin(x—xo) ST
W mt (RD () I Y (14) Jim_cos(3:)
2_
(5) lim siniz~1) (R-2)  (10) lim G (15) lim In(e* — 1) —Inz
T— z—+4oo T z—0

6. EXSSERCIZI SUI LIMITI

Eventualmente utilizzando i teoremi di de L’Hopital, calcolare i seguenti limiti:

(1) lir(r)l+ zlnz (R.0) (6) h_)rri (lln;") (11) hril Vad+212 -3 -z
(2) ili%%g(x) (R. 1) (7) IETOO o (12) :ckliloo Inzx —3Inlnzx
3 lm bz R0y (8) mtensing (13) lim_tan(750) o
z—oo ¥ s e¥—cosz e 1
<4) ili%% _ sinl(a:) (R O) (9> 5%31—{% ~sinz (14> glcli% (Tl);
(5) xli%h sine (R 1) (10) x1—1>I-i¥loox(3w — 1) (15) i{%smxacw
7. DERIVATE
Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:
(1) flz) = 3j22f1+5 (6) f(z) = (sinz)® (11) f(z) = cos(In(1 + z*))
(2) f(x) = sinz (7) f(z) = Vtanz (12) f(z) = 1067
(3) f(x) = sm; (8) flz) =In (13) f(x) = (107)?
(4) f(z) = cos(arcsin z) 9) f(x) = In(Tz) + ™ (14) f(z) = (2> +1)*
(5) f(x) = arcsinz + arccosz ~ (10) f(z) = e'tn” (15) f(x) = (cosx)™n®



8. ASINTOTI

Trovare gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni:

(1) fla) =2+ (6) f(z) =2 -3z 12 (11) f(z) = e
(2) fz) = 2L (7) fz) =Va3+2x —1—x (12) f(z) = e
(3) f(z) = ng;gH (8) flw) =vVa?+2r —1—2x (13) f(x) = e**2cosx
(4) fla) = (9) f(x) = Y2 (14) f(2) = In(1 + 2?)
(5) flz) = Y= (10) f(z) = (15) f(x) = In(e” — 1)
9. MASSIMI E MINIMI
Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo delle seguenti funzioni:
(1) f(x) = 2® — 2022 (4) f(x) = a:12na: — 2z (7) f(x) = ﬁ
(2) f2) =2° 2 +2+1 (5) fl2) = oy 8) f(z) =2—va% 2z 12
(3) f(x) ==t (6) f(2) = G2y (9) f(z) = " — 2
10. STUDIO DI FUNZIONI
Studiare le seggenti funzioni:
(1) flo) = =55 (6) f(z) = (2% = 5)e 211; ;Exg = 1n((x)22— 4(111)+ 5)
T xr2 — 7 fx:epj 12 xzelnx —In(22
8; ;Exi = Va? +j ES; fgx; _ 5 (13) f(z) = In(e*” =3e"+1)
(@) f(a) = e o) fa) = mmm (W /@) =2/ha -l
(5) f(z) = 20— VAT —Br ¥1  (10) f(z) = In(e* — 1) (15) f(z) = e

11. CLASSIFICAZIONE DELLE CONICHE

Classificare le seguenti coniche:
(1) 222 — bzy +2y* — 3z +6y +1=0
()21: — 3zy + 2y? +7x+5y+3—0
(3) 422 — 122y + 9y* — 4z + 6y —3 =0
(4) 922 +12xy+4y —6r+4y+1=0
(5) 22 —xy+3y* — 3z + 6y +8=0
(6) 42 —dzy+y* -3z +6y+5=0
(7)3$2+5xy—2y —br+1ly—12=0
(8) 222 —2y? —3x — Ty +5=0
(9) 9&:2—1-12:1:3/—1—43/ —6r—4y+1=0
(10) 42* — 62y + 9y* — 3z + 6y +1 =10

12. RETTE TANGENTI

(1) Trovare le rette passanti per il punto (1, 1) e tangenti alle coniche precedenti. Interpretare
geometricamente.

(2) Trovare le rette parallele al vettore (1,1) e tangenti alle coniche precedenti. Interpretare
geometricamente.

(3) Trovare l'inviluppo della famiglia di rette definita come assi dei segmenti di estremi (0,1) e
(t,0), t € R.

(4) Trovare l'inviluppo della famiglia di rette definita come assi dei segmenti congiungenti il
punto (27 0) ad un generico punto della circonferenza centrata nell’origine e raggio unitario.
(5) Trovare 'inviluppo della famiglia di segmenti di lunghezza 1 aventi estremi sugli assi coor-
dinati (asteroide).



13. AREE

(1) Calcolare I'area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione y =
4oy — 2% y=u.
(2) Calcolare I'area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione y =
944z —a? 6

1 Y=
(3) Calcolare 'area della regione interna al cerchio di raggio 5 e centro l'origine ed interna

all’iperbole di equazione y = 12 .

(4) Determinare I’area della reglone del piano definita da {(z,y) € R? : 2% +y < 4 < 4zy/3}.
(5) Calcolare I’area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione y =
2+4r —2* Jy=|v—2|.

(6) Determinare per quali valori di h la retta y = h taglia la circonferenza unitaria in due parti
di cui una di area doppia dell’altra.

(7) Trovare per quale valore di a la retta z + y = a determina con la parabola y = z? una
regione limitata di area 1.

(8 ) Calcolare I'area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione y =
7—|-m2 Y= 1—|—|ZL‘+2|

(9) Calcolare I’area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione y =
4 4

2+x2 ’ y = 24z
(10) Calcolare l'area della regione limitata del piano determinata dalle curve di equazione

v=1+ gy = [

14. LUNGHEZZE

Calcolare la lunghezza delle seguenti curve:
(1) (circonferenza) x(t) = 1 + cost, y(t) = sint, t € [0, 27].
(2) (nefroide) z(t) = 3cost — cos(3t), y(t) = 3sint — sin(3t), ¢ € [0, 27].
(3) (Catenarla) y=9%(ee+ea), xe[-11]
(4) y =23, z € [0,2).
(5) (astermde) = (1—x3)2, z € 0,1].

15. DERIVATE PARZIALI E DIREZIONALI

Calcolare la derivata parziale rispetto a = delle seguenti funzioni:

(1) flo) = ZE2pes (3) f(z) =a¥ +y° (5) f(2) = In(1 + 2%y + 2%)

(2) fla) = =5 (4) fz) = Va2 +y? (6) f(z) = wye™ "
Calcolare la derivata direzionale delle precedenti funzioni nel punto (2, 3) lungo la direzione del
1 V3

vettore (5,%).

16. CLASSIFICAZIONE DEI PUNTI CRITICI

Determinare e classificare i punti critici delle seguenti funzioni:

83 ;EJG y; = 29; —26;69 239 ) (13) flw,y) = (1+ )1+ )G+ )
z,y) = 2% + 2y — dv + 4y _22ay?

(3) f(e.y) =2y~ +y (14) f,y) =aye™ 2"

(4) f(z,y) = 23+ 1° — 3xy (15) f(z,y) = aiye™ """

(5) fx,y) = 2* +y* — 4oy (16) f(z,y) = xyeg‘x 3_y

6) flw,y) =242 —y (17) f(z,y) = we’ =

(7) f(z,y) = cos(xz + y) (18) f(z,y) = 2+I4y+y4

(8) f(z,y) = wsiny (19) f(z,y) = 223 + 3 — 322 — 3y
(9) f(z,y) = cosz +cosy (20) f(z,y) =2* + 2%y +y>+5
(10) f(z,y) = o2 21) f(z,y) =2 +y° —xy

(11) f(z,y) = 125 (22) fz,y) = (2% + )7

(12) f<'r’y) = 17x+y1+z2+y (23) f(l’,y) - exy+2x



17. MASSIMI E MINIMI VINCOLATI

(1) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = r — 2? + y* nel rettangolo 0 < z < 2,
0<y<1

(2) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = zy — 2z nel rettangolo —1 < z < 1,
0<y<1

(3
(4
(

) Determinare i valori massimo e minimo di f(x,y) = zy — y* nel disco 2% + y* < 1.
) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = z + 2y nel disco 2? + y? < 1.

5) Determinare i valori massimo e minimo di f(x,y) = zy — 23y? nel quadrato 0 < z < 1,
0<y<L

Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = zy(1 — xz — y) nel triangolo con vertici

)
,0), (1,0), (0,1).
)

Determinare i valori massimo e minimo di f(x,y) = sinxcosy nel triangolo con vertici

0), (2m,0), (0,2m).

8) Determinare i valori massimo e minimo di f(x,y) = sinzsinysin(z + y) nel triangolo con
vertici (0,0), (m,0), (0,7).

oy .
T2 nel semipiano y > 0.

(9) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) =

(10) Determinare massimo e minimo di f(z,y) = zye~* nel disco 2> + y* —z — y + }L <0.
(11) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = 23y? sulla retta z +y = 1.

(12) Quali sono i rettangoli di area massima tra quelli che hanno perimetro fissato?

(13) Determinare la distanza minima tra la parabola y = 22 ed il punto (1, 2).

(1 4) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = xy nell’insieme dei punti che verificano
2% + 49% = 16.
(

15) Determinare i valori massimo e minimo di f(z,y) = x?y sulla circonferenza z* + y* = 1.

18. AUTOVALORI ED AUTOVETTORI

Determinare gli autovalori ed autovettori delle seguenti matrici:

' 10 4 32 0
(1)(2 1) (R. A__l"(h’_h),he]R)(S) 013 (14) [ -4 -3 0
45 A=6: (h,4h) 00 o o 1
@2 (23 1 2 4 21 9
4 6
@4 5 4 (15) [ -6 3 4
(3)(11> 5 12 2 -3 1 3
-1 3 100 1 6 2
n( 15 (10) [ 2 3 5 (16) [ —4 —13 —4
W33 32 6 8 24 7
1 6 50 3 ~18 8 35
(5) (3 _2) 1) [ 3 1 3 a7 | 8 -4 —18
L3 s 103 ~11 5 22
ol o2 5 3.4 7 5 -1 5
(6) 12) [ 1 3 5 1) [ 3 9 -5
00 3
00 2 —6 -2 18
11223 5 —4 0 8 —2 —2
(7) p g 8 )2 -10] a3 1 -1
2 -2 1 3 -1 1




19. VOLUMI E BARICENTRI

(1) Determinare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando attorno all’asse delle ascisse
la curva di equazione

Yy=—=, con —2<x<2.
z2+4
(2) Determinare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando attorno all’asse delle ascisse

la regione del piano racchiusa tra ’asse delle ascisse, la retta = 3 e la curva
2z —1
y= Jrr3
(3) Determinare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando attorno all’asse delle ascisse
la regione del piano racchiusa dall’asse delle ascisse, dalle rette x = —x /3, x = 7/3 e dalla curva

y= coszx’
(4) Determinare il volume del solido di rotazione ottenuto ruotando attorno all’asse delle ordi-
nate la regione del piano racchiusa dagli assi coordinati e dalla curva y = 2 — 2In(z + 1).

(5) Calcolare [[zydrzdy, con T ={(z,y) e R*:0<2<1,0<y <z}
T

(6) Calcolare [[ zy(x + y)dz dy, con Q = [0,1] x [0, 1].
Q

(7) Calcolare [[(z + siny)dxdy, con Q = [-1,1] x [-1,1].
Q

(8) Trovare il baricentro della regione del piano delimitata dalla curva y = sinx e dal segmento
congiungente i punti (0,0) e (m,0).

(9) Trovare il baricentro della regione delimitata dalle curve di equazione y = 2 e y = /.
(10) Trovare il baricentro della regione interna all’ellisse di equazione x? + 2y*> = 1 e contenuta
nel semipiano dei punti con ordinata positiva.

(11) Trovare il baricentro di mezza palla.

(12) Calcolare il volume dell’intersezione tra la palla con centro nell’origine e raggio 1 e la
regione dello spazio costituita dai punti con ascissa x compresa tra 0 e %

(13) Calcolare il volume della porzione di ellissoide 42% + 4y? + 22 < 4 al di sopra del piano
z=1.

(14) Calcolare il volume dell'intersezione tra due cilindri di raggio 1 con assi ortogonali ed
incidenti.

(15) Tl cerchio ? +y* — 4z < 0 ruota attorno all’asse delle ordinate. Determinare il volume del
solido ottenuto.

(16) La regione delimitata dalla curva y = 1 + x + z°, dagli assi coordinati e dalla retta x = 3
ruota attorno all’asse delle ordinate. Determinare il volume del solido ottenuto.

(17) Calcolare il volume del pezzo di cilindro 2?4+ y* < 1 contenuto tra i due piani z —z+2 = 0
er+z+2=0.

(18) Calcolare il volume dell’intersezione tra il cilindro 22 + 22 < 1 ed il cono circolare retto
che ha per vertice il punto (0,0, 3) e per base un cerchio di raggio 2 sul piano z = 0.

(19) Sia S l'ottaedro regolare avente i vertici nei punti (2,0,0), (—2,0,0), (0,2,0), (0,—-2,0),
(0,0,2), (0,0,—2). Determinare il volume dell’intersezione tra S e il cilindro circolare retto di
equazione z2 + y? = 1.



