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1 Triangoli sferici

Un triangolo sferico ¢ definito da tre punti sulla sfera (vertici) e da tre archi di cerchio
massimo che li collegano a due a due (lati). Il triangolo sferico ¢ la regione interna
ai tre lati. Un triangolo sferico ha tre angoli, definiti come gli angoli tra i piani dei
rispettivi cerchi massimi. Gli angoli si possono vedere anche come angoli sul piano
tangente alla sfera nel vertice. Per semplicita considereremo soltanto angoli convessi,
cioe minori di un angolo piatto.

1) Provate a disegnare col nastro adesivo sulla sfera un triangolo sferico isoscele
e un triangolo sferico equilatero. Cosa potete dire degli angoli? Si puo costruire un
triangolo sferico con tre angoli retti? Quanto misurano i suoi lati? E la sua area?

Prolungando i tre lati otteniamo tre cerchi massimi. Otteniamo che ogni vertice
del triangolo ¢ vertice di quattro fusi sferici, a due a due opposti. Si puo considerare
il triangolo come intersezione di tre fusi sferici.

2) In quante regioni viene divisa la sfera da tre cerchi massimi? Potete dare una
nozione di triangolo sferico antipodale? Quali sono le analogie con il caso del piano
diviso da tre rette?

3) Come possiamo calcolare 'area del triangolo sferico? Scrivete una formula per
ricavare ’area del triangolo in funzione degli angoli.

Suggerimenti:
-Chiamiamo o, B e~y gli angoli del triangolo sferico.
-Come si calcola Uarea di un doppio fuso sferico?
-Notiamo che i tre doppi fusi sferici coprono la sfera, ma alcune regioni sono contate
pit volte.
-Completiamo questa uguaglianza:

4aR? + 46R? + 4yR? = 47R? + ...



4) Come puo essere la somma degli angoli interni di un triangolo sferico? Usando
la formula calcolata al punto 3, ricavate il valore minimo della somma degli angoli
interni di un qualsiasi triangolo sferico. Sapete trovare anche un valore massimo per
la somma degli angoli interni? Quali sono le analogie e le differenze con la geometria
euclidea?

5) Cosa si puo dire dei triangoli simili sulla sfera? Si puo ricavare il raggio della
sfera conoscendo ’area e gli angoli di un triangolo sferico 7

2 Circonferenze sulla sfera

La distanza tra due punti sulla sfera ¢ definita come la lunghezza dell’arco di cerchio
massimo che li unisce. Due punti antipodali hanno distanza wR. Perché ?

La circonferenza sferica di centro C' e raggio r & definita come il luogo dei punti
sulla sfera che hanno distanza r da C.

6) Sapete calcolare la lunghezza C(r) della circonferenza sferica di centro C' e raggio
r? Cosa succede se 7 = FR? E se r = mR? La lunghezza della circonferenza euclidea
nel piano vale 27r. Confrontate 27r e C(r). Il rapporto tra C(r) e il raggio r &
maggiore o minore di 277

Ecco un altro modo per dimostrare che la Terra ¢ sferica. Potrebbemmo utilizzare
una corda per tracciare una circonferenza sul terreno (come fanno i giardinieri), misu-
rare la lunghezza di tale circonferenza e valutarla in rapporto a 27 volte la lunghezza
della corda. Ad esempio se una persona al Polo Nord tiene un capo di una corda lunga
10.000 km e altre persone tracciano sulla Terra con 'altra estremita una circonferenza,
che approssimativamente e I’equatore terrestre. Se la Terra fosse piatta gli uomini
si aspetterebbero di misurare una circonferenza di 2710.000 km = 62.800 km, ma in
realta la circonferenza misura solo 40.000 km!

Piu precisamente se consideriamo 1’espressione

2mr — C(r)
r3
possiamo vedere che il suo limite per 7 — 0 & uguale a 57> (questo e un limite difficile).
Cio ci permette di calcolare il raggio della sfera soltanto da misure di lunghezza fatte
sulla sfera! E come se un essere a due dimensioni sulla sfera potesse misurare 'effetto
della terza dimensione. Analogamente la teoria della relativita di Einstein permette di
misurare la curvatura dello spazio-tempo dove viviamo.

3 Conclusioni

In questi tre incontri abbiamo osservato alcune caratteristiche della geometria sferica.
La geometria sferica non e euclidea perché non esistono rette parallele. La prossima
volta parleremo di un altro tipo di geometria non euclidea, nella quale per un punto
esterno a una retta esistono pit di una retta parallela (anzi ne esistono infinite!).
Questo tipo di geometria si chiama iperbolica.



