Quale contributo della matematica per una educazione trasversale ?

(Brunetto Piochi)

Matematica come cultura.

In una scuola ed una società come quelle italiane tuttora pervase in profondità di un impianto di tipo neoidealista o crociano, parlare di matematica come cultura e quindi sottolinearne una visione di tipo trasversale può sembrare bizzarro se non addirittura fuori luogo. L’approccio didattico tradizionale pone l’accento sull’insegnamento/apprendimento di leggi, regole e tecniche: all’alunni è affidato il compito di imparare e ripetere quanto appreso. Come è ormai noto, tale approccio ha l'effetto di promuovere un atteggiamento passivo nei confronti della matematica: lo studente impara, o meglio ‘si addestra’ a risolvere esercizi del tutto simili a quelli trattati dell'insegnante, convinto (a ragione) che su quelli sarà valutato; resta escluso nella quasi totalità dei casi ogni specifico interesse alla comprensione del perché di quanto appreso. È altrettanto noto che questo tipo di proposta produce disaffezione ed è una delle cause di gran quantità di fallimenti, soprattutto da parte di quegli studenti che non hanno una motivazione intrinseca all'apprendimento.

Esiste naturalmente un altro stile di approccio, di tipo costruttivista, il quale prevede che siano gli stessi alunni a scoprire (o meglio a formulare ipotesi su) le leggi e le regole che possono descrivere e trattare meglio un fenomeno. Tale approccio si basa fortemente su attività di problem solving e problem posing, ma “richiede un tempo molto lungo, non compatibile con la quantità delle conoscenze che la scuola deve trasmettere. Inoltre, nel caso di fenomeni come quello della caduta dei gravi e quello della trasmissione dei caratteri ereditari, le esperienze condotte indicano che nei momenti decisivi l'insegnante deve intervenire con le sue spiegazioni per fornire le ipotesi e le formule cruciali (ricadendo nei limiti dell'approccio tradizionale)”.  (Boero et al., 2002 : 30). Questi motivi oggettivi forniscono troppo spesso un alibi per non tentare nuove strade; gli insuccessi vengono attribuiti alla cattiva volontà e al disinteresse degli studenti, fingendo di ignorare il nesso stretto fra motivazione, interesse e studio.
Eppure di questo si tratta: o riusciremo a superare la discrasia fra la convinzione, dichiaratamente diffusa almeno in teoria, della necessità della matematica e il rifiuto, altrettanto diffuso nella pratica, di questa disciplina oppure falliremo nella realizzazione di uno dei compiti più importanti di questo momento storico, ben indicato a suo tempo dalla Commissione Europea:

C’è il rischio che la società si divida fra coloro che possono interpretare [le tecnologie, le informazioni…], coloro che possono soltanto utilizzare, e coloro che sono messi ai margini da una società che li assiste; in altre parole fra quelli che sanno e quelli che non sanno. La principale sfida in questo tipo di società è ridurre il divario fra questi gruppi mentre si favorisce il progresso e lo sviluppo di tutte le risorse dell’umanità (Commissione Europea, 1995: 310).

Di questa necessità (definita addirittura irrinunciabile) si trova un’eco in recenti documenti ministeriali: “L’insegnamento della matematica fornisce uno strumento intellettuale di grande importanza: se da un lato le competenze matematiche si rivelano oggi essenziali per comprendere, interpretare e usare le conoscenze scientifiche e tecnologiche indispensabili anche nella vita quotidiana, all’educazione matematica va soprattutto riconosciuto un contributo specifico per la formazione di una struttura di pensiero razionale e critico, che la rende strumento irrinunciabile di crescita culturale e umana”
.

Sicuramente solo la consapevolezza di questo specifico aspetto potrà aiutare gli insegnanti a superare quella visione ‘tecnicista’ della materia, la quale mostra ogni giorno di più il suo fallimento nella pratica didattica quotidiana. I docenti di scuola secondaria, in particolare, hanno bisogno di una ‘rivoluzione copernicana’ in questo senso; mentre gli insegnati della scuola primaria ormai da anni discutono e in buona parte operano in un quadro di riferimento diverso, la scuola secondaria resta ancorata a programmi di insegnamento e a prassi didattiche del tipo sopra richiamato, le quali danno (programmaticamente, non dimentichiamolo !) un’enorme importanza agli aspetti tecnici cosicché anche i colleghi meglio intenzionati si trovano ad affrontare forti resistenze (anche personali
) ad un cambiamento che è soprattutto metodologico ma che si riflette almeno in parte nei contenuti proposti.

Del resto il problema non riguarda esclusivamente gli insegnanti di matematica e neppure si limita all’Italia soltanto. Una prova della prima affermazione si è avuta proprio all’interno del progetto Trasversalia dell’IRRE Toscana: solo in pochi casi le proposte elaborate dal gruppo di docenti di matematica hanno trovato una effettiva risonanza nella disponibilità dei colleghi di altre discipline
. E d’altra parte solo in pochi casi i docenti di matematica sono stati coinvolti a pieno titolo nelle proposte che i colleghi venivano elaborando. Per questo motivo invitiamo il lettore a leggere con animo aperto e critico le proposte che più sotto riporteremo, evitando di soffermarsi su quella che ad una prima lettura appare più interdisciplinarietà che trasversalità: infatti quest’ultima può essere costruita solo in una effettiva cooperazione costante, continua e faticosa, che permetta ad ognuno di mettere in comune con gli altri il proprio bagaglio di conoscenze anche epistemologiche della disciplina.

A proposito della situazione internazionale infine, nonostante la chiara esplicitazione del fatto che in generale l‘insegnamento della matematica ha una estesa varietà di scopi formativi, culturali e pratici a qualsiasi livello scolastico (Blum e Straesser, 1992), troppo spesso si finisce per offrire “la minor educazione [matematica] proprio a quegli studenti che ne avrebbero maggior bisogno” (Forman e Steen, 2000). Alla ricerca di una strada per superare queste difficoltà si situa un tentativo di superare il gap fra l’approccio scientifico e quello umanistico, individuando parentele e trasversalità; l’argomento è sviluppato ad esempio in (White, 1993). 
In queste pagine cercheremo, anche a partire da una riflessione sul “carattere” della matematica, di delineare alcune piste di apprendimento trasversale, mostrando le potenziale di una proposta attraverso la scoperta di possibili interconnessioni con gli altri dispositivi, in particolare la narrazione e la complessità considerati in questo volume. 

Matematica e matematici
Al presente, quasi tutti coloro che vivono nei paesi sviluppati sono convinti dell'importanza della matematica e della sua necessità, praticamente in tutti i settori della scienza e della tecnica. Ma che cosa sia la matematica oppure che cosa faccia un matematico resta per la grande maggioranza della popolazione un mistero (Dieudonné 1989). È abbastanza diffusa l'idea (basata su una specie di imprinting ricevuto nella scuola primaria) che la matematica sia calcolo
 e quindi che un matematico sia una persona interessata e dedita ai calcoli, dove spesso per calcoli si intendono calcoli con le quattro operazioni, solo un po' più complicati: se in una compagnia a un ristorante c'è un matematico è naturale che a lui o a lei venga  richiesto di fare la divisione dei conti... ignorando o trascurando il fatto che un matematico di professione non necessariamente è più abile di chiunque altro nell'eseguire i conti con le quattro operazioni. 

Un'altra ipotesi piuttosto diffusa è che il matematico abbia a che fare con i calcolatori; ancora, non è difficile trovare chi, fra i colleghi di materie tecniche professionali, sia convinto che un matematico sia una persona che conosce molte formule, eventualmente più efficaci o più veloci. 

Il 27 novembre 1811 il matematico francese Cauchy, invitato per una conferenza sui limiti del sapere umano presso una società culturale di Cherbourg, azzardò una profezia: egli sostenne che era totalmente falsa l’opinione corrente fra i suoi contemporanei di una crescita praticamente illimitata del sapere umano. Egli appoggiò questa opinione con una serie di affermazioni riguardanti varie scienze, compresa la matematica, suo campo di studi: sostenne infatti che ormai si sarebbe potuto aggiungere ben poco al già conosciuto. Chiunque è oggi in grado di riconoscere l’assoluta infondatezza di tale previsione a proposito delle scienze in genere, ma questa facilità di giudizio difficilmente vale anche per la matematica. Crediamo che la maggioranza delle persone sia in effetti convinta che, al contrario di quanto accade nelle scienze in generale, in matematica non ci sia più molto da scoprire e dunque compito del matematico sia insegnare ciò che ha ereditato. 

In effetti è estremamente raro trovare in qualche rivista o trasmissione televisiva di divulgazione una presentazione di teorie matematiche contemporanee, intendendo per contemporanea una teoria tuttora oggetto di ricerca ovvero una teoria di cui si continuino a scoprire nuovi risultati. Di tali teorie il lettore curioso può trovare un elenco (necessariamente sommario e parziale, ma abbastanza illuminante) nel paragrafo V.5 di (Dieudonnè 1989); nello stesso volume anche il non specialista può trovare una presentazione dei legami fra la matematica e le altre scienze, così come si sono venuti costruendo e modificando durante i secoli.

Qui tuttavia non è in discussione il ruolo della matematica come “serva” o “padrona” delle altre scienze (Boncinelli e Bottazzini, 2000). Qui ci interessa evidenziare le caratteristiche della matematica che possono fornirci una base di lavoro per un contributo formativo, in particolare all’interno di una trasversalità fondata sui dispositivi della narrativa e della complessità. La matematica infatti non può e non deve perdere le proprie caratteristiche ma proprio attraverso queste, insieme alle altre discipline, può e deve cooperare a una crescita della persona, crescita che a sua volta avrà certamente effetti positivi anche sull'apprendimento generale.

Matematica e scienze umane: sono davvero così diverse ?

È opinione corrente quella che vede una profonda diversità fra matematica e scienze umane. Tuttavia se si esaminano alcune caratteristiche non certo secondarie della matematica, si deve al contrario riconoscere una solida comunanza (che è poi la comunanza dovuta all’essere entrambe produzioni della mente umana). Il fatto che molto spesso questa caratteristiche non siano percepite dipende soprattutto dal fatto che “se la matematica viene insegnata semplicemente come apprendimento di procedure allora nessuno dei [suoi] elementi umanistici può essere percepito. È raro che l'insegnamento della matematica, a livello elementare o avanzato, comprenda o metta in luce gli aspetti umanistici della disciplina” (P. Davis in White, 1993, p. 10).

Vogliamo adesso evidenziare una serie di punti contatto, motivandoli naturalmente in termini interni alla disciplina.

1. La matematica è ambigua, come la letteratura, in particolare come la poesia. Questa affermazione può far sobbalzare coloro che sono convinti che la caratteristica più profonda della matematica sia la prevedibilità: non si dice forse ‘è sicuro come che 2 + 2 fa 4’ ? 
. Eppure è ormai definitivamente chiaro (almeno per i matematici) che la ‘certezza’ della matematica è effettiva solo a partire dagli assiomi scelti: variando gli assiomi, varia la matematica su cui si lavora. Dopo la scoperta delle geometrie non euclidee
, ad esempio, è lecito affermare, come sosteneva Poincaré, che “non esiste una geometria vera; esiste solo una geometria [più] comoda” delle altre per descrivere un certo spazio
. 

2.   La matematica possiede una componente estetica. Essa appare evidente a chi pratica la disciplina per professione, ma può essere apprezzata in buona misura anche dal ‘profano’, purché questi sia messo di fronte a situazioni di apprendimento significative.

L’attenzione che i matematici hanno per le qualità estetiche della loro disciplina (…) è notevole; da qui discende l’idea di molti matematici, anche contemporanei, che l’attività matematica e quella artistica siano in qualche misura molto simili, paragonabili. La creatività sarebbe il fattore che unisce Matematica e Arte, Arte e Scienza più in generale (Emmer, 1991: 27). 

Le forme create dal matematico, come quelle create dal pittore o dal poeta, devono essere belle; le idee come i colori o le parole, devono legarsi armoniosamente. La bellezza è il requisito fondamentale: al mondo non c'è un posto permanente per la matematica brutta. (Hardy, 1989).
P. Erdos
 usava per definire questa qualità della matematica le parole bellezza e penetrazione,ma faceva anch’egli fatica a spiegare di cosa si trattasse “È come chiedere perché la Nona sinfonia di Beethoven è bella” diceva. “Se non lo sai tu il perché nessuno può dirtelo. Io so che i numeri sono belli. Se non lo sono loro niente lo è” (P. Hoffmann, 2000: 41)

3.  La matematica è un linguaggio (almeno in buona parte). Alcuni fatti hanno bisogno di essere comunicati e lo sono in modo più efficace se si usa il linguaggio matematico per descrivere, fare ipotesi, sviluppare ragionamenti. Vale la pena sottolineare come proprio il linguaggio matematico permetta di compensare eventuali imperfezioni descrittive: “la geometria è la scienza dei ragionamenti corretti sulle figure sbagliate” (G. Polya). 

Nel XX secolo la matematica ha cercato di sviluppare un proprio linguaggio, che permettesse di ridurre al minimo le ambiguità insite nel linguaggio comune; tuttavia, sul piano formativo, una competenza nell’uso del linguaggio comune a scopi matematici è fondamentale. Dare spazio a riflessioni sul perché si dimostra e come si dimostra è assai più utile che imparare (più o meno a mente) una sequenza di dimostrazioni. Ora che la disponibilità diffusa di calcolatori e relativo software permette di sperimentare rapidamente la validità di ipotesi e congetture, questa attività sarebbe davvero importante e aiuterebbe a chiarire aspetti centrali sia  per l’apprendimento della matematica che della scienza.

Ad esempio osserviamo che una dimostrazione matematica dovrebbe avere la capacità di farci capire perché un determinato risultato è vero. Tuttavia iniziano ad essere prodotte (e accettate dalla comunità scientifica) delle dimostrazioni che utilizzano pesantemente il computer e dunque non rispondono a questa caratteristica. Vale la pena, per il lettore non matematico, riportare due esempi. 

Uno dei risultati più semplici di matematica da spiegare a un non matematico è il cosiddetto teorema dei quattro colori
; sostanzialmente il teorema afferma che qualsiasi carta geografica può essere colorata utilizzando solo quattro colori, in maniera che mai due stati confinanti siano colorati allo stesso modo. La formulazione di questo semplice teorema risale alla metà del XIX secolo, ma una vera dimostrazione arrivò solo nel 1976: la dimostrazione però era stata costruita facendo lavorare dei computer ad alta velocità per più di 1000 ore. Gli autori avevano dimostrato che tutte le possibili carte geografiche erano variazioni di circa 1500 casi base ed avevano utilizzato dei computer per analizzare ad uno ad uno i casi base, dimostrando la validità del teorema. Ora, il problema non è che i matematici abbiano dei dubbi su questa dimostrazione, ma essa è di un tipo diverso da quello usuale; utilizzando ancora una volta le parole di Erdos la dimostrazione "non è bella, preferirei una dimostrazione che penetrasse il perché quattro colori sono sufficienti".

Consideriamo invece la seguente dimostrazione del fatto che i numeri primi
 sono infiniti. 

Supponiamo che esistano solo una quantità finita di numeri primi, consideriamo il prodotto di tutti questi numeri primi e aumentiamolo di 1. Otterremo in questo modo un numero N. Questo numero non può essere divisibile per nessuno dei numeri primi considerati: se infatti eseguiamo la divisione otteniamo sempre come resto 1. Dunque abbiamo trovato un nuovo numero che non era nella lista e che non è divisibile per nessuno degli altri numeri considerati, cioè che è divisibile solo per se stesso e per 1; dunque abbiamo trovato un nuovo numero primo.

Se proviamo ad analizzare questa dimostrazione
, scopriamo che essa in effetti ci permette di intuire perché i numeri primi non possono finire
: sostanzialmente perché, se finissero, da un certo punto in poi non dovremmo avere niente che non fosse divisibile per quantità già conosciute, ma questo non avviene.
 

4.   La matematica ricorre a metafore. Forse sarebbe più corretto mettere la parola ‘metafore’ fra virgolette, ma essa non è assolutamente inadeguata per il tipo di oggetti a cui ci si riferisce, cioè ai modelli, i quali sono utilizzati in matematica sostanzialmente secondo due modalità: si parla di modello matematico per indicare un insieme di equazioni (solitamente, ma non necessariamente, equazioni differenziali) la cui soluzione costituisce una descrizione matematica di un dato fenomeno (variazioni climatiche, sviluppo di una colonia batterica, diffusione di una epidemia,…; tali modelli prendono le mosse da una situazione reale, interpretata matematicamente sulla base di ipotesi o intuizioni, la cui validità verrà poi confermata o disconfermata dalle deduzioni che si potranno trarre dai modelli
); si parla di modello sintattico riferendosi alla “traduzione” o “interpretazione” di una teoria mediante oggetti propri di una teoria diversa
.

In che senso questi modelli possono essere considerati metafore ? Indubbiamente nessuno degli oggetti trattati è ciò che vuole rappresentare, ne condivide certe caratteristiche e ne suggerisce altre, ma il rappresentato e il rappresentante hanno ciascuno proprietà diverse.

5.  La matematica ha una storia. Questa affermazione sarebbe di per sé ovvia: dopotutto ogni attività della mente umana ha una sua ‘storia’. Essa diventa invece centrale proprio perché le verità e le affermazioni matematiche sono atemporali e decontestualizzate e perciò stesso sono troppo spesso viste come fuori dalla storia.

La consapevolezza della storicizzazione della matematica offre al contrario una potente chiave, da un lato per rivedere l’approccio didattico tradizionale
 avvicinandolo alla realtà dei problemi culturali, dall’altro per sottolineare ancora una volta la capacità della matematica di “parlare” un linguaggio comune con le altre discipline, condividendone la tensione verso l’uomo. 

Un interessante procedimento esposto in (Boero et al., 2002) si rifà all'idea di voci dovuta a Bachtin (Bachtin, 1968) per esplorare la zona di sviluppo prossimale  (Vygotskij, 1990) attraverso echi personali degli studenti a partire da determinati voci storiche o contemporanee. 

L'idea di voce dovuta a Bachtin è quella di una espressione innovativa che trasmette in maniera riconoscibile a livello sociale nuovi significati e che viene quindi ad assumere un carattere universale; ad esempio, le novità portate da Dostoevskij nel romanzo dell'800. D'altra parte proprio secondo Bachtin una voce è sentita se in qualche modo personificabile cioè associabile a un soggetto umano: un autore, uno scienziato noto, ma anche l'insegnante.... Gli studenti sono invitati a fare eco a questa voce in maniera da costruire un dialogo; talvolta gli echi possono assumere, se opportunamente stimolati e valorizzati dall'insegnante, il ruolo di voci che rimandano a ulteriori echi…

Appare ovvio come l'aspetto narrativo sia fondante in una attività di questo tipo, ma altrettanto ovvio è il richiamo a una personalizzazione del concetto, della comprensione dell'espressione dello stesso. Dunque lo studente viene così coinvolto in una re-invenzione della teoria la quale viene fatta propria e rielaborata secondo metodi e categorie personali. A tale fine possono essere proposte consegne esplicite del tipo: "come avrebbe interpretato ... il fatto che..", oppure "con quali dati di esperienza ... avrebbe potuto sostenere la fondatezza della sua ipotesi",  oppure ancora “che analogie e che differenze noti fra quanto detto dal tuo compagno e quanto scritto da ...". (Boero et al., 2002 : 32)

6.  Lo sviluppo della matematica si intreccia in maniera inestricabile con quello della filosofia. A riprova si può citare come la struttura aristotelica di una scienza si attagli perfettamente (in pratica soltanto) alla matematica; oppure si può ricordare il ruolo cruciale che Kant attribuisce alla geometria come fonte di enunciati sintetici a priori. D’altra parte, la filosofia ha contribuito a chiarire la portata di alcune teorie o a spingere la matematica a sciogliere proprie ambiguità e a formalizzare meglio i propri fondamenti; è il caso del paradosso di Russell
 il quale costrinse a rifondare la teoria degli insiemi. 

Proprio i paradossi, a partire da quelli classici del mentitore
 o della corsa fra Achille e la tartaruga fino ai paradossi visivi costituiti dalle figure impossibili di Escher, possono fornire un fertile terreno per chiarire i campi di incontro e le aree di vicinanza fra queste due discipline. Ancora una volta è utile sottolineare la natura trans-disciplinare (più che semplicemente inter-disciplinare) di un lavoro su questi temi. Si tratta di mettere a punto dei dispositivi di analisi che non possono semplicemente consistere in punti di vista diversi sullo stesso oggetto ma che devono condurre ad usare uno “sguardo comune” che riesca a cogliere le varie sfaccettature, illuminando così le discipline stesse. Proprio qui dunque lo sguardo della complessità e della narratività possono fornire le chiavi per un lavoro significativo.

Matematica e narratività

I punti illustrati nel paragrafo precedente mostrano come, tutto considerato, sia naturale un approccio alla matematica a partire dalla narratività e come anzi esso rappresenti quantomeno un tentativo da effettuare per opporsi alla perdita di senso della disciplina stessa. È questo infatti il rischio (o meglio l’effetto reale) della prassi didattica diffusa nella scuola italiana, soprattutto nella scuola secondaria: la matematica viene presentata e appresa come tecnica, come pura sintassi
, avulsa da qualsiasi contesto storico e applicativo significativo
. Nella scuola primaria non mancano esperienze che tentano di superare questa frattura (Piscitelli et al., 2001), ma a livelli superiori la situazione è ancora molto bloccata: perfino in scuole, come ad esempio gli Istituti Professionali (Contardi et al., 2003) dove gli esiti disastrosi di un simile approccio sono evidenti e dove proprio la tipologia della scuola e dei suoi utenti dovrebbe spingere a ribaltare la prassi comune, al contrario i programmi vigenti ma anche le convinzioni degli stessi insegnanti frenano le sperimentazioni e la ricerca di approcci diversi.

D’altra parte come conciliare la ‘fuga dall’errore’ nelle ore di matematica, l’uso frenetico del bianchetto per coprire le proprie sviste e fraintendimenti, con “il racconto di progetti umani che sono falliti, di attese andate a monte” propostoci dalla narratività che in tal modo “ci offre il modo di addomesticare l’errore e la sorpresa” (Bruner, 2002: 35) ? Una conciliazione è possibile solo se si accetta l’errore come componente naturale di ogni attività umana, anzi come fonte di apprendimento. Ciò presuppone però la capacità di attivare competenze di tipo metacognitivo negli allievi (e negli insegnanti…), richiede un approccio didattico e valutativo nuovo, stimola la scuola dell’autonomia a ricercare strutture anche logistiche e organizzative diverse: si può agevolmente proporre e correggere una gran quantità di verifiche se ci si limita a controllare l’esattezza del risultato, ma un lavoro di (ri)scoperta di senso, di discussione collettiva, di analisi e valutazione del processo che ha prodotto un certo risultato non sono affatto compatibili con grandi numeri e difficilmente lo sono con eccessivi dislivelli di apprendimento.

L’approccio storico significativo, l’uso corretto del linguaggio, la capacità di elaborare argomentazioni pro o contro una data ipotesi
, una personale
 rielaborazione di proprietà o tecniche offrono potenzialità enormi all’apprendimento della matematica. E, certo, tali aspetti hanno tutto da guadagnare dal coinvolgimento dei colleghi delle diverse discipline (non è casuale che queste metodologie trovino un campo più fertile nella scuola primaria, dove più comune è l’interazione e la programmazione comune fra insegnanti di materie diverse). In questa direzione si muovono alcune delle piste di lavoro presentate più sotto, studiate (non solo per esigenze del Progetto…) in modo da offrire agli studenti la possibilità di esercitare l’approccio narrativo in modalità e forma transdisciplinare, lavorando su uno stesso tema in collaborazione con docenti portatori di visioni, conoscenze e competenze diverse.

Matematica e complessità

Più evidente, ma anche più articolato, si presenta il rapporto fra matematica e complessità. Esso prevede varie modalità di inter-relazione reciproca.

In prima battuta la matematica si offre come strumento per ‘dominare’ la complessità. All’interno di un sistema finito e deterministico, ci si pone tutt’al più il problema di misurare la complessità di un problema
 tramite, ad esempio, la valutazione del numero delle operazioni necessarie, oppure tramite il calcolo delle probabilità che si verifichi un dato evento. La sistematizzazione e formalizzazione delle teorie vanno indubbiamente in questa direzione: all’esistenza di sistemi dinamici complessi che amplificano l’errore la matematica risponde appunto mettendo a disposizione i propri strumenti per tentare una misurazione dell’errore commesso. In tutti questi casi la complessità è sintattica, interna al sistema stesso (Arecchi 1999).

Ad un livello più alto di riflessione e necessità, nascono teorie e strumenti adeguati a esplorare e studiare i sistemi complessi: la Teoria dei Sistemi ad esempio. Se è vero che un fenomeno è comunque di più della somma delle parti, per studiarlo occorre qualcosa di più che lo studio dei singoli ‘pezzi’ o passaggi, occorre una teoria che permetta di studiare appunto le relazioni reciproche e come queste si influenzano reciprocamente ed inducono effetti globali.

Tuttavia, probabilmente il livello più alto di riflessione lo si tocca con teorie che non si pongono tanto il problema di ‘trattare’ la complessità, quanto di esaminarla e studiarne le conseguenze, ponendo dunque le basi per una trattazione anche ‘metaforica’ della complessità stessa. Si raggiunge un livello simile ad esempio con i lavori di K. Gödel sulla esistenza di teorie non decidibili o con la Teoria delle catastrofi di R. Thom. Queste teorie ci offrono perfetti esempi di complessità come

modello più generale, filosofico piuttosto che scientifico stricto sensu, in cui i caratteri del disordine, del superamento dell’universalità, della complicazione, dell’organizzazione, dell’ologramma, della fine dei concetti-chiusi e della chiarezza e dell’ascesa della comprensione ecc., danno vita a un paradigma cognitivo scientificamente trasversale, aperto a ogni applicazione nelle aree regionali (che poi sono i luoghi propri ed effettivi) della scienza. È un modello logico-cognitivo-metodologico più che concettuale […]   (Cambi, 1991: 133-134)

Dal teorema di Gödel segue l’esistenza di affermazioni che non possono essere provate né vere né false, di numeri e funzioni non computabili, ecc. Va detto esplicitamente che questa complessità e indimostrabilità non è patologica o casuale, ma è assolutamente generalizzabile; il teorema non richiede tecniche di tipo specifico: esso si situa tutto all’interno della logica di tipo classico e la sua ‘complicazione’ non è maggiore di quella di qualsiasi altro teorema. Eppure esso spazza via, come abbiamo cercato di illustrare più sopra
, tutta una concezione della matematica. 

La Teoria scientifica delle Catastrofi di R. Thom invece, secondo il suo stesso autore, non è un teoria scientifica vera e propria bensì “una metodologia capace di organizzare i dati dell’esperienza”: è in un certo senso la “controparte matematica” di teorie fisico-chimiche con cui si tenta di operare secondo visioni più adeguate ad un mondo dove appunto i legami sono di tipo complesso e non semplicemente deterministico e lineare.  

Appare dunque chiaro come, a livello di scuola secondaria, una trattazione ‘matematica’ ella complessità possa anche essere in parte anche interna alla materia (ad esempio lavorando sui numeri reali, sulla loro approssimazione, sulla teoria degli errori…) ma soprattutto come essa ben si presti ad essere affrontata anche in maniera trasversale, aiutando gli studenti a comprendere e compiere il passaggio epistemico che la scienza e la matematica stessa hanno dovuto compiere nel XX secolo per rimanere fedeli alla propria vocazione.

Alcune piste di lavoro

Riportiamo qui di seguito alcune delle ipotesi di attività che sono state elaborate dal gruppo dei docenti di matematica impegnati nel Progetto, e che non sono state poi sviluppare in maniera autonoma
. 

Per ciascuna di esse proponiamo una breve scheda, evidenziando le modalità in cui essa può interagire con i dispositivi della narratività e della complessità ed indicando esplicitamente i “punti di forza” per una revisione della didattica della matematica; gli argomenti interni alla disciplina che vengono affrontati; le materie che potrebbero essere coinvolte e il livello scolastico relativo. 

Siamo perfettamente consapevoli che queste proposte sono ancora ad uno stadio iniziale e sarebbe assai facile leggerle come spunti per un approccio semplicemente interdisciplinare. Ciò è dovuto al fatto che (essendo per così dire ‘nate premature’ e non avendo trovato un terreno abbastanza fertile per crescere) non sono state sviluppate insieme ai colleghi delle altre discipline e, soprattutto, non sono state con essi discusse in modo da farne emergere tutte le potenzialità reali.

a.   MODELLI MATEMATICI 

	Materie coinvolte
	MATEMATICA, SCIENZE, CHIMICA, TECNOLOGIA, ECONOMIA

	Livello scolastico
	Triennio di Liceo Scientifico o tecnologico

	Temi affrontabili
	· Successioni, serie, numeri reali

· Funzioni; equazioni differenziali

· Geometria Analitici

	Obiettivi significativi per la Matematica
	· Aiutare a comprendere la matematica come scienza che risponde alle richieste e ai vincoli della realtà

· “Rivisitare” il formalismo matematico, come strumento che trova i suoi vincoli e le sue spiegazioni nella rappresentazione del reale

· Guidare ad un uso “intelligente” del software

· Porsi e risolvere problemi

	Argomenti proponibili


	· Decadimento radioattivo

· Dinamica delle popolazioni

· Temi di ricerca operativa


Da sempre la matematica si è posta il problema (nel tentativo di “gestire” la complessità del reale) di costruire rappresentazioni efficaci dei fenomeni della realtà: si sono così costruiti dei modelli matematici, ovvero tali che le relazioni reciproche fra i diversi enti sono espresse in termini matematici. In generale un modello di un sistema esprime la conoscenza di un fenomeno e come tale consente di rispondere a domande sul sistema senza la necessità di compiere una gran mole di esperimenti. Esso costituisce quindi un potente mezzo di previsione e descrizione del comportamento di un sistema. 

Naturalmente costruire un modello significa “narrare” un evento, al fine di coglierne i dati significativi; pertanto la narratività non è certo estranea alla formalizzazione di un modello. Inoltre il modello è sempre in divenire e quindi richiede un continuo sforzo di adeguamento da parte del “narratore” ma anche di chi lo interpreta
.

Si confronti ad esempio il modello maltusiano (1798) di crescita di una popolazione, basato sull’assunto che la crescita sia proporzionale al numero degli individui esistenti, con il modello di Verhulst (1838) il quale considera come occorra tenere anche conto delle risorse disponibili e dunque della competizione fra individui per la sopravvivenza. La presentazione dei due modelli si presta a considerazioni sociali, demografiche, filosofiche e religiose e non può certo essere trattata esaurientemente se non in un’ottica trans-disciplinare
.

La presentazione di alcuni modelli di fenomeni biologici o fisici nella scuola secondaria può essere effettuata (come è in effetti prassi piuttosto diffusa nei paesi anglosassoni) con questo tipo di approccio, più sperimentale e concreto, anziché proponendo una teoria già sistematizzata e completa. Ne guadagnerebbe certamente la comprensione del fenomeno da parte degli studenti, ma soprattutto si compirebbe un passo fondamentale nella direzione della crescita di competenze trasversali come quelle di cui stiamo trattando.

b.    “ABACO” ovvero MATEMATICA MERCANTILE

	Materie coinvolte
	MATEMATICA, ITALIANO, STORIA, (LATINO, LINGUA STRANIERA)

	Livello scolastico
	3^ o 4^ liceo

	Temi affrontabili
	· Aritmetica

· Algebra

· Geometria elementare (e introduzione alla Trigonometria)

	Obiettivi significativi per la Matematica
	· Porsi e risolvere problemi 

· Aiutare a comprendere la matematica come scienza che risponde alle richieste della società

· “Rivisitare” tecniche di calcolo elementari

· Riflettere sul rapporto fra linguaggio naturale e linguaggio algebrico

	Argomenti proponibili
	· Algoritmi delle operazioni

· Problemi di compra-vendita, cambio

· Problemi di suddivisione di utili o perdite in società

· Problemi di “matematica dilettevole”


Secondo quanto si legge nella Cronica del Villani, nel 1338 su circa 90.000 abitanti a Firenze, i bambini che imparavano a leggere andavano da 8.000 a 10.000, quelli che ricevevano una formazione di tipo umanistico andavano da 550 a 600 e quelli che imparavano l'abaco da 1.000 a 1.200 divisi in 6 scuole. Erano, questi ultimi, figli o eredi di mercanti, i quali avevano scoperto come la scrittura dei decimali importata dagli arabi era estremamente più efficace e funzionale di quella romana; pertanto pagavano di tasca propria insegnanti (maestri d’abaco) per fornire un’istruzione adeguata ai loro successori.

Questi insegnanti utilizzavano libri e quaderni di esercizi di cui ci sono pervenute alcune copie
, i quali sono una fonte pressoché inesauribile di questioni che rivestono aspetti matematici, storici, di costume, ecc. Non manca in tali trattati neppure una sezione di problemi dilettevoli e curiosi, nel presupposto che “ogni sano intelletto arebbe a noia occuparsi sempre di mercantia” (così l’autore del trattato trascritto in (Arrighi 1974)) e dunque di conti ….

Un problema come il seguente apre davanti a sé un mondo: una società di mercanti, di città, di stili di vita e di lavoro, di misure diverse… Abbiamo ‘tradotto’ il problema in italiano corrente, ma la proposta in volgare (in certi casi direttamente dal latino: solitamente un latino medioevale, dunque non troppo difficile a comprendere da parte dei nostri studenti) permette di far rivivere ancora meglio il mondo coinvolto
:

Un mercante comprò una pezza di panno di 50 alle a Parigi e pagò 18lb 5s e 4d di parigini. La portò a Firenze, dove 7 alle equivalgono a 4 braccia e dove il s di parigino vale 23 d di fiorentini. Quanto vale a Firenze la pezza acquistata a Parigi?  

I Trattati di Aritmetica mercantile dal XIV al XVI secolo presentano problemi le cui tematiche
 vanno dall’aritmetica alla geometria, a ‘quesiti rompicapo’ che potrebbero comparire (e spesso compaiono) in riviste odierne di enigmistica
. Una panoramica sulle questioni trattabili si può trovare in (Franci & Toti Rigatelli, 1982). 

Appare dunque evidente quanto conti la narratività in un simile approccio: non soltanto i testi da affrontare sono esempi di ‘testi narrati’, ma gli studenti potranno trovare l’occasione di consultare codici del XIV secolo calandosi in qualche modo nel ‘vissuto’ dell’epoca: come testimonia chi ha avuto modo di viverla, si tratta sempre di una esperienza coinvolgente ed emozionante.

D’altra parte, questi testi mostrano la risposta che la matematica offre ad un mondo che, con la Rivoluzione commerciale, diventa più complesso, a riprova di come la matematica si ponga comunque sempre problemi coerenti con il proprio tempo, pur servendosi di risposte ‘inventate’ in altre epoche: i numeri indoarabi avevano già diversi secoli di vita nel 1202 quando Leonardo Fibonacci li presentò nel 1202 all’Occidente, avendone intuito le potenzialità come risposta a questioni ormai ineludibili di funzionalità computazionale. Inoltre lo studente potrà così affrontare una matematica ancora in fase di pre-formalizzazione, e questo potrà dare all’insegnate lo spunto per significative riflessioni sull’utilità dei formalismi e sui loro vantaggi nonostante l’innegabile pesantezza.

c.  PARADOSSI

	Materie coinvolte
	MATEMATICA, FILOSOFIA, ARTE

	Livello scolastico
	triennio

	Temi affrontabili
	· Logica, linguaggio, insiemi

· Successioni, serie, numeri reali

· Geometrie diverse

	Obiettivi significativi per la Matematica
	· Esaminare i temi di logica in modo interessante e piacevole

· Spingere a “verbalizzare” la matematica: comprendere, spiegare, sciogliere un paradosso richiede competenze verbali significative

· Inquadrare certi temi in un contesto storico

· Affrontare il rapporto fra Geometria e Prospettiva o in generale fra geometria e Rappresentazione

	Argomenti proponibili
	· Zenone, Achille, i filosofi Greci…

· Russell e gli insiemi

· Paradossi metalogici: il cretese, l’impiccato…

· Figure impossibili

· Escher


Nella storia intellettuale dell’umanità, i paradossi hanno spesso giocato un ruolo centrale. Ogni paradosso ci mostra come le nostre sistemazioni siano solo tentativi parziali di risposta alla complessità del reale (o dell’immaginario): ogni volta che in una disciplina ci imbattiamo in un problema, in una affermazione coerente che non può essere risolta nell’ambito del quadro concettuale entro cui si muove, dobbiamo rielaborare le nostre interpretazioni e i nostri modelli.

La parola stessa paradosso, derivando da parà e doxa, indica qualcosa di “contrario all’opinione comune”. Si possono però dare definizioni più specifiche 

che comprendono fondamentalmente tre diversi significati: 1. un’affermazione che sembra contraddittoria ma che in realtà è vera; 2. un’affermazione che sembra vera ma che in effetti conduce a una contraddizione; 3. un’argomentazione valida o corretta che porta a conclusioni contraddittorie. Ovviamente i tipi 1. e 2. di affermazioni paradossali sono spesso, anche se non sempre, conclusioni di argomentazioni del tipo 3. (Falletta 2001: 8)

L’utilità di una proposta didattica su questa tematica risiede sia nell’apprendere a riconoscere la contraddittorietà di un’affermazione (competenza niente affatto banale in una società democratica) sia nel tentativo di esplorarne le conseguenze, in un dialogo costante e continuo con chi ha percorso prima di noi la stessa strada. Ogni paradosso del resto ha una storia ma anche è una storia e come tale è riferita a individui e società presenti nella nostra mente. Il “cretese mentitore” o il barbiere di Russell
 sono individui perfettamente comprensibili dalla nostra mente, eppure la loro ‘esistenza virtuale’ ci costringe a prendere atto dei limiti stessi della nostra sintassi logica. Niente di diverso ha fatto l’esperimento di Michelson e Morley sulla velocità della luce nella storia della Fisica. 

d.    LETTERATURA e MATEMATICA

	Materie coinvolte
	MATEMATICA, ITALIANO, LINGUA STRANIERA

	Livello scolastico
	Triennio

	Temi affrontabili
	· Logica, linguaggio

· Algebra

· Geometria analitica

	Obiettivi significativi per la Matematica
	· Spingere a “verbalizzare” la matematica

· Stimolare fantasia e intuizione

· Cogliere l’aspetto ludico della materia

· Porsi e risolvere problemi

· Analizzare e formalizzare la coerenza logica di una data situazione

	Argomenti proponibili
	· Testi o problemi “a tema” (“L’uomo che sapeva contare”, l’Isola dei Furfanti e Cavalieri di Smullyan,…)

· Rapporto fra Matematica e Linguaggio, Matematica e percezione esterna (Queneau, Buzzati…)

· Mondi a un numero diverso di dimensioni (Flatlandia,…)


Potrebbe anche sembrare superfluo segnalare in questa sede le peculiarità e le potenzialità di un lavoro su temi così intrecciati. Tuttavia, dato che le esperienze didattiche in merito non sono poi molto diffuse, vogliamo chiarire il metodo che avevamo in mente e le possibilità di procedere per questa via ad una proposta trasversale che sfrutti i meccanismi della narrativa per aiutare i ragazzi a cogliere la complessità dell’esistente.

Se è vero che il pensiero umano possiede varie sfaccettature (di cui le discipline sono in qualche modo un riflesso) è anche innegabile che chi pensa è un’unica persona, chiamata a conoscere e integrare in sé linguaggi, modi e “mondi” diversi, così come hanno fatto vari scrittori cimentandosi  nella trattazione letteraria di argomenti di matematica (basti citare (Tahan, 1997) o (Guedj 2000)) od occupandosi di vite di matematici (ancora ricordiamo (Toti Rigatelli 1993) e (Casti, 1998)); oppure utilizzando tecniche matematiche e combinatorie all’interno del proprio lavoro (è il caso delle versioni ‘matematiche’ degli esercizi di stile di (Queneau 1983) o del racconto “I sette messaggeri”
 da (Buzzati 2001)); oppure infine ancora proponendo mondi matematici coerenti (l’universo bidimensionale di Flatlandia in (Abbott 1999), ricco di metafore e riflessioni estremamente attuali su diversità, dogmatismo, razzismo, libertà,ecc.).

Da una tale ricchezza e varietà di lavori una equipe motivata di docenti può trarre spunti di enorme interesse e validità educativa per una didattica che si ponga davvero il compito di educare le persone e non semplicemente addestrare gli studenti all’uso corretto di tecniche giustapposte.
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�   Ministero della Istruzione, Raccomandazioni per l’attuazione delle Indicazioni nazionali per i Piani di Studio Personali nella Scuola Primaria; Allegati al Decreto di attuazione del Progetto Nazionale di Sperimentazione (D.M. 100 del 18 settembre 2002) 


�  E’ quello che scherzosamente chiamo il “complesso del dottor Jeckill e Mr Hide” e che credo sia perfettamente illustrato da un episodio avvenuto in un corso di aggiornamento. Il corso riguardava l’approccio per problemi come via privilegiata per un insegnamento significativo della matematica. Consapevoli delle difficoltà inerenti ad un’applicazione effettiva di tale approccio, avevamo sviluppato una riflessione sulle potenzialità di un tipo di lavoro diverso a partire dai cosiddetti “problemi” del libro di testo (si veda (Piscitelli et al., 2001) o (Piochi, 2003) per la metodologia seguita). Avevamo esaminato ed organizzato vari esercizi sulla formulazione del testo alla ricerca di un linguaggio che non aggiungesse ostacoli di tipo puramente linguistico alle difficoltà matematiche. Le conclusioni erano state condivise da tutti i presenti, perfettamente immedesimati nella parte del buon dr. Jeckill che cerca di venire incontro alle difficoltà degli studenti… finchè non si trattò di predisporre il testo di una prova di verifica. Ebbene, improvvisamente i presenti sono tornati tutti Mr. Hide e si sono risolutamente opposti ad una verifica strutturata secondo le linee individuate in precedenza perché, come ben esplicitato da uno dei presenti, era “troppo facile: così la risolvono tutti  e non si sa chi ha imparato davvero”!


� “Questo [considerare opposte poesia e matematica] è dovuto anche al fatto che i professori per primi siano schierati da una parte o dall'altra, dimostrando vari limiti nel considerare la materia che non insegnano”. La frase è tratta dal tema di Italiano di un anonimo studente all’Esame di Stato per la  Maturità Scientifica del 1996; i temi, relativi al rapporto fra matematica e poesia sono stati analizzati in (Cattabrini e Di Paola, 1997).


� Una estremizzazione di questo atteggiamento la si può leggere nella frase seguente, tratta ancora da (Cattabrini Di Paola, 1997): “La matematica ha un’importanza scientifica molto ridotta perché è soltanto calcolo numerico: non è importante per la formazione umana e può essere facilmente sostituita dal computer”. Ma anche senza arrivare a questo estremo, resta il fatto che per la grande maggioranza delle persone (studenti compresi) la Matematica si divide in Geometria e... Matematica (!), identificando appunto, più o meno inconsciamente, quest’ultima con il calcolo.  


� Come contrappunto, riporto ancora una frase da (Cattabrini Di Paola, 1997): “Io amo rifugiarmi in questo mondo, e lo faccio spesso quando sono nervoso o triste: se c'è qualcosa che non va apro il libro di matematica, mi ‘tuffo’ nei calcoli e tutto il resto intorno a me scompare. E' una consolazione sapere che, qualunque cosa accada, il coseno di zero non smetterà mai di essere uno.” 


� Il lettore interessato può utilmente consultare (Agazzi Palladino, 1978) oppure  (Trudeau, 1991). Entrambi i volumi trattano delle geometrie non euclidee e del loro effetto sulla comprensione del ruolo della matematica: il primo lo fa più da un punto di vista filosofico, mentre il secondo è più ‘matematico’ ma entrambi sono perfettamente comprensibili da un lettore di cultura superiore, qualunque sia la sua formazione.  


� La stessa sicurezza di non contraddittorietà della matematica è solamente una sicurezza relativa. Nel programma enunciato da Hilbert al Congresso dei matematici dell’anno 1900 figurava, in posizione non certo secondaria, il problema cruciale di fondare la coerenza logica di tutta la matematica su una teoria della cui non contraddittorietà si potesse essere certi. La questione fu effettivamente risolta dal matematico Gödel nel 1929, ma in senso negativo: non è possibile in alcun modo dimostrare la coerenza logica di una teoria matematica  senza dover ricorrere a un’altra teoria !  


� Paul Erdos (1913-1996), matematico ungherese fra i più prolifici del XX secolo, fu autore o coautore di 1475 saggi e monografie.


�  esistono esperienze su questo teorema realizzate in classi di Scuola dell’Infanzia con bambini di 5 anni


� ricordiamo che un numero primo è un numero divisibile soltanto per se stesso e per 1. Ad esempio 2,3,…,13,17 sono numeri primi mentre non lo sono 4,6,…, 15,18. 


� al di là della tecnica di dimostrazione per assurdo, che rappresenta in realtà un ostacolo non banale ma che è uno dei grossi strumenti a disposizione dei matematici. “Questa è una dimostrazione per reductio ad absurdum, e la reductio ad absurdum, tanto amata da Euclide, è una delle più belle armi di un matematico. È un gambetto molto più raffinato di qualsiasi gambetto degli scacchi: un giocatore di scacchi può offrire in sacrificio un pedone o anche qualche altro pezzo, ma il matematico offre la partita” (Hardy, 1989:72-73). 


� La questione della infinità dei numeri o di certi insiemi numerici risulta una delle più interessanti per i ragazzi e si presterebbe in maniera eccellente ad un lavoro trans-disciplinare alla ricerca di cosa le diverse discipline hanno da dirci sull'infinito e sui diversi modi di trattarlo. La matematica ha messo a punto un suo metodo e varie tecniche per manipolare queste grandezze, ma è significativo che ancora nel XVIII secolo un grande geometra e logico come l'italiano Saccheri commettesse degli errori seri in una delle sue opere principali proprio a causa della scarsa capacità di ‘dominare’ l'infinito.


� Si noti che in realtà la dimostrazione originale dovuta a Euclide di questo teorema non usava l'idea di una ‘imprecisata ma nota’ quantità di numeri esistenti: quello che Euclide dimostra è che se ci sono tre numeri primi ce ne devono essere quattro. La stessa dimostrazione ci direbbe che se ci sono quattro numeri primi ce ne devono essere cinque, se ce ne sono cinque ce ne devono essere sei... e così via.


� V. Volterra (1860-1940), matematico italiano, ideò uno dei modelli più affascinanti e fecondi per le interazioni fra matematica e biologia, quello relativo alle interazioni reciproche fra due specie che condividono lo stesso territorio, partendo dalla curiosità suscitata da strane variazioni del pescato nel mare Adriatico: contrariamente a quanto si poteva immaginare, dopo la fine della guerra non c'era stato un aumento del pescato, ma solo l'incremento relativo di alcune specie di pesci voraci a discapito di altre specie. 


� Nella visione moderna della matematica gli assiomi di una teoria non sono descrizioni di proprietà “evidenti” di oggetti reali idealizzati (come in Euclide, ad esempio), ma sono affermazioni definitorie di entità astratte. Per comprendere meglio la differenza, consideriamo la frase “per due punti passa una sola retta”. Tale frase appare come postulato negli Elementi di Euclide e si riferisce ad enti (rette e punti) noti a chi scrive e chi legge: per verificare la proprietà basta rifarsi a esperienze concrete e condivise. La stessa frase appare anche fra gli assiomi di Hilbert nel suo fondamentale lavoro del 1899 (Hilbert, 1970), ma in questo caso essa ci dice qualcosa di diverso: ci informa che gli enti di cui si sta parlando (e che Hilbert chiama tradizionalmente “rette” e “punti”, senza però con questo avere in mente un oggetto preciso) sono collegati da una relazione binaria (“passa per”) fra le cui proprietà figura quella illustrata dalla frase sopra enunciata. 


Lavorando su enti astratti, però, è sempre presente il rischio di fare affermazioni contraddittorie, non avendo (come appunto lo aveva la geometria classica) un “mondo reale” di riferimento su cui verificare la coerenza delle affermazioni. Per ovviare a questo, si ricorre appunto ai modelli sintattici: ci si riferisce ad un’altra teoria e si attribuisce le “etichette-nomi” degli enti su cui si sta lavorando ad oggetti di questa seconda teoria. Gli assiomi dei nostri enti devono risultare proprietà dimostrabili degli oggetti aventi l’etichetta corrispondente: in questo caso si ottiene una dimostrazione di non-contraddittorietà (relativa) della teoria di partenza. Hilbert ad esempio usa la geometria analitica (ovvero la teoria dei numeri reali) per verificare la non contraddittorietà relativa degli assiomi con cui intendeva rifondare la geometria (euclidea e non). Il lettore interessato è invitato a riferirsi a (Agazzi Palladino, 1978)  oppure (Trudeau, 1991).  


� Non si tratta certo (come fanno in maniera “ingenua” le recenti Indicazioni nazionali per i Piani di Studio della scuola secondaria di I grado) di inserire nel programma alcuni temi storici !


� Come è noto, il paradosso presentato da Russell nel 1901 prende le mosse dall’osservazione che, dato un qualsiasi insieme, è sensato chiedersi se esso appartiene o no a se stesso. Naturalmente un insieme di auto non è un’auto e un insieme di gatti non è un gatto, ma l’insieme i cui elementi siano tutti gli insiemi che hanno più di 10 elementi è certamente tale da appartenere a se stesso. Così  si può prendere in considerazione l’insieme i cui elementi sono tutti quegli insiemi che non sono elementi di se stessi. L’esistenza di tale insieme conduce inevitabilmente a una contraddizione: esso può essere un elemento di se stesso se e solo se non è un elemento di se stesso ! Più tardi lo stesso Russell diede una formulazione più ‘giocosa’ del paradosso: “Un certo villaggio ha fra i suoi abitanti un solo barbiere, il quale è naturalmente sempre perfettamente sbarbato. Egli rade tutti e soltanto gli uomini del villaggio che non si radono da soli. Ebbene, chi è che rade il barbiere ?”. In questa forma tuttavia il paradosso può essere risolto in maniera netta: come nota il filosofo americano William van Quine esso “può essere considerato una prova valida a sostegno del fatto che il barbiere non può esistere: risulta un caso classico di reductio ad absurdum” (Falletta, 2001: 26).


� “Io sto mentendo” è ancora una frase contemporaneamente vera e falsa; la frase riprende il “paradosso del cretese mentitore” di Epimenide: un cretese che dica “tutti i cretesi sono bugiardi” è contemporaneamente sincero e mentitore.


� D’Amore e Sandri (1996) presentano una serie di protocolli di studenti di II media che erano stati invitati a utilizzare il linguaggio naturale per presentare o chiarire una serie di concetti e situazioni matematiche. Riporto uno di questi protocolli in cui un alunno (anonimo ma evidentemente con perfetta padronanza della sintassi della materia) tenta di spiegare a un ipotetico interlocutore di 3^ elementare perché l’area di un rettangolo “si trova facendo base per altezza”: “Il rettangolo è formato da due triangoli rettangoli. Si chiamano così perché hanno un angolo di 90°. Dividiamo il rettangolo con una diagonale in 2 parti uguali. Siccome la somma degli angoli interni di un triangolo è 180°, per trovare l’area del rettangolo si fa base per altezza“. Come si nota la sintassi è perfetta, le affermazioni sono corrette… peccato che la semantica sia invece totalmente assente dato che le frasi sono slegate fra loro e soprattutto non “spiegano” né chiariscono affatto la regola !


� “[…] scelsi il Liceo Scientifico dove la matematica è una delle materia fondamentali. Non so per quali ragioni ma incominciai ad odiare questa disciplina: i calcoli diventavano sempre più difficili e i problemi sempre più assurdi”. “La nostra matematica si limita ad esercizi in cui occorre ricordarsi molte formule e in cui bisogna trovare l’area di non so che assurda funzione.” (ancora da (Cattabrini Di Paola 1997)).


� Il “gioco” dell‘ and if ? del curriculum inglese (Piochi, 2003: 243).


� Come è ovvio, una delle chiavi di apprendimento è il coinvolgimento personale; un esempio a mio avviso illuminante, anche se riferito a un livello scolastico differente, si trova in (Piochi, 2003: 244-245). Ricordiamo del  resto le considerazioni della psicologia della Gestalt  a proposito di problemi: “un problema nasce quando un essere vivente, motivato a raggiungere una meta, non può farlo in forma automatica o meccanica, cioè mediante un’attività istintiva o attraverso un comportamento appreso. L’esistenza di una motivazione e la presenza, nella situazione problematica, di un impedimento che non permette l’azione diretta creano uno stato di squilibrio e di tensione nel campo cognitivo di un individuo spingendolo ad agire per ricostruire l’equilibrio”  (Kanizsa, 1973); il corsivo è mio..


� la complessità di un problema matematico è data appunto dal numero totale di operazioni necessarie per risolverlo; la complessità di un sistema fisico può essere valutata in base all’amplificazione dell’errore nelle previsioni degli stati futuri; la complessità di un sistema geometrico (ad esempio un frattale) è data dalla ‘lunghezza’ della sua descrizione tramite formula o algoritmo;…


� cfr. nota 7.


� Le attività sviluppate compiutamente sono oggetto di appositi capitoli del presente volume.


� Si invita il lettore a leggere l’articolo “The research matematician as storyteller” di W. Y. Vélez e J. C. Watkins al sito � HYPERLINK "http://gears.tucson.ars.ag.gov/beepop/story.html" ��http://gears.tucson.ars.ag.gov/beepop/story.html� per una conferma di queste affermazioni.


� Questo esempio mostra bene la limitatezza di un semplice approccio inter-disciplinare: è solo la presenza e l’approfondimento di dispositivi trasversali che lo rende percepibile e coerentemente interpretabile da uno studente.


� Esistono varie trascrizioni di diversi di questi trattati: segnaliamo (Franci e Toti Rigatelli, 1982) oppure (Bottazzini et al., 1992).  Per informazioni su un Maestro d’abaco celebre ai suoi tempi (Paolo Dagomari o Paolo dell’Abaco) si veda (Piochi, 1984). 


� Riportiamo il testo del problema dall’originale trascritto da (Arrighi, 1974): “Uno chomprò la pezza del panno im Parigi la quale è 50 alle et costò 18 lb. 15s.  4. di parigini, recholla a Firenze et truova che ogni 7 alle sono 4 bracca a Firenze et vale il s. de’ parigini 23 d. di fiorentini. Adimandasi la channa che è  a Firenze 4 bracca quanto varrà a moneta fiorentina. Prima dobbiamo sapere quanto la pezza del panno di Parigi torna a Firenze a misura fiorentina […]”. 


� Uno dei best-seller dell’epoca, il Trattato di Paolo Dagomari (o Paolo dell’Abbaco) è analizzato in (Piochi, 1984) dove si dimostra come fra le ragioni del successo del trattato vi sia una notevole capacità didattica insieme alla completezza di argomenti trattati, i quali coprono praticamente tutti i settori considerati da trattati simili.


� Diamo due esempi, tratti entrambi da (Franci e Toti Rigatelli, 1982) e ripresi da un trattato del XVI secolo, in cui non è difficile rintracciare gli ‘antenati’ di odierni quesiti o addirittura di modi di dire (‘salvare capra e cavoli’) “Una golpe è innazi  a uno cane 80 passi et omgni 7 passi del cane sono 5 della golpe, adimando in quanto tempo el cane la giongniarà”; “Uno lupo, un cane, una pecora e uno cavolo ànno a passare uno fiume in una barcha che non passa si non 2 per volta e uno de 2 sempre à da guidare la barcha e di questi 4 sono sospetti di qua dal fiume, di là dal fiume et in su la barcha, questi: el cane el lupo, e lupo et la pecora, la pecora el cavolo, che non posano restare insieme in niuno de 3 luoghi, si cercha el modo che passorno e come ferno”.


� cfr. note 17 e 18.


� Per un esempio di uso didattico di questo racconto si veda (UMI-CIIM 2001: 218-220).
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