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Definizione diR?. Linsieme R? & l'insieme delle coppie ordinate di numeri reali

e {(; e )

Definiamo in R? due operazioni:

1. sommadi due elementi diR?:

presi<x1 >,<x2 > e R?, poniamo(gg1 >+<x2 > :<x1+m2 > e R?
Y1 Y2 Y1 Y2 Y1+ Y2

2. prodottodi un elemento diR? per un numero reales¢alare:

presi(x)e R2e\ e R,poniamoA<x>:<)‘x)e R?
Y y Ay

Le operazioni inIR?, di somma e prodotto per scalare, godono di otto projriét) esistenza di un
elemento neutro per la somma, (2) esistenza dell’opposto, (3) propoetmutativa della somma, (4)
proprieti associativa della somma, (5) lo scalare 1 lascia inalterato il prodotto peresdaun qualsiasi
elemento diR?, (6) proprieh associativa del prodotto per scalare, (7) progritstributiva del prodotto
per scalare rispetto alla somma di scalari, (8) proarékstributiva del prodotto per scalare rispetto alla
somma di vettori.

Definizione di spazio vettorialdJn insiemeV in cui sia possibile definire due operazioni (somma
e prodotto per scalare) che godano delle proarg) - (8), si dicespazio vettorialee i suoi elementi si
diconovettori. L'elemento neutro di cui alla proprié{1) si dicevettore nullo

Esempi di spazi vettorialiR?, I'insieme R? delle terne ordinate e I'insiemR" dellen-ple ordinate
di numeri reali, I'insiemé\/,,,,, ( R) dellematrici di tipo m x n (tabelle di numeri reali disposti secondo
m righe en colonne), I'insieme dei polinomi di grado 3, I'insiemeV» dei vettori geometrici applicati
nell’origine.

Combinazioni lineari di elementi di uno spazio vettoria#a V' uno spazio vettoriale e siano dati i
vettorivy, vg, - -+ , v € V e gliscalariri, Ao, -+ , A\ € R. Il vettorew = Ajvg + Agvg + - -+ + Aoy,
si dice combinazione lineareli v1, V2, -, v con coefficientin, A2, -, A\x. Se il vettorew risulta
uguale al vettore nullo, si parla dombinazione lineare nullaUna combinazione lineare nulla si dice
banalese i coefficienti sono tutti nullinon banalen caso contrario (almeno un coefficiente non nullo).
| vettori vi,v9, - - - , vy, Si diconolinearmente indipendense I'unica loro combinazione lineare nuia
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quella banale, si dicontinearmente dipendenth caso contrario (cioe se esistono loro combinazioni
lineari nulle non banali).

Sottospazi, generatori, baskia V' una spazio vettoriale B C V' un suo sottoinsieme non vuoto.
W si dicesottospazio vettorialdi V' see chiuso rispetto alle operazioni di somma e prodotto per scalare.
Presivi, vo,--- , v, € V, I'insieme di tutte le loro combinazioni lineagiun sottospazio vettoriale i,
il sottospazio generatavy, va, - - - , vy € Siindica conspan(vy, va, - -+ ,vg). | vettorivy, va, - -+, vy, S
diconogeneratoridi tale sottospazio.
Unabasedi un sottospazio vettoriald” C V' e, per definizione, un insieme di vettori, aventi la progriet
di esserdi) generatori diV e, al contempq(ii) linearmente indipendenti.

Caratterizzazione di una baseTeorema Sia V' uno spazio vettoriale & un suo sottospazio.

Linsieme dei vettoriv, vo, - -+ ,v;, € una base pel/ se e solo se ognb € W si pw scrivere come
combinazione lineare di,, vg, - - - , v, € i coefficienti sono unici
SialV’ C V' un sottospazio e sia , vs, - - - , v Una base di’. Si chiamanaoordinatedi un vettore

w € W, rispetto alla base data, i coefficienti che lo esprimono come combinaziomedidella base
medesima. Le coordinate di = Ajv; + Aavg + - - - + Apv SONO dunque

A1
)\_2 € RF
Ak

Il concetto di dimensione di uno spazio vettoriale
TeoremaSial” uno spazio vettoriale® C V' un suo sottospazio. 3& ammette due basiy, va, - -+ , vy
ewi, ws, - , Wy, allorak = h.
Definizione.Sia V' uno spazio vettoriale & # {0} un suo sottospazio. Si chiandéimensionedi W/
e si indica condim W il numero degli elementi di una sua qualunque base.lWSe= {0}, si pone
dim W = 0.
Teoremadella base peYy (con cenno di dimostrazione).

Strutture aggiuntive sullo spazio vettorialg,). Definizione diprodotto scalaree di prodotto vetto-
riale di due vettori geometrici.
Espressiondel prodotto scalare e del prodotto vettoriale rispetbasi ortonormali
Uso del prodotto scalare per la determinazionendi@tiulodi un vettore. Uso del prodotto scalare per la
determinazione (del coseno) daltigolodi due vettori geometrici. Uso del prodotto scalare coest di
ortogonalita per coppie di vettori geometrici non nulli.

Il prodotto righe per colonne tra matricdefinizione di matriccompatibili per il prodottg definizione
di prodotto righe per colonn&ra matrici compatibili per il prodotto.

Sistemi lineari Definizione disoluzionedi un sistema lineare. Definizione di sistemi lineagui-
valenti
Lemmafondamentale per passare da un sistema lineare ad un sistema equivalente.
Matrice dei coefficientfo matriceincompleta e matricecompletaassociate a un sistema lineagistema
omogeneo associato
Metodo di eliminazione di GaudsG| e suo uso per la trasformazione di un sistema in un sistema
scalaad esso equivalente. Definizione di elemegainiot, di rangodi una matrice e di matrice quadrata
non singolare
Teoremadi caratterizzazione della compatitdlitli un sistema (basato sul risultato dell’applicazione del
Metodo di eliminazione di GaudsG| alla matrice completa del sistema).
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Corollario 1. Caso del sistemamogeneo
Corollario 2. Caso del sistemguadrata
Corollario 3. Un sistema quadrato compatibile ammette una e una sola soluzione se e solo geal siste
omogeneo ad esso associato ammette solo la soluzione banale.
Inversione di matrici quadrateDefinizione diinversadi una matrice quadrata.
Teorema Una matrice quadraginvertibile se e solo se ammette un’unica inversa destra.
Teorema Una matrice quadratainvertibile se e solo s&non singolare (con traccia di dimostrazione).
Algoritmodi determinazione della matrice inversa @@ | + EGT + divisione per i pivots.
Determinantadi matrici quadrat@ x 2 e di matrici quadratd x 3 (sviluppo secondo Laplace e regola
di Sarrus).
Il metodo di Crameper la risoluzione di sistemi quadrati con matrice dei coefficienti non &nge
sua applicazione a sistemi rettangolarix n, m < n, di rango massimong).
Osservazione fondamentale $ia A una matricen x n. Peri = 1,--- ,n, indichiamo con4’ la
colonnai-esima diA. Il sistemadz = b pud essere scritto come equazione vettorialéRifi:

2 AV + 20 A% 4 2, AN =0

Teorema Secondo teorema di caratterizzazione della compadildilitin sistema (basato sul’Osservazione
fondamentale 1).
Altre applicazionidell’Osservazione Fondamentale 1.:

1. stabilire se un insieme di vettori " € un insieme di vettori linearmente indipendenti,
2. stabilire se un insieme di vettori @™ € un insieme di generatori,
3. estrarre una base da un insieme di generatai'ti

Osservazione Fondamentale&ial” uno spazio vettoriale di dimensione Ogni volta che fissiamo
una baseali V, risultano determinate in modo unico le coordinate di ogni vettore V, siano esse
A1, A2, - -+, \,. Possiamo considerare I'applicazione biunivoca

V- R"
che associa al vettoree V/, il vettore numerico delle sue coordinate:
A1
A2
v —>
An
L'applicazione cosdefinita “rispetta” la struttura di spazio vettoriale. Quindi, per risolverestjoni
riguardanti combinazioni lineari, generatori, o basidipossiamo operare direttamente iR", dove

sappiamo eseguire i calcoli.
Applicazionidell'Osservazione Fondamentale 2 e dell’Osservazione Fondamentale 1:

1. stabilire se un insieme di vettori di uno spazio vettoriglg¢qualsiasi)e un insieme di vettori
linearmente indipendenti,

2. stabilire se un insieme di vettori di uno spazio vettoridlgualsiasi} un insieme di generatori,
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3. estrarre una base da un insieme di generatori di uno spazio vetio(clalsiasi).

SiaA € M, ( R) una matrice. Possiamo associareadue sottospazi vettoriali, rispettivamente,
kerAC R"elmA C R™.
Teoremadelle dimensioni. Data una matrieee M,, ,,( R), si han = dimker A 4+ dim Im A.

Teoremadi struttura.
Definizione divarieta lineare affine parallela a un sottospazio vettoriale

Osservazioneln qualsiasi spazio vettoriale, possiamo assegnare un sottospazi@gperakione di
“span” di un insieme di vettori. INR™ abbiamo a disposizione un modo alternativo: assegnando un
sistema omogeneo; ske la matrice dei coefficienti, il sistema assegnato descrive il sottoskazih

Geometria Analitica

e Equazioni parametriche di una retta.

e Equazioni cartesiane di una retta.

e Passaggio da equazioni parametriche di una retta a equazioni catesi@eversa
e Parametri direttori di una retta.

e Stella di rette per un punto.

e Condizioni di parallelismo.

e Mutue posizioni di due rette nello spazio (coincidenti, parallele, incidertisdpe)
e Angolo di due rette.

e Equazioni parametriche di un piano.

e Equazione cartesiana di un piano.

e Stella di piani per un punto assegnato.

e Parametri di giacitura di un piano.

e Condizioni di parallelismo tra piani.

e Mutue posizioni di due piani nello spazio (coincidenti, paralleli, incidenti).

e Interpretazione geometrica dei parametri di giacitura di un piano.

e Condizioni di parallelismo retta/piano.

e Fascio di piani per una retta.

e Angolo di due piani.

e Risoluzione di alcuni problemi geometrici: ricerca di piani e/o rette soddésfti condizioni di
appartenenza, ortogonaljtparallelismo incidenza.

e Riconoscimento di una superficie nello spazio (sfera, ellissoide, ipedbgbaraboloidi), di cui
sia data I'equazione canonica.



