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1 Superfici nello spazio X

1.1 Parametrizzazione, piano tangente

Dato lo spazio affine euclideo X con la metrica del prodotto scalare, si consideri un’applicazione continua O :
Iy x Is — X, con I} CR, I C R, che associa ad una coppia di numeri reali un punto P di X:

(11) O: L[ xI, - X%, @(U,U)ZPGZ
Chiameremo ’applicazione © superficie in ¥ e u, v una parametrizzazione. Il supporto della superficie
¢ l'insieme dei punti O(u,v) C %, (u,v) € U =11 x I.

Scelto un sistema di riferimento {O,uy,ug,us} in 3, la (1.1) si scrive

O(u,v) — 0 = & (u,v)uy + & (u,v)ug + E3(u,v)ug, (u,v) € U,

oppure
gl = 51 (U, ’U)

(12) 62 = 62(“71}) (U,’U) eU
3 = &3(u,v)

Fissiamo un punto Py = ©(ug,vo) della superficie, (ug,v9) € U. Le applicazioni

Fl : Il — E, Fl(u, ’U()) = @(U,UQ),
(1.3)
Iy lp — E, FQ(U(),U) = Q(U(L’U)

definiscono due curve passanti per Py e formate da punti tutti contenuti nella superficie. Le due curve si
dicono linee o curve coordinate sulla superficie © nel punto Py = ©(ug, vp).
I vettori tangenti alle linee coordinate (1.3) sono

00 00
(1.4) I (u,v0) = = (u,v0) = Oulu,vg), Oplug,v) = = (ug,v) = Oy(ug,v),
Ou Ov
0o 1 00 s e
dove P lim x (O(u+ h,v) — O(u,v)) [analogamente a—] e dove, per brevita, indichiamo con ©,, e con
u v

0 ) .
—, —, rispettivamente.
ou’ ov’ P

La superficie & regolare nel punto Py se

O, le derivate parziali

1. esistono i vettori tangenti in Py alle due curve (1.3)
@u(u07 UO) = @u(u; U0)|u:u07 @v(UOa UO) = @v(u07 ’U)"U:’U07
2. i due vettori sono indipendenti, ovvero non paralleli:

(15) Qu(uO,’Uo) A 91)(11,0,1)0) 7é 0.

Il piano IIp, definito da (1.5) viene detto piano tangente alla superficie in Py. Il piano tangente alla
superficie in Py & dunque il sottospazio affine di dimensione 2

(1.6) Ip, = {QeX|Q—Py=a0,(ug,vo)+ O, (ug,vo) =

= {Q ey | (Q — P()) . Qu(uomo) A QW(UO,U()) = 0}

identificabile con lo spazio vettoriale di dimensione 2 generato dai vettori (O, (ug,vo), Oy (o, v0)).



Indipendenza della definizione di regolarita e del piano tangente dalla parametrizzazione.
Una riparametrizzazione della superficie consiste nello stabilire una corrispondenza biunivoca u =

u(t,v), v = v(4, ), questi ultimi nuovi parametri in I; x I = U C R2. In tal modo viene definita

I’applicazione

(1.7) 6:U =73, O(u,v) = O(u(u,v),v(a,v)).

L’invertibilita della trasformazione equivale alla condizione sulla matrice jacobiana

u o
ou  0v
(1.8) J =
o o
ou 0v
. . ) _ Oudv  Oudv
di essere non singolare: det J = 9595 9095 #0.

Esercizio 1.1 Considerare una riparametrizzazione lineare u = au+bv, v = cu+dv, a, b, ¢, d costanti
reali, ed esaminare la condizione di invertibilita.

Se viene utilizzata la differente parametrizzazione (1.7) rispetto alla quale Py = O(io, U), le nuove
linee coordinate sono

(1.9)

con vettori tangenti

(110) @ﬁ = %@u + %@U, 91’ - %@u + %@v-
Si vede subito che
(1.11) Ou A Oy = (det J)O, A O,

dove J & la matrice (1.8). Le (1.10), (1.11) hanno due conseguenze notevoli:

1. la proprieta di regolarita in un punto Py ¢ indipendente dalla parametrizzazione,

2. se la superficie ¢ regolare in P, il piano individuato da (Oy, O,) coincide con quello individuato

da (Og,0).

Per lo studio del moto, ¢ importante vedere il piano tangente anche dal punto di vista dell’insieme di tutti i
vettori tangenti a tutte le curve sulla superficie passanti per un punto fissato. Formalizziamo qui di seguito
tale affermazione.

Si consideri una qualunque curva I' contenuta sulla superficie e passante per il punto Fy. Si realizza facilmente
che la curva ammette necessariamente la parametrizzazione

(1.12) T(\) = O@u(M),v(\), AeICR, T(X)=06(ulh),v(A)) = O(uo, o).

per qualche A\g € I. Il vettore tangente in P viene calcolato seguendo la regola di derivata di funzione di
funzione:

(113) F/(Ao) = @u(’LLO,Uo)U/(Ao) + QU(UO,’U())’U/(A()).

Fissato Py € O, chiamiamo G(Py) 'insieme di tutte le curve I'(\) sulla superficie passanti per Py, T'(Ao) = Pp.
Esse hanno una parametrizzazione del tipo (1.12).



Chiamiamo spazio tangente in P, alla superficie © l'insieme dei vettori applicati in Py che sono i vettori
tangenti delle curve di G(FPp):

(1.14) Tp,0 = {(Py,v) € Tp,Z | v=T"(\o),T'(\) € G(P)}.
Si stabilisce facilmente la relazione fra (1.14) ed il piano tangente (1.6):
Q e€lIlp, seesolose (Py,Q— Py) € Tp,O
ovvero, equivalentemente:
(1.15) Tp,© = {(Po,v) € Tp,Z | v = aBOy(uog,v0) + SO, (ug, vo), @, € R}.

Infatti, il vettore tangente in Py (1.13) di una qualunque curva (1.12) & una combinazione lineare dei vettori
(1.4), dunque @ appartiene al piano (1.6). Viceversa, dato un vettore @ — Py come in (1.6) ¢ semplice
costruire una curva (1.12) il cui vettore tangente in Py sia v (verificare per esercizio).

Chiamiamo spazio normale alla superficie © nel punto P, il complemento ortogonale dello spazio tangente:

(1.16) Np,© ={(Py,u) € Tp,X |u-v=0V (Py,v) € Tp,O}.
Sia rp, la retta ortogonale a IIp, nel punto FPy: ¢ immediato verificare che
Qerp, seesolose (Py,Q— Py) € Np,O,

ovvero lo spazio normale ¢ identificabile con la retta affine rp,, a sua volta isomorfa al sottospazio vettoriale
unidimensionale generato da (@, (ug,vg) A Oy (ug,vg)) (si veda (1.5)).

1.2 Metrica su una superficie

Introdurre una metrica su una superficie vuol dire individuare delle quantita legate unicamente alla super-
ficie mediante le quali possiamo effettuare il calcolo della lunghezza di una curva che giace sulla superficie,
oppure il calcolo della misura (area) di una porzione della superficie, oppure la misura di un angolo sulla
superficie, e cosi via.

Per fare questo, partiamo dalla metrica euclidea (il prodotto scalare) definita su ciascuno dei sottospazi affini
(1.6): essa ¢ individuata dalla conoscenza del prodotto scalare sui vettori della base.

Sia dunque O(u,v), (u,v) € U C R? una superficie. In ogni punto Py = O(ug,vo) i prodotti scalari dei
vettori (1.4) calcolati in Py definiscono la matrice simmetrica

Oy (ug, vo) - Ou(uo,v0) Oultg,vo) - Oy(ug,vo)
(1.17)
Qv(uo,vo) : Qu(u()vvo) @v(uo,vo) : @v(UOaU())

In altre parole, se Py € un punto regolare di @, la restrizione del prodotto scalare in Vy al piano tangente
Tp,, inteso come spazio vettoriale VZ(Q), da luogo ad una forma bilineare simmetrica e definita positiva
la cui matrice rispetto alla base 8,,, ©,, ¢ (1.17).

Gli elementi della matrice, che dipendono dalla posizione di Py su ©, vengono chiamati i i coefficienti della
prima forma fondamentale della superficie e sono proprio le quantita che ci permettono di eseguire i
calcoli metrici (aree, lunghezze, ...) su 6.

Convenzionalmente si pone

E(uo, vo) = Oy(up,v0) - O(uo, vo),
F(ug,v0) = Oy(ug,v0) - Oy(ug,v0),
G(uo,v0) = Oy(uo, vo) - Oy (uo, vo).

La matrice (1.17), ovvero

(¥ )

e definita positiva in ogni punto regolare della superficie, dato che il prodotto scalare in 3 e definito
positivo. Si osservi che il determinante della matrice ¢ il modulo al quadrato del prodotto vettoriale:

EG — F2 = |9u|2|@v|2 - (Qu . Qv)2 = |9u(u07v()) A Qﬂ(u(hvo”? > 0.



e i corrispondenti coefficienti

Indipendenza dalla parametrizzazione. Data la riparametrizzazione (1.7)
(@(ug, vo), (ug, vg)), si verifica

E, F G dei prodotti scalari dei vettori (1.10) calcolati per (g, 7o) =
che

(1.18) (? §>—JT<§ Z>J

dove J ¢ la matrice jacobiana (1.8). La (1.18) non ¢ altro che la formula di cambiamento della matrice
di una form@, a seguito di un cambiamento di base, essendo J T la matrice del cambiamento di base da
(I'1,T9) a (I'1,T3), come si vede da (1.10). La matrice (1.18) & ancora definita positiva.

La norma di un vettore @ — Py nello spazio (1.6) generato da (O, (ug,vo), Oy (ug, vg)) &
|Q — Po| = \/E(uo,v0)a? + 2F (ug, vo)af + G(uo, vo)32.

In particolare, il vettore tangente I''()\g) definito in (1.13) ha norma al quadrato

(1.19) II']> = Bu” 4+ 2Fu'v' + Guv'?

con E, F e G calcolati per u = ug, v = vg, ¢, v calcolati per A = \g.
Dunque, la lunghezza dell’arco di curva I compreso fra A\g € [ e A\; € I ¢, per la (1.13):
(1.20)

A1 A1
lrg.n, = / IT'(\)]|d\ = / \/E(u()\), v(A))uw'2(N) 4 2F (u(X), v(\)u/ (AN v/ (A) 4+ G(u(N), v(X)v2(N) dA.
Ao Ao

Indipendenza della lunghezza dalla parametrizzazione. La lunghezza /), , ¢ indipendente dalla
parametrizzazione, dato che la norma del vettore tangente ¢ indipendente dalla base scelta per scrivere
(1.19).

Per esercizio, si verifichi direttamente I'indipendenza di (1.19) dalla parametrizzazione, scrivendo
la curva I'(A) nella riparametrizzazione (1.18) come I'(A) = O[u(u(A), v(A)),v(u(N),v(N))], essendo
u(u,v), v(u,v) le funzioni inverse di quelle che appaiono in (1.7): calcolando Eu'? + 2Fu'v" + Gv'?,

ou ou

tenendo conto delle (1.18) e del fatto che @'(\) = %u'(/\) + 50

v'(A) e analogamente 7'(A) si ottiene
la tesi.

Scrittura della prima forma fondamentale. L’indipendenza dalle coordinate viene riassunta nella scrit-
tura formale della prima forma fondamentale come

ds* = B(u,v)du® + 2F (u, v)dudv + G(u,v)dv?

qualunque sia la parametrizzazione. La formula sottintende che ’elemento di linea per il calcolo della
lunghezza di una curva sulla superficie ¢ ds = \/E(u, v)du?® + 2F (u, v)dudv + G(u,v)dv?. Ignorando il
significato delle forme differenziali, le scritture ds? e ds hanno solo il significato formale di richiamare
le formule (1.19) e (1.20), rispettivamente.

Angolo fra due curve. Se due curve della superficie si intersecano in un punto regolare Fy € ©, ’angolo
fra di esse ¢ definito come I’angolo che formano i vettori tangenti nel punto di intersezione. Si vuole
esprimere I’angolo mediante i coefficienti della prima forma fondamentale. Siano

Ly(A) = Oug(A), v5(N), Ael; CR, D(ho) = Fo,

Ty(p) = Ous (), v5(p),  pel, SR, Ty(po) = Fo,
due curve di © per Py come in (1.12). Si ha

Buyuy + F(uyv) +ujvi) + Guvg
\/Euéz + 2Ful/ivt/1 + th’f\/Eu{)2 + 2Fupv; + Gvé2

(1.21) cosa =

dove a ¢ I’angolo fra le due curve, i coefficienti E, F' e G sono calcolati in uz(Ag) = uy (o), v4(Xo) =
vy (o) e le derivate rispetto ai parametri sono calcolate per A = Ao, p = po.



Parametrizzazione ortogonale. Una parametrizzazione per cui F(u,v) = 0 in ogni punto viene detta

Area

Supe

ortogonale. In tal caso i vettori @, e @, sono ortogonali o, equivalentemente, le linee coordinate
formano un angolo retto.

Se la parametrizzazione & ortogonale e se £ = G, allora I'angolo fra le curve piane (uy(X),v4(N)),
(up (), vy (1)), € le curve O (uy (1), vy (1)), O(ug(N),v4(A)) € il medesimo per ogni X € Iy, € I,. In tal
caso la parametrizzazione si dice conforme.

di superficie. L’area dell'insieme ©(D) = {O(u,v) | (u,v) € D C I; x Iz} &, per definizione,

AlB(D)] = / VEG — F? dudv.

D

La spiegazione empirica della formula scritta consiste nel fatto che ’area di un parallelogrammo di lati
Ou(ug, Vo), Oy(ug, vo) ¢ il modulo di (1.5), ovvero il determinante di (1.17). Immaginando di approssi-
mare ©(D) con parallelogrammi e sommando i contributi, si ottiene al limite I'integrale A[O(D)].

rfici isometriche. Siano date due superfici Oy (u,v), u,v € U C R? e O,(u,v), 4,0 € V C R? e una
corrispondenza biunivoca U «> V definita da w (4, ?), v(@,?) fra i parametri. Le due superfici si dicono
superfici isometriche se la lunghezza di ogni curva I'(u(A),v(A)) di ©; coincide con la lunghezza di
con la metrica di ©,,.

Si puo verificare che due superfici come sopra sono isometriche se e solo se fra i coefficienti £, I, G e
E, F, G delle due forme associate a ciascuna superficie vale la relazione (1.18), essendo J la matrice
jacobiana (1.8) della trasformazione dei parametri.

Esercizio 1.2 Si scriva l'equazione parametrica (1.2) di un piano affine rispetto ad un sistema di riferimento
fisso e ortonormale {O, (i,j,k)}. Si determinino i punti regolari, la base (1.4) in ciascuno di essi e si calcolino
1 coefficienti della prima forma fondamentale.

Esercizio 1.3 Ripetere [’esercizio per la sfera

(1.22) O1(u,v) = Rcosucosvi+ Rcosusinvj + Rsinuk, v € (—n/2,7/2), u € [0,2n),

con R costante positiva, per il cilindro

(1.23) O,(u,v) = Rcosui+ Rsinuj+ vk, wu€][0,2r), veER

e per l’ellissoide

(1.24) O3(u,v) = acosucosvi+ beosusinvj + csinuk, wu € [0,27), v € (—7/2,7/2).
cona>0,b>0c>0 costanti.

1.3

Superfici come insieme di livello

Una superficie pud essere assegnata anche come insieme di livello di una funzione. Sia F(P) un campo
scalare da U C ¥ in R. Si consideri I'insieme, se non vuoto,

(1.25)

Gy ={PcU|F(P)=0}C3.

Ad esempio, alla funzione F(P) = |P — O| — R, con O fissato in ¥, corrisponde l'insieme dei punti in ¥ a
distanza R da O (sfera di raggio R).

Sia F

(1.26)

differenziabile. Un punto Py € @ si dice regolare se il gradiente calcolato in P non e il vettore nullo:

VEF(R) #0.



Se utilizziamo ad esempio un sistema cartesiano ortormale {O, (i, j,k)}, la condizione (1.26) equivale a
) > (0 (0 ?
Vsl = (G 00)) + (Ghexa) o+ (Fo) 20

dove f(x),x = (z,vy, 2), & lascrittura del campo F nelle coordinate scelte e xg = (20, Yo, 20) sono le coordinate
di Py nel sistema fissato.
L’ipotesi di regolarita permette l'applicazione del teorema del Dini, in base al quale il luogo (1.25) &

0
localmente un grafico. Se, ad esempio, a—f(xo) # 0, allora F(P) = 0 puo scriversi come z = ¢(z,y), con
2

(l',y) € W = [ZO —€1,%0 + 51] X [yO —€2,%0 + 52}7 per Opportuni €1 > 07 gg > 07 (P(-T(),yo) = 20-
Il luogo (1.25) ¢ dunque identificabile con il codominio della superficie parametrica (1.1) © : W — ¥
definita come O(u,v) = ui + vj + ¢(u, v)k, oppure, mediante (1.2)

T = u,
(1.27) Y=, (u,v) e W
z = o(u,v).

Per la superficie (1.27) si ha rispetto al riferimento scelto

_ 9% _ 99
020 ou-(1.0.%). 0. (01.%),

dunque la superficie & regolare in ogni punto di W.
Esercizio 1.4 Determinare i coefficienti della prima forma fondamentale per la superficie (1.27).

I vettori ©,, e O, sono entrambi ortogonali al vettore gradiente: infatti f(z,y, o(z,y)) = 0 & un’identita per
(x,y) € W. Derivando rispetto a z, y si trova

of [ofop _, Of 0f0s _
8m+828x_0’ 8y+3zay_0

che equivale all’ortogonalitd di Vxf con entrambi i vettori (1.28). Si ha dunque la seguente

Proprieta 1.1 Il piano tangente (1.6) in un punto regolare Py di ®g (1.25) coincide con linsieme di tutti
e soli i vettori ortogonali al vettore VF':

{QeX|(Q-FR) VF(R) =0}

Qualunque sia la parametrizzazione di o (non necessariamente la (1.27)), i vettori O, O, di (1.4) sono
ortogonali a VF'.

Lo spazio normale Np, @ definito in (1.16) coincide dunque in ogni punto Py di ¥y con 'insieme dei vettori
applicati (Py, aVF(F)), o € R.

1.4 Superfici di rotazione

Sia I'(u), w € I C R, una curva contenuta in un piano affine IT di ¥ e sia r una retta del piano II. Sia e, un
versore di direzione r e I',.(u) la proiezione ortogonale di I'(u) su r.
La rotazione di I'g(u) attorno alla retta r da luogo all’insieme dei punti

R={PeX : |P-T,(u)|=|T(u) —Tr(uw)], (P—-Tr(u))-e =0, per qualche u € I}.

Per ogni u fissato in I, R consiste nella circonferenza di raggio 'y, e centro T',.(u).

La scrittura parametrica del luogo R diventa semplice se fissiamo un sistema di riferimento ortonormale
{0, (i,j, k)} rispetto al quale la retta r ha la direzione di uno dei tre versori. Cosi, ad esempio, se e, =k e
IT ¢ il piano y = 0 si ha che I'(u) & parametrizzabile come

D(u) — 0 = f(u)i+ h(u)k



e l'insieme R, figurandosi le circonferenze come sopra, &
R={PeX|P—-0=f(u)cosvi+ f(u)sinvj+ h(u)k, v e I,v € [0,2m)}.

Una parametrizzazione (1.2) del tipo

(1.29) y(u,v) = f(u)sinv wel, velo,2m)

definisce quindi la superficie di rotazione della curva I'(u) attorno all’asse z. In modo analogo si scrivono
le equazioni parametriche per la rotazione di una curva attorno agli altri assi. La f(u) ha il significato
geometrico di distanza (con segno) dall’asse di rotazione. In particolare, la rotazione di un grafico z = h(x)
comporta le equazioni

x(u,v) = ucosw

(1.30) (u,v) = usinv uel, vel0,2n)

8

I vettori (1.4) per (1.29) sono
O, = f'(u)[cosvi + sinvj] + A/ (u)k

O, = f(u)[—sinvi + cos vj],

dunque Oy A O, = f(u)[—h'(u)(cosvi + sinvj + f(u)k] il cui modulo al quadrato & f2(u)(f'*(u) + h'*(u)).
I punti singolari sono dunque gli eventuali punti singolari della curva, ruotati su circonferenze, e i punti
sull’asse di rotazione, dova d’altra parte non ¢ definito il valore di v.

In ogni punto regolare Py = P(ug,vo) di una superficie di rotazione le le linee coordinate (1.3) vengono dette
rispettivamente meridiano per P, e parallelo per F,.

La prima forma fondamentale ha coefficienti

(1.31) E(u,0) = f*(u) + 1 (u), F(u,0)=0, G(u,v) = f*(u),
dunque la parametrizzazione & ortogonale, ovvero i meridiani e i paralleli formano angoli retti.

Osservazione 1.1 Rispetto all’assegnazione della superficie come (1.25), @y & una superficie di rotazione
attorno all’asse z se e solo se F' si scrive, nel sistema {0, (i,j,k)}, come f(x,y,2) = g(\/22 + y2, 2). Infatts,
se un punto di coordinate (x,y,z) appartiene a R, anche tutta la circonferenza di centro (0,0, z) e raggio

v/ x? + y? deve appartenere a R.

Esercizio 1.5 Scrivere le equazioni parametriche della sfera come rotazione della semicirconferenza T'(u) —
O = Rcosui+ Rsinuk, u € (—w/2,7/2), attorno all’asse z.

Esercizio 1.6 Scrivere le equazioni parametriche del toro, superficie di rotazione di una circonferenza at-
torno all’asse z, di centro (a,0,0) e raggio b < a. Pervenire alle equazioni

x(u,v) = b(cosu + a) cosv
(1.32) x(u,v) = b(cosu + a) sinwv ue[0,2r), wvel0,2r)
z(u,v) = bsinu

e verificare che la (1.25) si scrive nel sistema scelto (\/22 +y? —a)> + 22 —b* = 0.

Esercizio 1.7 Verificare le parametrizzazioni rispetto ad un sistema cartesiano ortonormale {0, (i,j, k)}
per le quadriche ottenute come rotazione di



(i) una parabola z = ax® attorno all’asse z (paraboloide); le equazioni parametriche (1.30) sono

x(u,v) = ucosw
(1.33) z(u,v) = usinw

x(u,v) = u?,

mentre l'equazione implicita (1.25) ¢ x*> +y? = z/a.
(i) un’ellisse 2%/A? + 22/B? = 1 di equazioni parametriche (Acosu,0, Bsinu) attorno all’asse z (ellis-
soide di rotazione); la (1.50) ¢ la (1.24) cona=b= A, c= B ela (1.25) ¢ (z*+y?)/A%+22/B? = 1,
(ii) un’iperbole x2/a® — 2 /b*> = 1 di equazioni parametriche (acoshu,0,bsinhu) attorno all’asse z (iper-

boloide ad una falda); la parametrizzazione (1.30) é

z(u,v) = acoshucosv
(1.34) z(u,v) = acoshusinv

x(u,v) = bsinh u,

e la (1.25) si scrive (22 +y?)/a® —22/b* =1 =0

Esercizio 1.8 Trovare le equazioni parametriche (1.30) del cono circolare retto, mediante la rotazione
di una retta passante per l'origine e contenuta sul piano y = 0 attorno all’asse z. Determinare l’equazione

implicita (1.25).

Esercizio 1.9 Trovare le equazioni parametriche (1.30) del cilindro circolare retto, mediante la rotazione
attorno all’asse z di una retta parallela all’asse medesimo. Determinare l'equazione implicita (1.25).

Esercizio 1.10 D: tutte le superfici degli Esercizi 1.9-1.13 determinare i punti regolari e scrivere i coeffi-
cienti della prima forma fondamentale. Verificare che il piano, il cono e il cilindro sono superfici isometriche.



2 Moto di un punto su una superficie

Sia P un punto materiale di massa m vincolato su una superficie parametrizzata tramite ©(u,v), u,v € W C
R2. Lo studio del moto di P sulla superficie © consiste nella ricerca delle posizioni compatibili con il
vincolo

(2.1) P(t) (S 9, [to,tl]

che il punto assume in un intervallo di tempo [tg,¢1] a partire dallo stato cinematico iniziale

(2:2) P(to) = Py, P(to) = vo
e assumendo la validita in ogni istante dell’equazione di moto
(2.3) m P(t) = F(P(t), P(t),t) + @(P(t), P(t),1)

dove (P,F) € TpX ¢ il campo applicato in P delle forze direttamente applicate e (P, ®) € TpX ¢ il
campo applicato che descrive la forza vincolare, dovuta alla restrizione (2.1).

2.1 Insieme delle velocita possibili, energia cinetica

Analogamente a quanto si ¢ visto per la curva, risulta conveniente scrivere la traiettoria P(t) come

in modo da avere sempre presente 'informazione geometrica di appartenenza del punto alla superficie.
La velocita assume la forma (vedi anche (1.4)):

(2.4) P(t) = Ou(u(t), v(t)) a(t) + Oy (u(t), v(t)) 0(t).

L’insieme delle velocita possibili nella posizione Py € © consiste nell’insieme dei vettori applicati (P, v),
dove v e la velocita di una possibile traiettoria passante da Py, ovvero una traiettoria compatibile con il
vincolo.

Fissata una posizione Py = O(u,,v,), un tempo tg e due valori arbitrari « € R, 8 € R, la posizione

u(to) = Uo, ’U(to) = o, ﬂ(to) = Q, d(fo) = ,8

da luogo ad una traiettoria ©(u(t),v(t)) sulla superficie che al tempo t = ¢, passa da Py alla velocita
P(to) = a@u(u(to),v(to)) + ﬁ@v(u(to),’l)(to)).
Il confronto con (1.15) porta immediatamente alla identificazione dell’insieme delle velocita possibili nella
posizione P, con lo spazio tangente in Fy 7p,0.
La velocita effettiva del punto su I' € in corrispondenza, posizione per posizione, con uno solo degli elementi
di (2.4), ovvero con un particolare valore di «: la direzione del moto ¢ in ogni istante una direzione nello
spazio tangente.
L’unione di tutti gli spazi tangenti

TO = | Tr6,

PecO

che va immaginato come la superficie insieme a tutti i piani tangenti, costituisce il cosiddetto fibrato
tangente.

Esattamente come si € visto per la curva, anche nel caso della superficie la geometria ¢ in stretta connessione
con la cinematica: lo stato cinematico del punto (P, P), ovvero posizione e velocita sulla superficie, &
individuato univocamente dalle variabili (u,v,4,0) del fibrato tangente: la coppia di parametri (u,v) € U
stabilisce la posizione, la coppia (i, 7) € R? una possibile velocita.

Lo spazio U x R? delle quattro variabili (u,v,1,?) ¢ lo spazio delle fasi per il moto sulla superficie, ovvero
linsieme degli stati cinematici. Il moto effettivo (u(t),v(t)u(t),o(t)), a partire dalle condizioni iniziali
(u(0),v(0)%(0),v(0)), & dunque una successione di punti, una traiettoria nello spazio delle fasi.

10



L’energia cinetica, ricordando (1.17), assume la forma

(2.5) T(u, v, 1, 0) = %mPQ(t) = % [E(u, v)i? + 2F (u, v)id + G(u, v)i?]

Si osservi che (2.5) ¢ un polinomio omogeneo di secondo grado rispetto alle variabili cinetiche u, © e la
funzione T puo essere vista anche come il risultato della forma bilineare simmetrica e definita positiva

r=ints (5 £)(2)

Derivando il vettore (2.4) si determina il vettore accelerazione in funzione dei parametri e delle loro derivate:

2.2 Equazioni di moto

(2.6) P(t) = Oy 1 +0, U +6,, 12 + 20,11 + O 0.

L’equazione (2.3) viene proiettata nello spazio delle velocita possibili che, come abbiamo visto, coincide
con lo spazio tangente (1.15) generato in ogni posizione dai vettori (6, ©,):

mP(t) -0, =F -0, +®-0,,
(2.7)
mP(t)-0,=F-0,+®-0,.
Le equazioni (2.7) scrivono le componenti lagrangiane dei vettori in (2.3), le quali sono, per definizione,
(2.8) v —(V.6,,V-6,) €R* VYV eVy
dove 6 sta per “proiezione” (non indica una derivata), I'indice (w:) ricorda i parametri scelti.

Riparametrizzazione. Effettuando un cambio di parametri come in (1.7), la relazione con le nuove com-
ponenti lagrangiane e la seguente:
Véu,v) _ Jvéu,v)
dove J ¢ la matrice (1.8).

Come nel caso del moto sulla curva, ogni termine in (2.7) va analizzato singolarmente. Iniziamo dalla

Definizione 2.1 [l vincolo (2.1) si dice liscio o ideale in Py se la forza vincolare ® in tale posizione é
ortogonale ad ogni velocita possibile:

(2.9) ®-v=0 V(Py,v)eETpO.

L’ipotesi di vincolo liscio consiste al solito nel non intervento della forza vincolare sul moto del punto nello
spazio delle velocita possibili.

Si osservi che la definizione (2.9) equivale al’annullarsi delle componenti lagrangiane (Déu’v), qualunque
parametrizzazione si sia scelta: dal punto di vista geometrico, I'ipotesi equivale ad affermare che il vincolo

® ¢ liscio se e solo se (P, ®) ¢ nello spazio normale Np © definito in (1.16), ovvero
(2.10) P =X0,7N0, oppure ®=I\VF

con A(t) incognita da determinare (moltiplicatore di Lagrange). Il secondo caso in (2.10) si riferisce
all’assegnazione implicita (1.25).
Per quanto riguarda la proiezione delle forze di inerzia —m P, si ha la

Proposizione 2.1 Valgono le uguaglianze:

. d (0T oT
(2.11) mP(t)-@uzﬁ ((fﬁt) T on
.. d (0T oT
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Dim. Esprimiamo i termini a sinistra di (2.7) in funzione dei coefficienti E, F' ¢ G della prima forma
fondamentale e delle loro derivate. Da (2.6) si ha, indicando per brevita le derivate seconde con

0o 0?0 0?0

w2 " guov T O

= @vv

P(t) 0y = EU+F 040y, - Oy 1 + 26y, - Oy 0 + O, - O, 92,
(2.13)
P(t)-0, = Fi+G0 46y, -0, 1%+ 20y, - O, 10 + O, - O, 1.

E
D’altra parte, da (1.4) e (1.17) si trova [E, = g—, e cosl via]
u

Eu = 2@uu . @uv EL = Ouu - @v + @m) . @'IL7 Gu = 2@u1) . @va
(2.14)
Ev:29uv'@u7 szeuv'ev"_@vv'@uy Gv:2@vv'@v'

Operando le sostituzioni in (2.13) e tenendo presente che

1 1
@uu'@v:Fu_@uv'@u:Fu_iFv @vv'@u:Fv_@uv'@v:Fv_iGu
si ottiene:
. .. .1 .9 .. 1 -2
P(t)~@u=Eu+FU+§Euu + E, uv + F,U—§Gu v,
_d(oT) or
“dt\ou ) ou
(2.15)

. . 1 1
Pt)-6,=Fu+Gv+ <Fu - 2Ev> 0?2 4 Gy b + 501, .

d (0T 0T
Tdt\ 0o ) ow
La verifica da eseguire partendo dall’espressione (2.5) dell’energia cinetica di uguaglianza con le derivate di

T (parentesi graffe orizzontali) viene lasciata per esercizio. [J
Le equazioni di moto (2.7) di un punto su una superficie liscia si scrivono dunque

Eu+F@'+1Eu u? + B, M—k(Fv—lGu) o2le.@u
2 2 m
(2.16)
.. .. 1 .2 . . 1 .2 1
Fu4+Gu+|(F,—=FE, | uv“+Guuvo+ =G, v° = — F-6O,,
2 2 m
oppure
d (0T oT
dt<au)‘au—F'9u
(2.17)
d (0T orT
(=) -==F.6,
dt(ad) ov

Per trasformare le condizioni al tempo iniziale ¢ = ¢y (2.2) in termini dei parametri u e v, si tiene conto
che

Py = @(Uo, Uo) - u(to) = U, ’U(to) = o,
(2.18)

Vo = Oy(ug, vo)to + Oy (o, vo)vg = u(to) = to, ¥(to) = vo.
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Il sistema (2.16) oppure (2.17) & del secondo ordine, di due equazioni differenziali nelle due incognite u(t) e
v(t). Esso ¢ ponibile in forma normale, essendo la matrice (1.17) non singolare.

La seconda scrittura (2.17) & certamente piti conveniente nel caso in cui le forze direttamente applicate
sono di tipo gradiente: il prossimo Capitolo ¢ dedicato a ripercorrere brevemente la teoria dei campi di
vettori esprimibili mediante il gradiente di una funzione.

3 Campi gradiente, forze con potenziale

3.1 Integrali curvilinei, campi gradiente

Dati in uno spazio affine A di dimensione N un campo vettoriale y : A — T A, x(P) = (P, x¢(P)) e una
curval' : I C R — A, si definisce integrale curvilineo del campo lungo il tratto di curva compreso fra
I'(Xo) e T'(A1), Ao, A1 € I, Vintegrale nella sola variabile A

(3.1) [ x= [xwon v
(N Ao

Il numero reale (3.1) ¢ indipendente dalla parametrizzazione a meno del segno, nel senso della seguente

Proprieta 3.1 Sia A(p) una riparametrizzazione concorde, ovvero N (u) > 0. Allora Uintegrale curvilineo
(3.1) eseguito sulla curva T'y come in (1.9) é il medesimo. Se N (u) < 0, allora (5.1) cambia il segno.

Dim. Sia infatti I'; () = T'(A(p)) e sia po = p(ro), 1 = p(A1). Ricordando la relazione fra i vettori
tangenti nelle due parametrizzazioni, si trova subito

(3.2) / X = / xe (T3 (1)) - Ou(a)dp = / XePO()] - T )X ().

Operando nell’integrale la sostituzione di variabile A = A(u) ed esaminando i casi di parametrizzazione
concorde e discorde si ottiene la tesi. [J

Sia ora f: A — R una funzione definita su uno spazio affine propriamente euclideo A a valori reali e I' una
curva in A. La funzione f viene detta anche campo scalare in A.

Si definisce derivata di f in Py = P(X\o), Ao € I, lungo la curva T il limite, se esiste:

(33) F'(Po)lrny = Jim & [T + 1) — F(T(0))] € B.

La (3.3) non ¢ altro che la derivata rispetto a A calcolata in \g della funzione ¢ : I — R definita come

(3.4) p(A) = fTN), Ael
Diciamo che f ¢ differenziabile in P se esiste un vettore b(P) € V per cui
(3.5) f(Q) = f(P)+b(P)-(Q - P)+[Q — P|r(P,Q)

conr:Ax A— R tale che C;impr(P, Q) =0 [dove Q — P sta per (Q — P) — 0].
—

La (3.5) ¢ la formula di Taylor al primo ordine per f e da 'apprrossimazione lineare di f intorno a P
come f(P)+b-(Q— P).

Se f differenziabile in Py, allora la derivata (3.3) dipende solo dal vettore tangente I''()\¢) e non dalla
curva:

(3.6) F'(Po)lpxy = b(Po) - T"(Xo).
Infatti, sotto l'ipotesi (3.5) possiamo scrivere

F(T(Ao +h)) = fF(T(Ao)) = b(Fo) - (F'(Xo +h) —T(Ao)) + [T(Ao + h) = T(Xo)|r
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dove Py = T'(\g) e r — 0 per h — 0. Dunque, sostituendo questa espressione in (3.3), dividendo per h e
passando al limite, si ottiene (3.6).

Possiamo dunque leggere la (3.3) come derivata del campo scalare f nella direzione v, per ciascun v
fissato in V: il valore che si ottiene & la derivata di f lungo una qualunque curva I'(A) tale che I'(A\g) = Py
eIV(Ag) = v.

Osservazione 3.1 Da un altro punto di vista, vale la pena di osservare che, fissato il campo scalare f ed
un punto Py in cui é definito il campo, la (3.6) definisce un omomorfismo da V in R, che associa ad ogni
vettore v € V il numero reale b(Fp) - v.

Fissata f definita in U C A, il campo b: U C A — V, induce il campo vettoriale
B:U— TA, p(P)=(P,b(P))eTpA, PecU, b(P)eV.

Chiamiamo 8 campo vettoriale gradiente. Si utilizza generalmente la notazione V f(P) per indicare il
vettore b(P):

(3.7) B(P)=(P,Vf(P), Pel.
In termini della funzione scalare ¢ definita in (3.4) la (3.6) assume la forma
(3-8) ¢'(A) = VFITN) - T'(N).

La (3.8) viene detta derivata di Lie della funzione f lungo la curva I'.

Poniamoci ora la questione inversa: dato un campo x definito in U C A, esiste un campo scalare f(P),
P € U, tale che il campo x coincida con il campo (3.7)7 I campi con tale proprietd verranno detti campi
gradienti, in accordo con la definizione che segue.

Un campo vettoriale X : U C A — T A, X = (P, Xy) si dice campo vettoriale gradiente se esiste un campo
scalare f: U — R tale che Vf(P) = Xy(P) per ogni P € U. Il campo scalare f viene detto potenziale del
campo vettoriale X.

Le condizioni che caratterizzano i campi gradienti sono il contenuto del seguente importante Teorema.

Teorema 3.1 Sia X(P) un campo continuo in un aperto connesso U C A, spazio propriamente euclideo.
Sono equivalenti le sequenti affermazioni:

(a) Il campo X & un campo gradiente.

(b) L’integrale curvilineo lungo un qualunque percorso T' in S che collega Py = T'(Ag) a P = I'(A\1) €
indipendente dal percorso stesso e dipende solo dagli estremi.

(¢) L’integrale curvilineo lungo una qualunque curva chiusa regolare a tratti é nullo.
Un campo vettoriale X si dice continuo in un punto Py se ¢ definito in Py e

Ph_}rr}lj0 Xe(P) = Xo(Po) ovvero \P—lgﬁ—m |Xe(P) — Xe(FPo)| = 0.
Una curva I si dice regolare a tratti se il vettore tangente esiste per ogni A € I, eccetto al piti un numero
finito di valori.
L’implicazione (b) = (a) ¢ anche nota come Primo teorema fondamentale per integrali curvilinei,
quella inversa come Secondo teorema fondamentale.
L’equivalenza (a) < (b) indica che i campi gradienti sono tutti e soli i campi per cui l'integrale curvilineo &
indipendente dal percorso.
L’equivalenza (a) < (c¢) indica che i campi gradienti sono tutti e soli i campi per cui l'integrale curvilineo su
ogni percorso chiuso e nullo.
Della dimostrazione completa, svolta ai Corsi di Analisi, mettiamo in evidenza solo il passaggio (a) = (b):

A1 A1
(3.9) / X = / X(T(N) - T (A)dA = / VAT - ')A = o(A) — o(ho) = F(P1) — F(Po),
©(\) Xo Xo
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essendo p(A\) = f(T'(N\)) (vedi (3.8)) e Py =T'(\g), P =T(\1).
La scrittura del campo scalare f e del vettore gradiente V f(P) dipendono ovviamente dalla scelta del sistema

N
di riferimento {O, (uy,...,un)} in A: se (&,...,&n) sono le coordinate di P, ovvero P — O = > &u;, il
i=1
campo [ viene rappresentato mediante la funzione f(&1,...,&n) = f(P).
Per quanto riguarda la scrittura del gradiente ci limitiamo allo spazio tridimensionale Y ed ai sistemi di

coordinate gia introdotti:

Gradiente in coordinate cartesiane, f(P) = f(x,y, 2):

(3.10) VI(P) = gi +-5£ +-5£
Gradiente in coordinate polari, f(P) = f(o,):
0 10
(3.11) Vf(P)= aﬁ +'§a£

Gradiente in coordinate cilindriche, f(P) = f(p, ¢, 2):
of af of

Vf(P)_aQ Q+ 8@ tp"’aez
Gradiente in coordinate sferiche, f(P) = f(o,¢,9):
aof 1 of 1af
A2 P
(3.12) VHP) = 89 Q+Qcos193g0 ety 819

Per dimostrare le formule precedenti, si deve scrivere la (3.6) facendo comparire in IV ciascun vettore tangente
I'; alle linee coordinate del sistema scelto: in tal modo a sinistra dell’'uguaglianza si ha la derivata parziale
di f rispetto alla coordinata &; e a destra si determinano le componenti covarianti del gradiente.
Verifichiamo ad esempio (3.12): chiamando I'y, I'y, I's le linee coordinate come in (3.49) del Paragrafo 3.4,
I Parte delle dispense, si ha

PPl = R = Vi o= Vi e, = iR) e =T,

of Y
f’(P)‘I‘QZ %Z Vf(P) -0, = vf(P)'QCOSﬁeSO :Vf(P).e@:QCOS§£’
PPl = = VAP T = VAP e = VIP) e = O

Essendo (e,, e, ey) base ortonormale in ogni posizione P, componenti covarianti e controvarianti coincidono,
dunque la (3.12).

3.2 Calcolo del potenziale in coordinate cartesiane

Il Paragrafo riporta sinteticamente alcune nozioni proprie del Corso di Analisi, con 'intento unico di agevolare
il calcolo del potenziale, assegnato il campo, quando e richiesto dall’Esercizio.

Fissiamo in ¥ un sistema di riferimento ortonormale levogiro {O, (i, j, k)}.

Un campo vettoriale X = (P, X;(P)) viene scritto in coordinate assegnando

(313) Xe :X(m,y,z)l—l—Y(a;,y,z)j+Z($7y,z)k,

definito in un aperto S € X.
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L’integrale curvilineo (3.1) del campo lungo la curva I'(A) = a(A)i+ B(N)j +v(A)k, A € [Ao, A1) &
A1
(3.14) / Xp = / [X((A), BN, 7))/ (A) + Y (a(A), BA), v(A)B'(A) + Z(a(A), BA), v(A)Y (A)] dA,
NPV Ao

eventualmente da frazionare negli intervalli di regolarita nel caso in cui la curva sia regolare a tratti. Una
notazione alternativa a (3.14) consiste in [ A} - dx, ponendo x = (,y, 2).

L)
Il campo vettoriale X & un campo gradiente se e solo se esiste una funzione potenziale U(x, y, z) tale che
(vedi (3.10))

ou
%(xayvz) —X(x,y,z)
oU
. = —-Y
(3.15) 9y (z,y,2) =Y(z,y,2)
ou
&(xvyvz) - Z({E7y72)

Le (3.15) costituiscono un sistema di equazioni alle derivate parziali, in cui I'incognita ¢ la funzione U.
Prima di risolvere il sistema, & opportuno riconoscere se effettivamente il campo assegnato &€ un campo
gradiente. Le condizioni equivalenti del Teorema 4.1 non offrono criteri facilmente utilizzabili: la condizione
(¢), ad esempio, prevede la verifica dell’annullamento dell’integrale su ogni percorso chiuso. A tale proposito,
si risolva il seguente

Esercizio 3.1 Verificare che il campo vettoriale F(x,y) = zy(i+ j) + k non é un campo gradiente, ma
lintegrale curvilineo su ogni circuito chiuso simmetrico rispetto all’origine € nullo.

Una condizione sicuramente piu accessibile riguarda la definizione di rotore, per il quale ci limitiamo alle
coordinate cartesiane.
Dato un campo come in (3.13), definiamo rotore di X il campo (P,rot X), dove

07 oY 0X 0z LIS
1 X, =“\ay a2 )¢ S )7 o o)

La seguente proprieta ¢ di immediata verifica:

Proprieta 3.2 Se il campo (3.13) & un campo gradiente e le funzioni X, Y, Z sono derivabili rispetto agli
argomenti, allora

(3.17) rotX, = 0.

Basta infatti sostituire le (3.15) in (3.16). Dalla (3.17) si deduce che i campi gradiente sono campi irro-
tazionali, ovvero con rotore nullo:

Proposizione 3.1 Condizione necessaria affinché il campo (3.13) sia un campo gradiente é che valga, per
ogni P € S,

o1 07 _ov ox oz ov _ox
’ oy 0z 0z oz’ Ox Oy’

L’affermazione inversa non e in generale vera:

Esercizio 3.2 Si consideri il campo

1

Xe(z,y,2) = P

(—yi + zj)

definito in 3 eccetto i punti di coordinate cartesiane (0,0, z), z € R. Si verifichi che il campo ¢é irrotazionale
ma non ammette un potenziale nel dominio specificato.
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In effetti, la possibilita di invertire la Proprieta 4.3 risiede nelle caratteristiche del dominio S in cui & definito
il campo:

Proprieta 3.3 Sia (3.13) un campo definito in un insieme semplicemente connnesso e siano le (3.18) veri-
ficate dalle componenti del campo. Allora il campo € un campo gradiente, ovvero esiste un potenziale U per
cui vale (3.15).

Un aperto connesso C di uno spazio topologico S si semplicemente connesso se, fissati comunque due
punti A, B in C e scelte arbitrariamente due curve I'; (), T'a(N), A € [A_, A\;], che collegano A =T (A_) =
I'y(A-) con B =T1(A\;) =T2(Ay), esiste una trasformazione continua (omotopia) di una curva nell’altra.
Formalmente, deve esistere una funzione continua 4 : [A_, A;] x [0, 1] — C tale che

1/}(/\’ 0) = Fl()‘)v 7/’0\7 1) = FQ(A)7 7/)(>‘—v V) = A, 7/}(>‘+7 V) =B

per ogni A € [A_, \;], v € [0,1].

In un dominio semplicemente connesso dunque campo gradiente equivale a campo irrotazionale. In base alla
(3.9), una volta calcolato il potenziale U l'integrale (3.14) &, qualunque sia la curva I’ che unisce i punti A e
B tali che A— O = (za,ya24), B— 0 = (zB,y5,2B):

(3.19) / X =U(zp,yB,28) —U(xA,ya,24).
)

Per determinare la funzione potenziale di un campo gradiente (alternativamente alla risoluzione di (3.15))
conviene dunque scegliere un percorso regolare a tratti 4 particolarmente semplice che unisca un punto
prefissato Py = (xo, Yo, 20) con il generico punto P = (z,y, z). Si consideri a tal proposito la curva I'(\),
A € [0, 1], regolare a tratti definita da

[(1=3N)zo+ 3z ]i+yoj+ 20k, se 0<A<1/3
(3.20) TOA) =S 2i+[(2-3 0+ BA—1Lylj+ 2k,  se 1/3<A<2/3

i+ yj+[(3—3N)z0+ (3N —2)z |k, se 2/3<A<1

La curva consiste nell’unione dei tre segmenti che collegano Py con P e che si ottengono mediante tre
spostamenti rettilinei paralleli agli assi coordinati.
Si ha, nei punti regolari:

I"(A) =3i se 0<A<1/3,

I'A)=3j sel/3<\<2/3,

IYA) =3k se2/3<A<1
L’integrale (3.14) consiste dunque in
1/3

U(z,y,z) — Ul(zo, Yo, 20) = / 3X((1 —3XN)xzo + 3z, yo, 20)dA +
0

2/3 1
+ / 3Y (z,(2—3N)yo + (3A — 1)y, z0)dX + / 3Z(x,y, (3 —3X)zo + (83X — 2)z)dA.
1/3 2/3

Con semplici sostituzioni di variabili negli integrali, si ottiene infine
1
(3.21) U2y, 2) = / [X((1 = v)a0 + v, 90, 20) + Y (1, (1 — v)yo + vy, 20)+
0
+Z(x,y,(1 = v)20 + vz)] dv + Ul(zo, Yo, 20).
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La scelta del punto Py (dunque la presenza di U(zg, yo, 20) in (3.21)) non ha alcuna rilevanza, dato che, se
U(z,y, z) & una funzione potenziale, anche U, = U + ¢, ¢ costante arbitraria, & potenziale per il medesimo
campo. Si usa dire in tal senso che U é definito a meno di una costante.

Sia dato, ad esempio, il campo 2(axy + bz)i + (ax? — 6by)j + 2bxk, con a, b costanti reali non nulle.

Il campo & definito su tutto R?, dunque basta verificare la (3.18) per realizzare che il campo & un campo
gradiente (la verifica & lasciata per esercizio).

Cerchiamo ora U(x,y, z) direttamente dalle (3.15). Dalla prima di esse si trova U(z,y, 2) = az?y + 2bzz +
o(z,y), con ¢ funzione da determinare. Derivando rispetto a y l’espressione trovata e uguagliando alla
seconda componente del campo, si trova g—j(%y) = —6by, da cui ¢(z,y) = —3by? + 1(z). 1l calcolo fino a
questo punto ha condotto a U(x,y, 2) = ax?y + 2bzx — 3by? + ¥(2).

Per determinare 1 si deriva U rispetto a z e si uguaglia a F3 = 2bx, per trovare ¢'(z) = 0, cioe ¥ costante.
Dunque U(x,y,2) = ax?y + 2bxz — 3by? + cost.

Esercizio 3.3 Applicare la formula (3.21) scegliendo (xo, Yo, 20) = (0,0,0) per trovare il medesimo risultato.
Esercizio 3.4 Trovare le condizioni sulle costanti a, b, ¢ in modo che il campo vettoriale

(ay? + 3bx)i + (2cxy — by)j + bzk
risulti conservativo. Calcolare il corrispondente potenziale usando entrambi i metodi descritti.

Esercizio 3.5 Utilizzando (3.18) si verifichi che il campo
(3.22) (az™, By",vz")

con «, B, v costanti, n > 0 & un campo gradiente e calcolare il potenziale mediante (3.15).

3.3 Forze di tipo gradiente

Esaminiamo ora il moto di un punto materiale P nello spazio 3. Sia P(t) la traiettoria e sia il punto soggetto
ad un campo di forze posizionale di tipo gradiente con potenziale U (P):

F=(PF(P)), F(P)=VU(P).
Il lavoro della forza nell’intervallo di tempo (¢o, 1) & per definizione U'integrale della potenza:

ty

Aoy = [ BP0 - (o)

nel quale si riconosce l'integrale curvilineo del campo delle forze scritto nella parametrizzazione tempo.
Vogliamo dimostrare la seguente importante

Proposizione 3.2 Se il campo di forze posizionale F = (P,F(P)) é un campo gradiente, allora il lavoro
di F nell’intervallo di tempo (to,t1) ¢ indipendente dalla traiettoria P(t) che unisce il punto Py = P(to)
a Py = P(t1) e vale

(3.23) A=U(P(t,)) —UP(ta)),
essendo U(P) il potenziale di F(P): VU(P) = F(P).

Dim. La (3.23) non ¢ altro che l'indipendenza dell’integrale curvilineo di un campo gradiente dal percorso
scelto, ovvero la proprieta (3.9) in cui A & il tempo. O

La (3.8) scritta rispetto al parametro ¢ pone in evidenza 'uguaglianza della derivata del potenziale lungo la
traiettoria con la potenza della forza F:

(3.24) %U(P(t)) =VU(P)- P(t) =F(P(t))- P(t) = Wg.
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Quest’ultima formula introduce un’informazione importante nello studio del moto di un punto materiale:
eseguiamo il bilancio energetico moltiplicando scalarmente 1’equazione di moto per la velocita per ottenere

(3.25) mp-P= F.-P + &.pP
dT diu =Wa=0 se vincolo liscio
“a Ta
1 .
dove T' = §mP2 ¢ l'energia cinetica del punto. Definendo ’energia potenziale V(P) = —U(P) e 'energia

totale E(P,P) = T(P,P) + V(P), si perviene dunque all’integrale primo dell’energia, ovvero alla
costanza dell’energia totale durante il moto di P:

(3.26) E = T(P,P) + V(P) = By(P(ty), Plto)) = %mz‘ﬂ(to) +V(P(to)

se t = to & il tempo iniziale, al quale sono note la posizione P(0) e la velocita P(O)

Ripetiamo che la (3.26) ¢ valida per il moto di un punto materiale soggetto a forze di tipo gradiente
libero di muoversi in ¥ oppure costretto con vincoli lisci, ovvero forze con potenza nulla.

Vogliamo ora ricollegare la (3.26) con due situazioni in cui abbiamo provato ed utilizzato la costanza
dell’energia.

Punto vincolato in modo liscio su una curva I' : in tal caso avevamo scritto, nell’ipotesi piu generale
di forza F posizionale

1 .
5m|r'(A)|2A2 —~U\) = E
essendo U(A) = [F(I'(X)) - I'()\) dA una qualunque primitiva della potenza.

In effetti se F, oltre che posizionale, ¢ di tipo gradiente con funzione potenziale U: F(P) = VU(P),
allora U()\) ¢ proprio la funzione potenziale calcolata sulla curva:

A A
G20 U00N) = [FE@) T dy= [ FUTm) T dy =U(TO) - UT W)
Ao Ao

Dal punto di vista lagrangiano vale la pena di osservare che il potenziale della forza calcolato lungo la
curva ha il ruolo di potenziale (nella sola variabile A) per la forza generalizzata:
d

(3.28) F(P)=VUP) — FM0)) = SUTMN) =U"(N).

Punto libero soggetto a forza centrale : in tal caso era stato individuato l'integrale dell’energia

1 1
3" + Ve(o) = 5mé” + V(o) +

2
z

1 p—
2m 02’

solo nel caso in cui il modulo della forza non dipendesse dagli angoli: F = f(p)e, in modo di poter
definire V(). In effetti, questo ¢ I'unico caso in cui la forza centrale ¢ di tipo gradiente, in accordo
con la seguente

Proposizione 3.3 Dato il campo di forze centrale (P,F(P)), con
F(P)=f(P)es,  e,=(P-0)/|P=0|
esiste un campo scalare U(P) tale che VU(P) = F(P) se e solo se f(P) = f(|P — O|) e la scrittura

Ul(o, ¢, ¥) del potenziale U in coordinate polari é
(329) 0=0(0)= [ 1in
essendo ¢ > 0 una costante arbitraria.
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Dim.
Va ricordata la scrittura del gradiente in coordinate sferiche (3.12):
oU 1 a0 100

VU = —Qeg+ Ecosﬂ%egﬂ— 0 50"

Se F & una forza centrale, si ha F = f(o, p,9)e, ed ¢ di tipo gradiente se e solo se esiste U (o, , 9) per
cui

~ ou ou U
f(é%goaﬂ)*aiga *%7%

Dalle ultime due condizioni si deduce che U deve dipendere solo da g, dalla prima condizione si ricava
la (3.29). O
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4 Studio del moto su una superficie

4.1 Lagrangiana, integrale dell’energia, variabile ciclica

Per il moto che andremo ad esaminare del punto su una superficie vale la proprieta analoga a (3.28), ovvero

Proposizione 4.1 Se il punto materiale P vincolato sulla superficie ©(u,v) é soggetto ad una forza di
tipo gradiente: F(P) = VU(P), allora, definita

(4.1) U(u,v) =U(O(u,v))

ovvero la funzione potenziale calcolata sulla superficie, si ha

ou oU
(42) F'Qu—%v F'@U_%
(4.3) %U(u(t),v(t)) =F-P=Wg.

oUu
Dim. La derivata — ¢ la derivata della funzione U lungo la linea coordinata I'y definita in (1.3): la prima
u
delle (4.2) & dunque la scrittura di (3.6), tenendo conto anche di (1.4); analogamente la seconda di (4.2). Per
la (4.3):

ou .

v

SV (), v(t)) = ult
O
La (4.2) indica che la funzione U(u,v) fa da potenziale per le componenti lagrangiane (2.8) della forza

F:

(4.4) F“") = (F.6,,F.0,) = (aU 8U) .

ou’

La notevole conseguenza e che per il moto su una superficie liscia di un punto soggetto a forze di tipo
gradiente con potenziale U(u,v) si puo introdurre la funzione lagrangiana

(4.5) L(u,v,,0) =T (u,v,0,0) + U(u,v)

e scrivere le equazioni di moto (2.7) nella forma

d(ory _or_
dt \ Ou du
4 (oLy oL _
dt \ 00 o

Nelle applicazioni, dunque, in presenza di forze di tipo gradiente conviene senz’altro scrivere la funzione L e
calcolare le (4.6).

(4.6)

d

La (4.3) permette di scrivere la (3.25), nel caso di vincoli lisci, come ﬁ(T —U) = 0, da cui si ricava
I'integrale dell’energia, valido per il moto di un punto su una superficie liscia e soggetto a forze di
tipo gradiente:
(4.7) T(u,v,4,0) +V(u,v) = FE
dove V = —U ed E & un valore costante che viene determinato dalle condizioni iniziali (2.18):

E = T(ug,vo, %0, 0) + V(uo,vo).
Nel caso unidimensionale l'integrale primo dell’energia FF =T + V permette di descrivere completamente le

caratteristiche del moto, coerentemente al fatto che il sistema possiede un unico grado di liberta. Nel caso
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del moto del punto su una superficie il solo integrale primo (4.7) non permette le medesime conclusioni e da
solo un’informazione parziale sul moto.

E’ chiaro che una seconda informazione del tipo Z(u,v,%,v) = 0, ovvero la possibilitd di individuare un
secondo integrale primo del moto oltre a quello dell’energia induce a sostituire le equazioni di moto (4.6) con
i due integrali primi (4.7), Z = 0.

Puo essere la particolare struttura della funzione lagrangiana £ a suggerire la presenza di un integrale primo:
un caso immediato ¢ l'assenza della variabile v [risp. v], ovvero £ = L(v, @, 9) [risp. £ = L(u, @, 0)]. Da

(4.6) si ha
d (0L ) d (0L
m(%)o[mpm<%)m’

. . oL . . .. oL . . . R
dunque la funzione py(v,0,0) = — [risp.p2(u,0,0) = — ] & costante durante il moto, ovvero & un

integrale primo del moto e il suo valore ¢ stabilito dalle condizioni iniziali:

(48) P (U7 u, U) =D (U(O)v U(O)v U(O)) [Tisp. p2(u7 u, v) = pQ(U(O), U(O), 'U(O))]

La variabile u [risp. v] viene detta variabile ciclica.
Un caso in cui si presenta una variabile ciclica riguarda il moto su una superficie di rotazione, dovuto ad
una forza con particolare struttura.

4.2 Equilibrio

La ricerca delle posizioni di equilibrio consiste nel determinare le soluzioni soluzioni costanti u = wuy,
v =g di (2.16):

(4.9) F-0,=0, F-6,=0.
Per la (4.2), nel caso di forze di tipo gradiente la condizione equivale alla ricerca dei punti stazionari di U:

ou oU
4.10 — =0, — =0.
( ) Ju v
L’esame della stabilita di una posizione di equilibrio di un punto su una superficie ripercorre quanto visto
per il punto vincolato su una curva, tenendo presente che lo spazio delle fasi ¢ lo spazio delle variabili

(u7 /U7 ’(:L, IU)'

Definizione di equilibrio stabile. Una posizione di equilibrio (ug, vg, 0,0) si dice stabile se V € > 0 esiste

6 > 0 tale che
|(w(0) = o, v(0) —vo)| <6, [(@(0),0(0))] <6 =

[(u(t) — uo, v(t) —vo)| < e, [(a(t), 5(t)| <e V>0

dove | | & la norma euclidea (le soluzioni (u(t),v(t)) con stato cinematico iniziale prossimo all’equilibrio
rimangono in ogni istante con stato cinematico prossimo all’equilibrio).

Criterio di Dirichlet. Se le forze sono di tipo gradiente e (ug, vo), soluzione di (4.10), ¢ un minimo isolato
per V(u,v) = —U(u,v), allora la posizione di equilibrio ¢ stabile.
La dimostrazione ¢ la medesima del caso unidimensionale: la funzione A(u,v,u,0) = T(u,v,,0) —

(V(u,v) — V(ug,up)), che ha un minimo isolato all’equilibrio e che & costante lungo le soluzioni di
(2.16), & funzione di Liapunov per la stabilita dell’equilibrio.

Punti stazionari che non sono minimi. Analogamente al caso del punto sulla curva, se V(u,v) & una
funzione analitica, allora le posizioni di equilibrio stabili sono necessariamente minimi isolati: dunque,
le soluzioni di (4.10) non corrispondenti a minimi isolati sono posizioni di equilibrio instabile.

Piu avanti studieremo la possibilita di approssimare il moto mediante lo sviluppo di Taylor attorno ad una
posizione di equilibrio stabile (piccole oscillazioni).
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4.3 Esempio di studio di moto su una superficie

Fissato un sistema cartesiano {O, (i, j, k) }, consideriamo la superficie generata dalla rotazione attorno all’asse
z della curva

T(u) = f(u)i+ uj, ueR

dove f(u) ¢ una funzione positiva almeno C?(R) non decrescente per ogni u € R: f'(u) >0 Vu € R.

Parametrizzazione della superficie, I forma fondamentale. Dalla (1.29) si ha

z(u,v) = f(u)cosv
y(u,v) = f(u)sinv ueR, veR

z(u,v) =u

dove il parametro v va esteso a tutto R per descrivere le eventuali rotazioni del punto sulla superficie.

I vettori (1.4) sono @, = (f'(u)cosv, f'(u)sinv,1), ©, = f(u)(—sinv, cosv,0), dunque i coefficienti
(1.31) sono
E(u,0) =1+ f*(u), F(u,0) =0, G(u,v)= f(u).

Sia P un punto di massa m vincolato in modo liscio sulla superficie, soggetto alla forza peso, essendo k la
direzione verticale ascendente.

Energia cinetica, energia potenziale. La (2.5) si scrive

1 .
T(u,v,1,0) = smP(t) = % [(1 n f’2(u)) W? 4 F(u)o?] .
La forza peso —mgk ¢ di tipo gradiente con potenziale U(x,y, z) = —mgz, funzione che va calcolata

sulla superficie:
U(u,v) = —mgu,

dipendente in realta solo da wu.
Un’altra situazione ricorrente negli esercizi ¢ la forza elastica —k(P — O), con potenziale Uy, = —k/2(z? +

y? + 22): sulla superficie avremmo scritto Ug(u,v) = —k/2(u? + f%(u)), funzione anche in questo caso
indipendente da v.

Scrittura della Lagrangiana.
L(u,v,u,0)=T+U = % {(1 + f’2(u)) u? + f2(u)1}2} — mgu.
Determinazione di 2 integrali primi del moto. Siamo nelle condizioni di validita di (4.7), dunque
T-U=T+V="2 [(1 + f'Q(u)) i + f%u)ﬂ + mgu = E = costante.

2

Inoltre, la variabile v ¢ ciclica, pertanto

D1 oc = mf?(u)v = costante.

L
Posizioni di equilibrio. La (4.10) consiste in

oU oUu

— =-mg=0, — =0

ou g ov

che e priva di soluzioni, come si intuisce fisicamente. In generale, si osservi che se U dipende solo
dalla variabile u, allora le posizioni di equilibrio sono tutti i punti dei paralleli v = u, dove @ risolve
oU
Ou

(u) = 0 [Pequazione di (4.10) & infatti identicamente soddisfatta].
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Per esercizio, si consideri pitl in generale la superficie di rotazione (1.29): si scriva il potenziale U della forza
peso e si determinino le posizioni di equilibrio, comprendendo graficamente e fisicamente la situazione.

Velocita possibili. Vengono assegnate la posizione iniziale P(0) — O = f(0)i e la velocita iniziale P(0) =
vo = ai+ Bj + vk.
Si vuole determinare 'insieme delle velocita possibili all’istante iniziale, ovvero i valori di «, 8 e y che
rendono vy una velocita compatibile con il vincolo in Py. Va scritta la (2.4) al tempo iniziale ¢ = 0,
tenendo conto che la posizione iniziale corrisponde ai valori dei parametri u(0) = 0, v(0) = 0:

P(t) = 6,(u(0),v(0) @(0) + O, (u(0), v(0)) (0) =

w(0)(f(0)i+k) +0(0)f(0)j = f'(0)a(0)i + f(0)2(0)j + @(0)k

che descrive al variare di 4(0) € R, ©(0) € R le combinazioni lineari della base (f'(0)i + k, f(0)j),
ovvero il piano tangente in Py. Dunque, rispetto ai parametri «, 8 e v possiamo descrivere l'insieme
delle velocita possibili in Py come l'insieme dei vettori applicati

(Po, f(0)vi+Bj+qk),  B=f(0)0(0), ~=u(0).

Si osservi geometricamente il ruolo di v come contributo alla velocita lungo la direzione del meridiano
©,, sul piano verticale y = 0, e di § come contributo lungo la direzione del parallelo @,, sul piano
orizzontale z = 0.

Calcolo delle costanti del moto in funzione delle condizioni iniziali. Si vuole esprimere, in vista di
una discussione parametrica del comportamento delle soluzioni, le due costanti del moto in funzione
dei dati iniziali. Si ha

m

£=3

[(1+£20) 2 +82],  pr=mf(0)5.

Dunque, su ciascun moto sulla superficie rimangono costanti le quantita calcolate tramite i dati iniziali

(4.11) % Kl + f/z(u)) w? + f2(u)1}2} +mgu = % Kl + f’2(0)> 7? + 52} ,
(4.12) mf?(u)o = mf?(0)0(0) = mf(0)B.

Studio qualitativo mediante gli integrali primi. La particolare struttura del problema (superficie di
rotazione, potenziale indipendente da v) permette di ricondurre lo studio qualitativo del moto ad uno
studio unidmensionale: ricavando infatti © da (4.12) e sostituendo nella (4.11) si trova

. f(O)ﬂ m /2 .2 fz(O)ﬂ2 _m 12 2 2
U= () = 5 (1+f (u))u + () +mgu= o [<1+f (O))fy +8 },
dunque il moto nella variabile u viene descritto dall’equazione di tipo unidimensionale
m f(0)5?
2 f3(u)

in cui si & modificato, rispetto a (4.11), il ruolo dell’energia potenziale, esattamente come per ’energia
potenziale efficace del moto centrale.

(413) 2 (1+ W) i+ V(W) = %m (14 720) 72+ 2], V(w) = + mgu

Questo passaggio deve essere tenuto presente in ogni esercizio che riguarda lo studio del moto sulla superficie:
in generale, se (1.29) & la parametrizzazione della superficie e se V(u) & l'energia potenziale, la scrittura
analoga a (4.11), (4.12) e (4.13)) consiste in

m

2
mf?(u)o =mf2(0)0(0) = o= f2(0)0(0)/f*(u)

[(h’z(u) + f’z(u)> W2 + F2(u)i?| + V(u) =&,

— @
2

(n2 )+ f2w)) i + V() = €,
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~ m f4(0)02
con V(u) =V(u)+ 2f§,02)<u)(0) e & = E(u(0),u(0),v(0)).

.....

che uno studio completo del moto richiede la specificazione del profilo f(u): diamo qui di seguito alcune
indicazioni di massima per una f genericamente positiva e non decrescente.

v > 0:

.....

la forma v(t) = 0, implica, insieme alla condizione iniziale v(0) = 0, che il punto rimane sul meridiano
in ogni istante successivo: v(t) = 0, V ¢ > 0. Inoltre V(u) = mgu, il cui grafico & una retta passante
dal’origine. Valutando le intersezioni di V' con i livelli € = m (1 + /72 (0)) /2, si trova subito il seguente

schema:

~ > 0: il punto sale fino alla quota wme, = (1 + f’2(0))72/2g per poi cadere verso il basso lungo il
meridiano;

v < 0: il punto viene lanciato verso il basso sul meridiano, lungo il quale precipita senza invertire mai il
moto (y = 0: caduta libera).

Caso 8 # 0, v = 0. La velocita iniziale ¢ lungo il parallelo u = 0: P(O) = fj. La (4.12) afferma che, rispetto
alla coordinata angolare v, il moto ¢ di rotazione attorno all’asse delle z, antioraria [risp. oraria] se
B > 0 [risp. B < 0], con velocita angolare v(t) tanto maggiore in valore assoluto quanto piu il punto si
avvicina all’asse z, senza possibilita di invertire il verso da orario ad antiorario, o viceversa.

m f(0)
2 f2(u)

Per quanto riguarda il moto rispetto alla variabile u, si tratta di studiare la funzione V(u) =

m
mgu intersecata dai livelli di energia & = 562, a partire dalla posizione u = 0.

Chiamiamo U,in € Umase 1 due paralleli fra i quali ¢ compreso il moto:
—00 S Umin S U(t) S Umaz S +00.

Si ha lirf V(u) = +o00, dunque il moto del punto sara comunque limitato verso l'alto, ovvero 0 <
uU—r—+00

Umazr < +00.
Il limite a —oo non ¢ invece determinabile a priori:
R = —00 se f7 >0,
lim V(u)=

umTee del tipo “co —o0” se f~ =0

dove f~ = uli)r_noof(u).

Analizziamo il comportamento di V per u = 0: si ha V(0) = %52 =&, V'(0)=m(g—B2f(0)/f(0)),

dunque:

se g < B%f(0)/f(0), allora il moto del punto ¢ compreso fra i due paralleli u = 0 = U, €
Umaz > 0, quest’ultimo soluzione di V(u) =¢;

se g > 32£(0)/£(0), allora il punto P procede verso il basso, invertendo o no il moto a seconda
dell’esistenza di una soluzione negativa ,,;, di V(u) = £, tale che V(u) < & per Upmin < u < 0:
in tal caso, il moto di P & compreso fra i paralleli i, € Umaz = 0; se non esistono soluzioni
negative, U,in, allora il moto ¢ di caduta sulla superficie, in rotazione attorno all’asse z.

Fisicamente, la condizione V'(0) < 0 [risp. V/(0) > 0] corrisponde ad una velocita angolare iniziale
intensa [risp. debole], in modo da far risalire il punto lungo le pareti della superficie [risp. tale da
far precipitare il punto]. A parita di §, un analogo commento si puo eseguire sulla geometria della
superficie, ovvero su f'(0).

Si analizzi per esercizio il caso V(0) = 0.
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Caso 8 #0, v =0. Si sovrappongono i due aspetti esaminati (8 = 0 oppure v = 0) e prevede uno studio
(decisamente facilitato se si assegna esplicitamente il profilo della superficie f(u)) della funzione V (u)
e dei livelli di energia £. L’informazione proveniente dall’integrale primo (4.12) di rotazione attorno
all’asse z rimane invariata.

Lo studio del moto del punto su una superficie di rotazione ha come traccia fondamentale la possibilita di
disaccoppiare le equazioni di moto, ovvero di rendere indipendente la risoluzione rispetto ad u e quella
rispetto a v, in virtu della individuazione di due integrali primi del moto: il procedimento ¢ consueto in
meccanica analitica, dove anziché risolvere direttamente le equazioni di moto, si cercano tanti integrali primi
quanti sono i gradi di liberta del sistema.
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5 Altri aspetti del moto sulla superficie

5.1 Lagrangiana approssimata

Consideriamo un moto di Lagrangiana (4.5) ed una posizione di equilibrio stabile v = ug, v = vg, ovvero
un minimo isolato per V' = —U: il fatto che le soluzioni con stato cinematico iniziale vicino all’equilibrio
mantengano lo stato prossimo all’equilibrio anche per i tempi successivi fa presumere che ’approssimazione
al secondo ordine della Lagrangiana e le corrispondenti equazioni approssimate del moto conducano ad una
buona approssimazione del moto; il fatto & del tutto analogo a quanto si e visto per il moto del punto sulla
curva.

Eseguendo lo sviluppo di Taylor della Lagrangiana (4.5) allo stato di equilibrio (ug, vg, 0,0) fino al secondo
ordine si ottiene

ctunsn=hts 014(4) Htomm mwre(13)-

(51) % (E(Uo, 1)0)7:142 + 2F(UO, U())’l.l,’l.} + G(U(), ’Uo)'[}2) —
1
3 (Vau (0, v0) (0 — u0)? + Vi (w0, v0) (u — o) (v — v9) 4+ Vo (w0, v0) (v — v9)?)
avendo chiamato A e V le matrici ad elementi costanti
B mE(ug,vg) mF (ug,vp) - Vi (10, v0)  Vio (o, vo)
(5.2) A= , V=
mE (ug,vo) mG(uo,vo) Vo (10, v0) Vi (10, v0)

Per ottenere (5.1) si tenga conto che:

> la formula di Taylor al secondo ordine e

1

(5.3) f(x) = f(x0) + Vxf(x0) - (x — x¢) + E(x —x0)7 (Hess f)(x0)(x — x0) + R

N . . of of . : . .

dovex e U CRY, f:U — R, Vf eil gradiente | ——,...,=—— |, (Hess f) ¢ la matrice Hessiana di

8%1 axN
2
elementi (Hess f); ; = o/ ,i,5=1,...,N e R & infinitesimo di ordine superiore a |x — xq|?,
’ (91‘7,81‘3

> lo sviluppo viene applicato ponendo x = (u, v, ,v), f = L e x¢ = (ug, v, 0,0),
> per T si utilizza l'espressione (2.5) e per V, senza perdere in generalita, si pone V (ug,vg) = 0,
> all’equilibrio V(y 4 4.6)£(uo, v0,0,0) = 0.

Per esercizio, si svolga esplicitamente il conto per ottenere (5.1) da (5.3).

Si osservi che L5 & un polinomio omogeneo del secondo ordine rispetto alle variabili (u, v, @, v).

Le equazioni di moto (4.6) corrispondenti alla Lagrangiana Lo, che chiamiamo le equazioni approssimate
del moto, sono

mE (ug, vg) U +mF (ug, vg) U +Viyu(ug, vo) (4 — uo) + Vi (g, vo) (v —vg) =0
(5.4)
mF (ug, vo) 4 4+mG(ug, vo) U+ Vi (2o, Vo) (u — o) + Vi (10, v9) (v — vg) =0

oppure, in forma matriciale:

—( u ~( u—u \ (O
» A(B)er(nm)=(8),
Se(ug,vo) una posizione di equilibrio stabile, ¢ verosimile che le (5.5) diano una buona approssimazione

del moto.
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5.2 Piccole oscillazioni

Dal punto di vista formale, I'obiettivo che ci proponiamo & quello di scrivere il sistema (5.5) come sistema di
due equazioni di moto armonico disaccoppiate. Va dunque determinato un cambiamento di variabili (non
necessariamente ortogonale) da (u,v) a (£,7) che realizzi questo proposito. Ricordiamo alcune premesse
teoriche.

Base ortonormale. Se V uno spazio vettoriale su R e f una forma bilineare simmetrica definita positiva
su V, allora V ammette una base ortonormale.

Teorema spettrale reale. Sia V & uno spazio vettoriale su R in cui ¢ definita una forma bilineare f
simmetrica e definita positiva e sia ¢ un endomorfismo simmetrico:

fle(v),w) = f(v,p(w)) Vv,weV.
Allora esiste una base ortonormale U per V costituita da autovettori di ¢:

u:<111,...7uN>, f(ui,uj):@-,j, gp(ul):)\lul i=1,....,N, X\ €R.

Corollario (D). Se A ¢ una matrice reale simmetrica di ordine N, esiste una matrice ortogonale U tale che
UAUT = UAU~! = D, D matrice diagonale.

Dim. Sia RY lo spazio vettoriale delle N-uple di numeri reali, con la base canonica & = (ey,...,ey), dove
er ¢ la N—upla di tutti zero, eccetto la k—esima posizione di valore 1. La base ¢ ortonormale rispetto
alla forma bilineare simmetrica data dal prodotto scalare standard (e;,e;) =6, ;,4,j=1,...,N.

Sia ¢ : RV — RY I’endomorfismo la cui matrice rispetto alla base £ ¢ M. L’endomorfismo & sim-
metrico, dunque per il Teorema spettrale esiste una base ortonormale esiste una base ortonormale
U= (uy,...,uy) di RY di autovettori di ¢. La matrice di ¢ rispetto a U & la matrice diagonale D i
cui elementi sulla diagonale sono gli autovalori di ¢.

Se B ¢ la matrice del cambiamento di base da £ a U, ovvero la matrice di elementi 3; ;, 4,5 =1,..., N
N

tali che u; = Bi,je;, si ha che D e M, matrici di ¢ rispettivamente rispetto a I/ e £, sono simili
j=1

secondo la relazione BMB~! = D.

Dalle relazioni di ortonormalita (u;,u;) =d;;, i,j =1..., N siricava BT = B~1. O

Autovalori e autovettori. Gli autovalori di A sono tutti reali. Le matrici A e D, essendo simili, hanno
i medesimi autovalori; in particolare, se A ¢ definita positiva [ovvero yT Ay > 0 per ogni y =
(y1,---,yn) € RNy # 0], allora gli elementi di D sono tutti positivi.

Inoltre, se D = diag(dy,...,dn), allora la k—esima riga della matrice U & ’autovettore corrispondente
up
adg, k=1,...,N: infatti, indicando con u; € RV la k-esima riga di U, ovvero U = o si ha
uy
d ... 0

UAUT =D < AUT=U"TD < Al ...d)=@! ... ... ... ...
0 ... dn

La costruzione del cambiamento di coordinate con il quale il sistema (5.5) viene disaccoppiato avviene
mediante i seguenti passaggi:

Diagonalizzazione di A. Applichiamo il Corollario (D) alla matrice simmetrica A definita in (5.2): es-

istono una matrice ortogonale B e una matrice diagonale D; tali che

BABT—D1—<C(Z)1 ;), BBT =1, d; >0, dy >0,
2

con I matrice identita 2 x 2.
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Normalizzazione. Al fine di ottenere come matrice diagonale la matrice identita I, si considera

Bl‘<1/ﬁ 1/3@)3

in modo che

(5.6) BAB] = 1.

Prima trasformazione del sistema. Moltiplicando (5.5) a sinistra per B e inserendo a destra di Aedi
V la matrice identita I = BT (BT)~1, si ottiene il sistema equivalente

(£)<(1)-(2)

dove si e posto
et [(u—uo \ [ Vdi 0 u—up
)= (02 ) =00 v ) (i)

Diagonalizzazione di V. Aggiungiamo ora l'ipotesi che V sia definita positiva in (ug, vg): questa ipotesi
¢ sufficiente affinché la posizione di equilibrio sia stabile, ma non necessaria, come gia abbiamo avuto
modo di osservare nel caso unidimensionale.

La matrice C' & ancora simmetrica e definita positiva (verificare per esercizio): applicando nuovamente
il Corollario (D) si puo determinare una matrice ortogonale By tale che

INH
S|

Sl

el

(5.8) C =B, VBT, (

(5.9) ByCB;' = B,CBY = Dy = ( ’61 52 ) ;g1 >0, pg > 0.

Seconda trasformazione del sistema. Il sistema (5.7) si trasforma in
¢ EY_(0
(5.10) ( ; + Dy a )= Lo
dove si e posto
(3)==(2)

Cambiamento complessivo di variabili. Il cambiamento di coordinate dalle (u,v) alle (§,n) & ( g > =

S

w ( U= > dove W ¢ la matrice
vV —1

(5.11) W = B, ( Vng \/(172 ) B = ByB; " = ByB A.

Si osservino le proprieta di W:

(5.12) WT = A(B,B)T, W™= (ByB)T, wwT =A.

Risultato principale. Il sistema (5.5) con A e V simmetriche e definite positive puo essere disaccoppiato
mediante la trasformazione di coordinate (5.11) in 2 oscillazioni armoniche

5""‘/”'15 = 07

(5.13)
n +puan = 0.
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di frequenze

1 1
(514) Vl—%\/,ul, VQ—%\/,LLQ.

I numeri positivi v; e v» vengono dette frequenze proprie e le oscillazioni soluzioni di (5.13) i modi
normali del sistema (5.5).

5.3 Calcolo delle frequenze proprie

Al fine di determinare frequenze proprie e modi normali in modo piu diretto, possiamo tenere presente il
seguente percorso:

Ricerca delle frequenze proprie. I numeri u; e ps sono soluzioni dell’equazione
(5.15) det (pA—V) =0.
Dim. Basta tenere presente che p1 e p2 sono autovalori della matrice C' e ricordare le (5.6), (5.8):

(5.16) 0 = det (ul — C) = det (uByABT — C) = det [B; By (uB1AB] — C)B; ' Bf] =

= (det By)? det (uA — By*CB;") = (det By)? det (uA —V)
e la (5.15) & dimostrata. .

Ricerca dei modi normali. Siano (11, ¢12), (C21,C22) tali che

(5.17) (MiA_V)(gZ):(g>7 i=1,2

e scelti in norma in modo che

(5.18) ZAZT =1,
dove

G Gz )
5.19 Z = .
(5.19) < G2 C22
Allora la matrice W di (5.11) ¢
(5.20) W=z1=27"TA

Dim. La (5.9), in virtu della (5.12), equivale a
ByCBY = Bo(B1ByY)C(By "By )BY = B;B\VBIBf = WA'VW~! = D,.
D’altra parte, la ricerca di W tale che
WA VW™ = D,, wwT =4
equivale alla ricerca di Z = W~! tale che
AZDy, =V Z, ZAZT =1T.
O.

Nelle applicazioni, dunque, una volta calcolate le matrici costanti A e V, si determinano subito gli au-
tovalori generalizzati soluzioni di (5.15) e le frequenze proprie (5.14) del sistema (5.13). Se si vuole
determinare anche il cambiamento di variabili (5.11) che porta ai modi normali, si calcolano gli autovettori
generalizzati secondo la (5.17) e normalizzati come in (5.18). Il prodotto di matrici (5.20) da luogo al
cambiamento di variabili richiesto.

Esercizio 5.1 Esaminare il caso pitu semplice in cui A oppure V' & una matrice gia diagonale.

Esercizio 5.2 Analizzare i casi dei due autovalori py, pe distinti, i due autovalori concidenti.
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5.4 Curve geodetiche

Data una superficie ©(u, v), il vettore
(5.21) N(u,v) = Oy(u,v) A Oy(u,v)

individua, in ogni punto regolare, la direzione normale alla superficie, come direzione ortogonale a tutti
i vettori del piano tangente (1.6).

Consideriamo ora una curva sulla superficie, parametrizzata da (vedi (1.12)) T'(A) = O(u(A),v(N)), A € 1.
Chiamiamo curva geodetica della superficie una curva il cui vettore derivata seconda I'"’(\) ha la direzione
normale (5.21):

(5.22) (N // N(u(X),v(N\) Vel

Dalla definizione segue subito che il vettore derivata seconda € ortogonale al vettore tangente:
(5.23) ') -T"(\) =0 VAel.

Infatti, IV & comunque ortogonale a N. Vediamo alcune notevoli conseguenze di (5.23):

1. T”(\) ha la direzione normale alla curva I'/(s), essendo s lascissa curvilinea [basta ricordare la
relazione fra T (A) e T (s)],

2. il vettore I'V(\) ha modulo costante: |IV(\)| = ¢ [basta ricordare la formula (|F’()\)|2)/ =T'(N)-T"(N)],

3. ascissa curvilinea e parametro A sono legati linearmente: s(A) = ¢(A — Ag), con A9 € I valore di
riferimento per il calcolo della lunghezza [basta ricordare la definizione di s(A)].

Le precedenti considerazioni portano alla seguente definizione alternativa a (5.22): possiamo chiamare geode-
tica una curva sulla superficie per cui le direzioni normali N e I'/(s) alla superficie ed alla curva, rispet-
tivamente, sono le medesime:

(5.24) I(s) // N(us(s),vs(s)) Vsel,

essendo T'4(s) = O(us(s),vs(s)) la parametrizzazione della curva mediante l’ascissa curvilinea. Infatti,
(5.24)= (5.22) poiche s ¢ una fra le parametrizzazioni, mentre il viceversa ¢ il punto 1 delle precedenti
considerazioni.

Una retta (o una parte di essa) contenuta in una superficie (come ad esempio una generatrice di un cono o di
un cilindro) verifica la (5.24), dato che I'/(s) & identicamente nullo: le rette, o parti di esse, eventualmente
contenute su una superficie sono dunque geodetiche.

La lettura geometrica di (5.24), in ogni punto in cui & non nullo il vettore curvatura I'/(s) = Kn, consiste
nella coincidenza delle direzioni normali alla curva ed alla superficie. In generale, la normale alla curva n in
un punto non ha la medesima direzione della normale alla superficie N nel medesimo punto: basti pensare
alla superficie sferica e ad una circonferenza ottenuta intersecando la sfera con un piano che non passa per il
centro della sfera; la normale della curva n € contenuta nel piano, mentre la direzione N normale alla sfera
¢ quella radiale.

Geometricamente, si ha anche la seguente proprieta delle geodetiche, la cui dimostrazione € un buon esercizio.

Geodetiche e binormale : La curva I' ¢ una geodetica della superficie se e solo se la direzione binormale
¢ in ogni punto della curva ortogonale alla direzione normale alla superficie: b - N = 0, ovvero

') AT (A) - B (u(N), v(\) A By (u(N),v(A) =0 Vel

E’ da osservare il carattere intrinseco della precedente proprieta: qualunque parametrizzazione A fa indivi-
duare in IV AT la direzione binormale.
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5.5 Equazioni delle geodetiche

In ogni punto regolare della superficie, in cui (5.21) & un vettore non nullo, la definizione (5.22) equivale a

I"(A) - Bu(u(A), v(A)) =0,
(5.25)
T7()) - O (u()), v(N)) = 0.

Le condizioni scritte sono indipendenti dal parametro A: a tale proposito, si osservi che il parametro A
differisce da quello naturale solo per una costante additiva e una moltiplicativa e vale la proporzionalita

I'(\) = cl(s(N)), I(\) = T (s(\)).
Calcolando la derivata seconda
(5.26) I"(A) = Ouu(t'(N)? + 2000t NV (A) + Ouu(v'(N))? + Oyt (A) + B0 (A)
ed eseguendo i prodotti scalari in (5.25) ricordando le formule (2.14), si ottiene

1Gu> (W2 =0

1
Eu’ + Fv'" + 5Eu(u’)2 + E, /v + (FU -3

(5.27)
1 1
Fu'" + Gv" + (Fu — QE”) ()% + Guu'v' + §GU(UI)2 =0
L’analogia con il primo membro delle equazioni (2.16) & evidente: se consideriamo il moto spontaneo sulla

superficie, ovvero il moto che avviene in assenza di forze (F = 0), le equazioni (2.16) coincidono con le (5.27),
in cui il parametro A ¢ il tempo. Si conclude che

Proprieta 5.1 Le curve geodetiche sono le traiettorie che percorre un punto vincolato su una superficie
liscia nel suo moto spontaneo, ovvero non sottoposto ad alcuna forza.

Si osservi che

(1) la (5.22) consiste nel richiedere che I’accelerazione P(t) sia tutta lungo la normale alla superficie, senza
componenti sul piano tangente,

(i1) la geodetica viene percorsa con velocita in modulo costante: |P(t)| = ¢,

(#i7) tempo e ascissa curvilinea sono proporzionali: s = ct, ponendo to = 0,

1 .
(iv) la Lagrangiana del moto & £ = T = —mP? = iméz; (4.7) implica T' = &, ovvero § costante, che

corrisponde alla medesima informazione del punto (#4i).
Il tempo t e 'ascissa curvilinea s differiscono solo per una costante moltiplicativa: attuando la sostituzione
s = s(t) in (5.22) si ottengono esattamente le (4.5) con forza nulla.
5.6 Geodetiche su una superficie di rotazione

Scriviamo le geodetiche nel caso in cui la superficie sia di rotazione, che supponiamo regolare in ogni punto:
utilizzando la parametrizzazione (1.29) imporremo

(5.28) fPw) >0, fPu)+n%w) >0 Vuel.

Possiamo senz’altro supporre f(u) > 0 per u € I.
Tenendo presenti le (1.31), le equazioni (5.27) si scrivono

2 () + 2 ()l + [ () () + )R ()]’ — () f(a)e'® = 0
(5.29)
)" + 2§ () f' (wu's! = 0

32



che si abbinano alle condizioni iniziali u(Ag) = ug, v(Ag) = vo, u'(Ag) = uf, v'(Ag) = v}.
La seconda equazione in (5.29) equivale a a(f2 (u)v’(X)) = 0, dunque per una geodetica la quantita f2(u)v’

deve rimanere costante:

(5.30) F) v'(N) = f2(uo)vh = c.
Distinguiamo i due casi:

¢ = 0: questo avviene se e solo se v, = 0, per la (5.28); si ha v/(A) = 0, dunque la geodetica ¢ il meridiano
v = vg, passante per (ug, V).

¢ # 0: sitrovav'(X\) = ¢/ f2(u(N)) e si sostituisce nella prima delle (5.29), ricavando un’equazione differenziale
del IT ordine per u(A) con le condizioni iniziali ug e uf. La soluzione u()), unitamente a v(\) ottenuta
da (5.30) permette di scrivere la geodetica T'(A) = (f(u(X))cosv(A), f(u(N))sinv(A), h(u(N))) sulla
superficie di rotazione e passante per (ug,vg).

Chiediamoci se un parallelo per (ug, vg) della superficie puo essere una geodetica: vanno cercate le soluzioni
di (5.29) del tipo u(A\) = ug. Eseguendo il calcolo, si trova la condizione f’(ug) = 0, ovvero la distanza
dall’asse di rotazione deve essere stazionaria. Ad esempio, se si considera la superficie sferica con centro
nell’origine degli assi, ['unico parallelo che & geodetica ¢ I’equatore [coerentemente con il fatto che le geodetiche
di tale superficie sono i cerchi di raggio massimo].

Un criterio utile per comprendere se una curva assegnata sia o no geodetica della superficie di rotazione si
basa sulla seguente considerazione.

Sia O(u,v) la superficie e sia T(A) = O(u(\),v()\)) la geodetica passante per P = I'(\) = O(a, 1), con
U= u(j\), = 11(5\)

1l parallelo per P & parametrizzabile come 'y (p) = O(u,v). L’angolo oz(I:’) che T forma con il parallelo
nella posizione P & tale che (vedi (1.21))

(5.31) cosa = LWV _ F@)w' (\).

Dalla (5.30) si deduce dunque la seguente

Proprieta 5.2 Per una geodetica la quantita f(u)cosa, essendo a l’angolo che essa forma con il parallelo,
é costante:

(5.32) f(u)cosa=c

La proprieta & nota come Teorema di Clairaut. La costante ¢ puo essere calcolata in un qualunque punto
della geodetica.

Esercizio 5.3 Sia R la superficie di rotazione come in (1.30) generata dalla rotazione di un grafico z = h(x),
x>0, con h tale che lim h(zr) = +o0.

z—0+
Dimostrare che ogni geodetica T'(s) = (u(s) cosv(s),u(s) sinv(s), h(u(s))) ha necessariamente una quota di
regressione h, ovvero h(u(s)) < h per ogni s.

L’esercizio precedente mostra che la geodetica non puo avvolgersi attorno all’asse di rotazione all’infinito.

5.7 Funzione Hamiltoniana

Consideriamo la funzione lagrangiana (5.1) e definiamo le seguenti funzioni:

oL o oL .
(5.33) Py = a(u,v,u,v), Dy = %(u,v,u, ).

Le due funzioni p,, p, vengono dette momenti cinetici coniugati alle variabili u e v, rispettivamente.
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Supponiamo che dalle definizioni precedenti sia possibile determinare mediante inversione
(5.34) U= WPy, Pu, U, V), 0 = 0(Py, Do, Uy V).

L’invertibilita e possibile se e solo se la matrice jacobiana

P Opu

ou  0v
Jea,) (Pus Po) =

dpy  Opy

ou  Ov

¢ non singolare, ovvero ha determinante non nullo. Dalla (5.1) si vede che
(5.35) Py = mE(u, )i+ mF(u,v)0, p, =mF(u,v)d+ mG(u,v)v,

dunque J(u,ﬁ)(pu,pv) ¢ la matrice hessiana

o’L 9L

92 0uon mE(u,v) mF(u,v)
J(u,u‘) (puapv) = =

o’L 9L mF(u,v) mG(u,v)

000t 002

che ¢ definita positiva, in particolare non singolare. Pertanto I'inversione (5.34) & attuabile e definiamo la
nuova funzione
(536) H(puapva Uu, U) = puu(puapva u, U) + pvi](puapvy Uu, 'U) - £(ua v, u(puapva u, U)a ij(pmpvy Uu, 'U))

La trasformazione (5.36) con le posizioni (5.34) viene detta trasformata di Legendre di £ e la trasformata
H viene detta funzione hamiltoniana o funzione di Hamilton. Come nella formulazione lagrangiana
si utilizzano le variabili lagrangiane (u,v,4,?), cosl in quella hamiltoniana si adoperano le variabili
hamiltoniane (p,, p,,u,v).
Da (5.35) si trova immediatamente

Dol + Py = 2T (u, v, 1, V).

Tenendo presente la definizione (5.36) e ricordando la che £L =T + U =T — V, si ha la siginificativa

Proprieta 5.3 La funzione Hamiltoniana H (py, py,u,v) coincide con l'energia totale nelle variabili hamil-
toniane

(5'37) H(pu7pv7u7 v) = T(u7 /U) /l'.l/(pu7pv) u? ,U)71.)(pu7pv7u7 v)) + V(u7 U)'

Per scrivere esplicitamente la (5.36) nelle variabili hamiltoniane, si ricavano 4, v in funzione delle p,,, p,:

()0 (2)

mE mF
essendo A = mE mG )
A partire dalla scrittura matriciale di (2.5)
N N ) U
T(u,v,u,v):i( w b)) A(u,v)( i )

si determina dell’energia cinetica T nelle variabili hamiltoniane:

(pu 2o )" [ACw0)])! < Pu ) _

Dby

= e (B ) ()
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(5.38) T(pu,pv,u,v) =



che ha ancora struttura di polinomio omogeneo nelle variabili cinetiche p,, p,. La funzione V & gia espressa
nelle variabili hamiltoniane.

Le equazioni di moto nelle variabili hamiltoniane vengono immediatamente scritte dopo aver dimostrato la
seguente

Proposizione 5.1 Si ha:

o _ ot on_ oc
du  Ou v v’
(5.39)
OH . OH

=u, = 0.
Opu Opy

Dim. Deriviamo la (5.36) rispetto ad u:

OH _ 9w 9y oc ocow oLov _ o
ou  Pou ouT 9y Badu 9bou  ou
in virtu delle (5.33). Derivando la (5.36) rispetto a p, si ha

OH . ou ov oL o oL 0v
e M- L S
Opu Opu

Le altre due formule in (5.39) relative alle derivate rispetto a v e a p, si dimostrano allo stesso modo. OJ
Si ha dunque 'importante

Teorema 5.1 Le equazioni di moto hamiltoniane sono

. 8H< )
pu_ au pu7p’U7u7U7
Lo
pv_ 8U pu7p’U7 ) )

(5.40)

a= 28 u,v)

- 8pu pu}p’l}} ) )
,_oH |
U= B Pus Pv, Uy V).

Le prime due in (5.40) sono le (4.6) riscritte nelle variabili lagrangiane e tenendo presente le prime due in
(5.39):

d(oy_oc 4 on

it \oi) = du ™= " ou

e analogamente per la seconda equazione. Le altre due equazioni in (5.40) sono contenute nelle (5.39).

Si osservi che le due equazioni del secondo ordine lagrangiane (5.1) nelle incognite u(t), v(t) equivalgono alle
quattro equazioni differenziali (5.40) del primo ordine nelle incognite p,,(t), p, (t), u(t), v(t).

Chiamando 7 la matrice quadrata di ordine 4

0 I
I =
I o0

dove 0 e I sono rispettivamente la matrice nulla e la matrice identitd di ordine due, la scrittura di (5.40) &
riconducibile alla notevole forma
x =IVxH(x)

dove X = (pu, Pu, u,v) € R* &1l vettore delle variabili hamiltoniane e V & il gradiente rispetto a tali variabili.
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5.8 Moto di un punto su una superficie: esercizi di riepilogo

Esercizio 5.4 Sia data la curva T'(N) di equazioni parametriche rispetto ad un riferimento ortonormale

cartestano
x = Ael* cos A

y = Ae™ sin A
z = BeM?

con A, B, h costanti reali positive.

(i

(ii

Trovare ’equazione del cono circolare retto sul quale I' si appoggia.
Dimostrare che la curva intercetta le generatrici del cono secondo un angolo costante c.

(#it) Verificare che per h — +oo l'angolo « tende a zero.

)
)
)
(iv) Se un punto materiale viene lasciato libero di muoversi, in assenza di forze, sulla superficie del cono
relativo al quesito (i), pud essere I' una possibile traiettoria?

Esercizio 5.5 Considerare la superficie di rotazione attorno all’asse z di equazioni parametriche O(u,v) =
(ucosv,usinw, f(u)) e le curve sul piano (u,v) u(s) = R, v(s) = s, R > 0 costante e s ascissa curvilinea.

(1) Quali curve si ottengono sulla superficie mediante Uapplicazione O(u(s),v(s))?

(i1) Stabilire se esistono valori di R in modo che s rappresenti la parametrizzazione naturale per la curva

O(u(s), v(s))-

(#it) Per tali valori di R determinare, se esistono, le condizioni sulla funzione f in modo che ©(u(s),v(s))
sia una geodetica della superficie.

Si consideri ora un punto P sulla superficie soggetto alla forza peso e ad una forza elastica (costante k) di
richiamo wverso il punto (0,0, h).

(iv) Scrivere Lagrangiana e Hamiltoniana del sistema.

(v) Dimostrare che se f & crescente non esistono posizioni di equilibrio per il punto a quote z > h, se f ¢é
decrescente non esistono posizioni di equilibrio a quote z < h —mg/k.

(vi) Determinare la struttura della funzione f in modo che ogni posizione del punto P sulla superficie sia
di equilibrio.

Esercizio 5.6 Si consideri un punto P sulla superficie di rotazione di equazioni parametriche x(u,v) =
(ucosv,usinv, f(u)), soggetto alla forza peso e ad una forza elastica (costante k) di richiamo verso il punto
(0,0,h).

(i) Scrivere Lagrangiana del sistema.

(ii) Dimostrare che se f é crescente non esistono posizioni di equilibrio per il punto a quote z > h, se f ¢
decrescente non esistono posizioni di equilibrio a quote z < h —mg/k.

(#it) Determinare la struttura della funzione f in modo che ogni posizione del punto P sulla superficie sia
di equilibrio.

Esercizio 5.7 In un sistema di riferimento ortogonale di origine O e assi x,y,z, con z asse verticale, si

consideri la superficie di rotazione ottenuta ruotando il grafico della curva z = f(x), y = 0 attorno all’asse

z.

La funzione f ¢ definita per ogni x > 0 ed ¢ tale che lim f = 400, hrf f=0, f'(x) <0, f" > 0 per ogni
xr—r+00

z—0t
x> 0.
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(i) Dopo aver introdotto la parametrizzazione ©(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)), stabilire se la curva T'(\) =
O(u(N),v(N)) & una geodetica della superficie, con u(X) = 1/, v(A\) = A, A > 1 m.b.: non é necessario
alcun calcolo di direzioni normali/.

Sia ora P un punto materiale di massa m vincolato in modo liscio sulla superficie e sottoposto, oltre che alla
forza peso, ad una forza elastica (costante k > 0) di richiamo verso il punto O.

(#4) Scrivere la Lagrangiana del sistema.
(#i7) Scrivere le equazioni di moto e individuare due integrali primi.
Si consideri nei prossimi tre quesiti il valore iniziale ©(0) = 0.
(iv) Verificare che il moto avviene su un meridiano della superficie.
(v) Verificare che esiste un’unica configurazione di equilibrio e deciderne il carattere stabile o instabile.

(vi) Stabilire se i moti del sistema sono limitati o illimitati.

)
(vit) Nel caso generico v(0) # 0, verificare che l'equazione di moto per u (ovvero quella contenente il termine
u) pud essere scritta in modo che non contenga v e le sue derivate.

item/[(viii)] Stabilire se esistono f (con le proprieta sopra indicate) e dati iniziali u(0) = ug, v(0) = vg,
4(0) =0, ©(0) = 99 # 0 in modo che il moto rimanga sul parallelo u = ug.

Esercizio 5.8 In un sistema di riferimento ortogonale (z,y, z) si consideri la superficie di rotazione ottenuta
ruotando il grafico della funzione x = ze™* attorno all’asse z, con z > 0.

(i) Trovare una parametrizzazione della superficie x(u,v) con uw = z e v angolo di rotazione, calcolato a
partire dall’asse x.

Considerare la curva di intersezione fra la superficie e il piano z =k, con k costante positiva.
(#3) Calcolare ascissa curvilinea e versori t, n, b della curva.
(#i1) Stabilire se esistono valori di k per cui la curva sia una geodetica della superficie.

Sia ora P un punto vincolato in modo liscio sulla superficie e sottoposto ad una forza elastica (costante )
di attrazione verso il punto (0,0,h), h > 0 (la forza peso é trascurabile).

(iv) Scrivere la Lagrangiana del sistema, le equazioni di moto e individuare un integrale primo distinto
dall’energia totale.

(v) Stabilire se esistono valori di h per cui la traiettoria del punto P corrisponda alla geodetica calcolata
al punto (iit). In caso affermativo, con quale velocita viene percorsa la geodetica dal punto?

Esercizio 5.9 In un sistema di riferimento di origine O e assi x,y,z si consideri la circonferenza di
equazioni parametriche (a + Rcosu, 0, Rsinu), u € [0,27), con a e R costanti positive, a > R.

(1) Scrivere le equazioni parametriche della superficie ©(u,v) che si ottiene ruotando la circonferenza
attorno all’asse z, utilizzando come parametri l’angolo u e l’angolo v di rotazione attorno a z, in
modo che v =0 corrisponda alla circonferenza data. Calcolare inoltre i coefficienti della prima forma
fondamentale della superficie.

(i1) Si consideri sulla superficie la curva T' definita da v = yu con ~y costante positiva.

Dopo aver calcolato il versore tangente ai paralleli della superficie di rotazione, si verifichi la formula

v(a+ Rcosu)

CoOs&x = |1"/|

dove « € l’angolo che la curva T' forma con i paralleli della superficie.

Dedurre che la curva non puo essere una geodetica della superficie. Cosa avviene per v = 07?
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Si consideri ora un punto P di massa m vincolato sulla superficie di rotazione e soggetto ad una forza elastica
(costante k) che lo richiama verso lorigine degli assi.

(#it) Determinare le posizioni di equilibrio del sistema e discutere la stabilitd.
(iv) Scrivere la Lagrangiana del sistema e le equazioni di moto.
(v

(vi) Mostrare che per v(0) = 0 il moto avviene su un meridiano, mentre per ©(0) # 0 il punto non inverte
mai il verso di rotazione intorno all’asse z.

)
)

Individuare due integrali primi del moto.

(vii) Utilizzare gli integrali primi per scrivere un’equazione differenziale nella sola u(t).

(viii) Verificare che energia potenziale dell’equazione di moto scritta, se interpretata come moto unidimen-

C
m + Cycosu, dove C1 e Cy sono due costanti da determinare in

base alle condizioni iniziali u(0) = ug, v(0) = vg, w(0) = g, ¥(0) = ¥g.

sionale, ¢ pari a V(u) =

Esercizio 5.10 Si consideri rispetto ad un sistema di riferimento ortogonale con assi (x,y,z) e origine O
la curva T di equazioni parametriche (e~*(u® + au + b),0,u), con u € R e a, b costanti.
Sia @ la superficie che si ottiene ruotando la curva data attorno all’asse z.

(i) Scrivere le equazioni parametriche ©(u,v) della superficie, dove v ¢ l’angolo di rotazione della curva.

(ii) Determinare i valori di a e b in modo che la curve che si ottengono intersecando © con i piani z =0,
z =1 siano entrambe geodetiche e tracciare qualitativamente la curva T' sostituendo i valori trovati per
a eb.

Facoltativo: Determinare la geodetica che congiunge i punti (—1,0,0), (—3e~1,0,1).

Se si ¢ saltato il punto (ii), porre a =b = 1.

Si consideri ora un punto materiale P di massa m vincolato in modo liscio sulla superficie ©. Il punto é
soggetto alla forza peso (l'asse z & diretto come la verticale ascendente) e ad una forza elastica di costante k
che richiama P verso la sua proiezione ortogonale sull’asse z.

(#i1) Scrivere la Lagrangiana del sistema.

(iv) Dimostrare che esiste almeno un parallelo uw = u della superficie i cui punti sono tutte posizioni di
equilibrio del sistema. Sono posizioni stabili o instabili?

Facoltativo: Stabilire come varia la posizione del parallelo w = @ sulla superficie in funzione del parametro

mg/k.
(v) Osservare che la Lagrangiana ha una variabile ciclica e utilizzare questa informazione per mostrare
che il moto corrispondente alla condizioni iniziali (P(0) — O) = (1,0,0), v(0) = (0,0,c) avviene

sicuramente sulla curva I' di partenza, qualunque sia o € R.

(vi) Verificare che, qualunque sia «, il moto suddetto é sicuramente confinato fra due quote h_(«), hy(«)
(non é richiesto il calcolo delle quote).

Esercizio 5.11 Si consideri la superficie x(u,v) parametrizzata nel modo sequente

x(u,v) = ucosv
y(u,v) = ug(v)
2(u,v) = f(v)

conu €R, ve (—n/2,7/2), f eg funzioni regolari tali che f(0) =0, f'(0) >0, g(0) =0, ¢’(0) > 0.
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(i) Determinare le funzioni f(v) e g(v) in modo che i coefficienti della prima forma fondamentale veri-

fichino F =0, G =14 u2.

(ii) Stabilire se le linee coordinate T'y(ug,v) con ug costante reale positiva sono geodetiche della superficie,

con f e g definite come in (7).

Facoltativo: verificare che le linee coordinate T'1(u,vo) con vy € (—m/2,7/2) costante sono geodetiche
della superficie.

Si consideri ora un punto materiale P di massa m vincolato in modo liscio sulla superficie e soggetto uni-
camente ad una forza elastica di richiamo verso il punto P’, corrispondente alla proiezione ortogonale di P
sull’asse z.

(#91) Scrivere la Lagrangiana e ’Hamiltoniana del sistema.

(iv) Trovare due integrali primi del moto.

(v) Scrivere le equazioni di moto e mostrare che é possibile ridurre una delle due equazioni ad un’equazione

differenziale nella sola incognita u(t). In particolare, mostrare che per v(0) = 0 il punto P compie
oscillaziont armoniche su un segmento di retta e determinarne la frequenza.

(vi) Trovare la velocita iniziale 1(0), v(0) in modo che la traiettoria del punto coincida con la linea coor-

dinata T'a(up,v), a partire dalla posizione iniziale u(0) = ug # 0, v(0) = vy. Con quale velocitd v(t)
viene percorsa tale traiettoria?

Esercizio 5.12 Fissato un sistema di riferimento ortogonale (x,y,z) di origine O, si consideri un punto
materiale P di massa m vincolato sulla superficie cilindrica > + y?> = R%, R costante positiva.

Sul punto agisce unicamente la forza F = —mawpi A [2v + woi A X], dove wy é una costante positiva, x =
i+ yj + zk ¢ il vettore posizione, v il vettore velocita.

(i)

(i)

Stabilire le dimensioni della costante wy.

Utilizzare come coordinate lagrangiane le coordinate cilindriche (p,z), in modo che x = Rcospi +

0 17
Rsin pj + zk e verificare che le componenti lagrangiane Fy , = F - —X, Fy,=F- X della forza F

dyp

0z

s0mo
Fy , = mRcos o(wi Rsin ¢ + 2w 2), Fy, = m(wiz — 2wy R cos o).

Porre U(p, z,2) = a(p)z + B(p, 2) e determinare le funzioni o e B in modo che risulti

ou ou d <8U>

=19,z

9, “Tee 5~ wm\ e

Calcolare lenergia cinetica T' del punto P e, definendo L =T + U, scrivere le equazioni di moto del
sistema.

Verificare che la quantita I =T — B € un integrale primo del moto.

dT
[Suggerimento: partire dall’espressione o= F - v, oppure calcolare dI/dt e mostrare che vale zero,

utilizzando le equazioni di moto. ]

Facoltativo: la quantita T — U é un integrale primo del moto?

(vi)

Determinare la funzione Hamiltoniana del sistema e confrontarla con I.

Esercizio 5.13 Si consideri un punto materiale P di massa m vincolato sulla superficie di un cilindro
circolare retto di raggio R e con asse verticale. Sul punto agisce, oltre alla forza peso, una forza elastica
(costante k) di richiamo verso un punto O dell’asse cilindrico. Fissato un sistema di riferimento con l'origine

in O

e con l'asse z coincidente con quello del cilindro, si scelgano come coordinate lagrangiane l’angolo ¥

che il raggio passante per P forma con l'asse x e la quota di P.
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(i) Studiare le configurazioni di equilibrio, discutendone la stabilita.

(i4) Scrivere Lagrangiana e Hamiltoniana del sistema.

oL L
(iii) Provare che le due quantita I = py e Iy = (kz +mg)? + kp?, con py = 5 ep: = 5- sono costanti
Z
del moto.

(iv) Trovare le condizioni per cui il moto del punto risulti oscillatorio lungo una generatrice del cilindro.

(v) Fissato ¥ costante, linearizzare il moto mediante le piccole oscillazioni attorno alle configurazioni di
equilibrio stabile.

Esercizio 5.14 Sia © una superficie regolare parametrizzata da x(u,v), (u,v) € U CR? e T una curva di
equazioni T'(X) = O(u(N),v(N)), Ae I CR.

(i) Che significato geometrico hanno i vettori B(A) = x'(A\) Ax"”(\) e N(u,v) = g—e A 88—9 ? Mostrare che
u v
I' ¢ una geodetica di X2 se e solo se

(5.41) B(\) - N(u()),v(\) =0 YAel

Si consideri ora come O la superficie di equazioni O(u,v) = (u,v,p(v)e?), (u,v) € R2, con ¢ funzione
regolare su tutto R e come I'(A\) la curva di equazioni T'(X) = O(u(X),v(N)), con u(A) = aX, v(A) = BA,
A €R, a e costanti assegnate, a # 0.

(1) Si caleolino i vettori B(A), N(u,v) e si applichi la (5.41) per stabilire come scegliere ¢ in modo che
['(\) sia una geodetica di © passante per il punto Py = (0,0,1) e tale che T (\) non sia identicamente
nullo.

Sia ora P un punto di massa m vincolato in modo liscio sulla superficie ottenuta nel quesito (ii) e non
soggetto ad alcuna forza.

(#i1) Scrivere la Lagrangiana L del sistema.

(iv) Determinare una trasformazione lineare n = au + bv, ¢ = cu + dv in modo che la variabile n risulti
ciclica per la Lagrangiana L nelle nuove variabili.

(v) Scrivere il corrispondente integrale primo I del moto e calcolarne il valore costante lungo la geodetica
Ir.

(vi) Utilizzando Uintegrale dell’energia, scrivere l'equazione differenziale per la funzione A(t), legge oraria
del parametro X per il moto di P sulla geodetica I'.

(vii) Studiare qualitativamente il moto di P se é posto inizialmente in Py = (0,0,1) a velocita v(0) =
(o, B,av?), essendo v* = 1+ (B/a)?, tracciando il grafico di A(t), t > 0.
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6 Sistemi vincolati

Il moto di un punto materiale su una curva o su una superficie fa parte dello studio dei sistemi vincolati,
ovvero sistemi di uno o piu punti soggetti a limitazioni di tipo geometrico o cinematico.
Il problema viene formalizzato considerando N punti Py, ..., Py nello spazio affine ¥ sottoposti ad uno o
piu vincoli, ovvero restrizioni sulle posizioni e sulle velocita. Un vincolo & rappresentabile mediante una
relazione del tipo . )

f(P,...PN,Py,...,Pn,t) =0,

dove
F i3V XV xR — R, SV=Yx---x%, VW=Vgx-xVs.
—_——— —— ———

N N

11 vincolo si dice
geometrico se non dipende dalle velocita,
cinematico se dipende da una o piu velocita.

Prenderemo in considerazione solamente il caso in cui le restrizioni siano tutte geometriche, ovvero sistemi
di N punti soggetti alle m limitazioni

fl(le"vPN»t):Oa

fm(P1,...,PN,t) =0

I sistemi vincolati di tipo (6.1) con tutti i vincoli di tipo geometrico o, come si dice, intero (nel senso non
differenziato), vengono detti sistemi olonomi [6\os: intero, véuos: legge]. 1 sistemi non olonomi, in cui
sono presenti vincoli sulle velocita, oppure vincoli unilateri (ovvero con < 0 anziché = 0, ...) sono detti
genericamente anolonomi.

Esempio di sistema anolonomo: Si considerino due punti P; e P> su un piano II vincolati in modo che la
velocita del punto medio M del segmento P; P, abbia velocita parallela alla congiungente P; — P,. Per
esercizio (facoltativo), si scrivano le condizioni vincolari (appartenenza al piano, parallelismo M //P;, —
Py). 1l sistema ¢ un modello per il pattino, oppure per lo sci che non derapa.

Il vincolo intero f; si dice

fisso se non dipende esplicitamente dal tempo: f;(Py,..., Py) =0,
mobile se dipende esplicitamente dal tempo: f;(Py, ..., Py,t) =0.
Il sistema vincolato (6.1) si dice

scleronomo [okAnpds: rigido] se tutti i vincoli f1, ..., fm, sono fissi,
reonomo [pew: scorrere] se almeno un vincolo & mobile.

La situazione m > 3N conduce generalmente ad un problema di statica o di iperstatica, in cui la configu-
razione del sistema ¢ di fatto determinata dai vincoli. Escludiamo volutamente questa circostanza e poniamo
da ora in poi l'ipotesi

(6.2) m < 3N,

in base alla quale il sistema si dice labile.
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Una volta stabilito un sistema di riferimento, la scrittura dei vincoli (6.1) si traduce in relazioni fra le
coordinate dei punti: la scrittura cartesiana di (6.1) consiste in

fizi,y1, 21, N, YN, 2N, ) = 0,

(6.3) fi iU;CRN xR — R, i=1,...,m.
fn@1, 91,21, TN, YN, 2N, 1) = 0

Consideriamo alcuni esempi di sistemi olonomi.

F1. Un punto a distanza costante R > 0 da un punto fisso O € ¥ : si ha N =1, m =1 e il vincolo
¢ fi(P1) = |PL — O] — R = 0 [vincolo fisso]; scelto il sistema cartesiano ortogonale {O, (i,j, k)}, la
scrittura cartesiana del vincolo & (considerando in modo equivalente i quadrati) 23 + 4% + 27 — R = 0,
con P — O = x1i+ y1j + 21k; se viene scelto invece un sistema di coordinate sferiche centrato in O, la
scrittura del vincolo ¢ o — R = 0, con P, — O = ge,. 1l sistema ¢ scleronomo e realizza il pendolo
sferico.

E2. Un punto a distanza R > 0 da un punto fisso O € ¥ e vincolato su un piano II per O : siha
N =1, m =2 e al vincolo f1(P1) = |P1 — O| — R = 0 si deve aggiungere fo(P1) = (PL—0)-e =0,
essendo e un versore ortogonale a II. Il sistema ¢ scleronomo e, se il piano ¢ verticale, realizza il pen-
dolo semplice, studiato a suo tempo assegnando direttamente la curva (circonferenza verticale) sulla
quale & costretto il punto. Scrittura cartesiana dei vincoli: sia O V'origine del sistema di riferimento, i,
k versori ortogonali su Il e j = k Ai (dunque j = +e); si ha 22 + y? + 22 — R2 =0, y; = 0.

E3. Due punti la cui distanza reciproca &€ R >0 : siha N =2, m =1, con fi1(P1,P) = |P, — Ps| —
R = 0 [vincolo fisso|; scrittura cartesiana: (z1 —x2)? + (y1 —y2)> + (21 — 22)2 — R* =0, con P, — O =
i+ yij + zk, 1 = 1,2 e O fissato in X; scrittura in coordinate sferiche: si puo scegliere, ad esempio,
Porigine del sistema in P; e scrivere p — R = 0, essendo g = |P; — P»|. 1l sistema ¢ scleronomao.

E4. Due punti la cui distanza reciproca R(t) > 0 & variabile nel tempo : si ha N =2, m =1, con
fi(Py, Py,t) = |P, — Py| — R(t) = 0 [vincolo mobile]; scrittura cartesiana: (z; — 22)? + (y1 — y2)% +
(21 — 22)%2 — R%(t) = 0, con P; — O = ;i + y;j + 2k, i = 1,2 e O fissato in X; scrittura in coordinate
sferiche: o — R(t) = 0, essendo ¢ = |P; — P»|. Il sistema ¢ reonomo.

Esercizio 6.1 Scrivere le equazioni vincolari (6.1) per il sistema di tre punti Py, Py e Ps vincolati in modo
che

1. i tre punti stiano su un piano verticale 11,
Py appartenga alla retta orizzontale r € 11 passante per O, punto fissato su 11,

Py abbia distanza costante R da P,

L

Ps sia equidistante da Py e Ps.

Decidere se il sistema € scleronomo o reonomo. Fissare infine un sistema di riferimento cartesiano e scrivere
le equazioni cartesiane (6.3) dei vincoli nelle coordinate (x;,y;,2;) di Py, i =1,2,3.

Svolgimento. Sia e un versore ortogonale a II; il gruppo 1 di condizioni ¢ formulato da
fi=P1-0)-e=0, fo=(P2-0)-e=0, f3=(P—0) e=0.

Chiamando poi i il versore di r (con verso scelto a piacere), la condizione 2 & realizzata da f; unitamente
a
fa=(P1—0)-eni=0.

Infine, 3 e 4 sono rispettivamente

fs=|Po—=Pi|-R=0, fo =|Ps — Pi| — |P3 — P,| = 0.
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Il sistema e scleronomo, con N = 3, m = 5.
Il sistema di riferimento viene scelto in base alla convenienza ed alla semplicita di scrittura delle
equazioni vincolari: si puo scegliere ad esempio il sistema cartesiano con

lorigine del sistema di riferimento nel punto O,

I’asse delle x sulla retta r,

I’asse delle z come retta verticale per O, con verso positivo verso l'alto,

lasse delle y in modo che la terna dei versori degli assi sia levogira [il versore e, a seconda del

verso scelto & £j].

Chiamando (x;,y;7) le coordinate dei tre punti, ¢ = 1,2,3, la scrittura cartesiana delle equazioni
vincolari consiste nelle sei equazioni

y1 =10

Y = condizione 1

y3 =10

z1=0 condizione 2
(r1 —22)% + (11 —y2)? + (21 — 22)> — R? = condizione 3

(r3—21)? 4+ (y3 —y1)% + (23 — 21)% — (23 — 22)% + (y3 — y2)? + (23 — 22)2 = 0 condizione 4
con U = RS,
Tornando alla scrittura (6.1), definiamo il punto
(6.4) P=(P,...,Py) € VN =Y x---x %
N

punto rappresentativo delle configurazioni del sistema.
Le restrizioni vincolari (6.1) equivalgono al luogo degli zeri di un’unica funzione F : U x R — R™, con
U= (1 U; €%V, supponendo U # 0, cosi definita:

1<js<m
(6.5) F(P,t) = (fi(P,t),..., fm(P,t)) €eR™, PecUCXV,
Chiamiamo ad ogni istante fissato ¢t I'insieme in LV
(6.6) St)={PcU|FPt)=0}CxV

spazio delle configurazioni all’istante ¢.

Ad esempio, per il sistema E1 lo spazio delle configurazioni ¢ I'insieme dei punti distanti R da O, ovvero la
superficie sferica in % di centro O e raggio R.

Per il sistema E2 lo spazio delle configurazioni ¢ in 2, spazio affine di dimensione 6; possiamo immaginare
S fissando un punto P; € ¥ e tutti i punti P> a distanza R.

6.1 Coordinate lagrangiane

Le restrizioni di tipo geometrico comportano una diminuzione del numero di parametri indispensabili ad
inviduare una configurazione del sistema: andiamo ora a formalizzare questo concetto.

Supponiamo di aver fissato un riferimento cartesiano {O, (i,j, k)} rispetto al quale P; — O = z;i + y;j + z:k,
i=1,...,N e partiamo dalla scrittura cartesiana (6.3) di (6.1).

Il punto rappresentativo (6.4) viene individuato dal vettore di 3N numeri reali

(6.7) X = (21,91, 21, - -» TN, YN, ZN) e R3Y,
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La scrittura compatta di (6.3) (analoga a (6.5)) ¢

(6.8) F(X,t)=0=(0,...,0), XeUCcCR¥W
———
con . . . A . .
F(X,t)=(fi(X,t),..., fm(X,t)): U xR — R™, = N U,
1<i<m
doveciascunafi:UixR%R,izl,...,m.

Ad ogni istante ¢, lo spazio delle configurazioni (6.6) viene identificato con I'insieme delle 3N—uple
(6.9) S(t)={X eU|F(X,t) =0} CR?N,

Fissato un istante ¢ € R e X, € S(t), gli m vincoli (6.3) si dicono indipendenti nel punto di coordinate X
se la matrice

ofi  0f  0h oh  of  0f

8{E1 6y1 821 6ch 6yN (9ZN
(6.10)

Ofm  Ofm  Ofm Ofm  Ofm  Ofm

Oxy Oy Oz 7 dxy Oyny Ozn

dove le derivate parziali vanno calcolate per X = Xo, ha rango massimo, ovvero m (vedi (6.2)) [un modo
compatto per scrivere la matrice (6.10) ¢ Jx F(Xy,t), indicando cosi la matrice jacobiana della funzione F

rispetto alle variabili X = (z1,...,2n) e calcolata per X = Xj].
In ciascuna delle righe della matrice (6.10) riconosciamo il gradiente in coordinate cartesiane della
funzione f;, i =1,...,m rispetto alle 3N variabili X = (x1,...,2n):

afl? afl? afl? MR 8fl Y afz ) afl :VXfl(X7t)€R3N7 Z:]‘3'7m

8371 8y1 82’1 8.’17]\] ayN 821\[

Dunque, la condizione di indipendenza rango = m equivale alla condizione di tipo geometrico
(6.11) i vettori Vx fi(Xo,t),...,Vxfm(Xo,t) sono m wvettori linearmente indipendenti di RV,
Ad esempio, per il sistema E1 la matrice (6.10) ¢ la matrice 1 x 3

( 21 2y1 2z )

che ha rango massimo = 1, dato che x% + y? + 2§ # 0 su S. Lo spazio delle configurazioni (6.9) consiste nella
superficie sferica di centro O e raggio R.
Per il sistema E2 invece si ha la matrice 2 x 3

2.131 2y1 22’1
0 1 0

di rango massimo = 2, per la medesima ragione dell’esempio precedente. Lo spazio delle configurazioni (6.9)
e la circonferenza di raggio R, centro O sul piano z = 0.

Esercizio 6.2 Per ognuno dei sistemi E3, E4 e quello dell’Esercizio 6.1 si determini
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(i) la funzione ' di (6.8) e il dominio U,
(i) lo spazio delle configurazioni S di (6.9),

(#it) la matrice (6.10) [per E4 si tenga conto che t & fissato e non interviene nelle derivazioni], discutendone
il rango.

Un esempio di vincoli dipendenti & il seguente (d indica la distanza):

E5. Un punto Py, d(Py,r) = R >0, P; €Il dove r e II sono rispettivamente una retta ed un piano affine
fissati in X tali che d(r,II) = R.

Rispetto ad un sistema di riferimento cartesiano in cui r € 'asse z e II il piano x = R, le equazioni
vincolari (6.3) si scrivono
2 2 2 _
7 + Y1 — R = O,
X1 — R=0

[per esercizio si scrivano le equazioni vincolari affini (6.1)]. La matrice (6.10) &

2561 2y1 0
1 0 0
Geometricamente i vincoli confinano il punto all’intersezione del cilindro circolare retto di asse r e al

piano tangente al cilindro passante per (R,0,0), dunque lo spazio delle configurazioni S ¢ formato dai
punti della retta © = R, y = 0 [retta parallela a r passante per (R,0,0)]. Su S dunque la matrice 2 x 2

vale
2R 0 0
1 00
che ha rango 1. In linea con la condizione (6.11), le due righe della matrice sono i vettori gradienti per-

pendicolari alla superficie del cilindro ed al piano, rispettivamente: lungo la retta S sono evidentemente
paralleli, dunque dipendenti.

A proposito dell’ultima osservazione, si noti che 'assegnazione della superficie come insieme di livello (1.25)
corrisponde ad un vincolo geometrico e fisso per un punto P: I'insieme @ ¢ lo spazio delle configurazioni.
L’ipotesi di regolarita (1.26) in un punto & esattamente U'ipotesi di indipendenza (6.11) del vincolo nel
medesimo punto.

La regolarita (1.26) offre la possibilita di applicare il Teorema della funzione implicita e di parametrizzare
localmente l'insieme (1.25) come si ¢ fatto in (1.27): la procedura viene ora rivisitata seguendo l'ottica delle
coordinate lagrangiane.

Caso m =1, N = 1. E’ il caso di un punto vincolato su una superficie di R3 assegnata in modo implicito.
Il Teorema della funzione implicita va applicato come segue [rispetto a (6.8), (6.9) omettiamo ~ in F,
U e S, per semplicita]

Proposizione 6.1 Sia f: U CR3 — R e (x0,y0,20) € U, U aperto tali che
(i) f ¢ almeno C*(U),

(7/@) ($0>y0a20) €S= {(377%2') € Rg | f(xayaz) = 0}7

(”Z) Vf(xmyoa ZO) # 0.

Allora esistono due aperti V.C R%2, W C R3, (x0,90,20) € W e una funzione
X(u,v):V - Wg=WnS
tali che:
(i) X eCH(V),
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(i1) X é una bijezione V < Ws.

In altri termini, se il vincolo f(z,y,z) = 0 ¢ indipendente (vedi (6.10) in una posizione dello spazio
delle configurazioni individuata dalle coordinate (zq, yo, 20), allora & possibile determinare localmente
due coordinate (u,v), dette coordinate lagrangiane o parametri lagrangiani, mediante le quali
attorno a (xo, Yo, 20) lo spazio delle configurazioni S ¢ parametrizzabile mediante la funzione X (u, v):

x = z(u,v)
(6.12) X(u,v) =< y= y((u, 1);

per (u,v) € V aperto di R

Si osservi che:

1. nella versione, per cosi dire, cartesiana, probabilmente piu familiare dal Corso di Analisi, si assume

ad esempio g—i # 0 e si ricava z = z(x,y): ¢ un caso particolare, in cui x e y sono le coordinate
lagrangiane;

2. al posto delle tre coordinate (x,y, z), non libere ma costrette a rispettare la condizione vincolare,
si sostituiscono le coordinate (u,v) libere nell’aperto V.

Dato che f(X(u,v)) = f(z(u,v),y(u,v),z(u,v) = 0 per ogni (u,v) € V, si ha, derivando rispetto

aueuv:

of ox Ofoy Of 0z Ofdx  O0f0y  Of 0z _

8$8u+8y8u+828u70’ 8$8v+8y81}+8zc%70
0, piu sinteticamente,
(6.13) Vf X,=0, Vf-X,=0
dove

[0z Oy 0z [0z Oy Oz

(614) X'U«(uﬂv) - <8u’(’)u’ 8’U,> ) XU(U,U) - (8’1}7 81}’ 8’[}) .

3. L’eventuale presenza del tempo nel vincolo f(z,y,z,t) = 0 (vincolo mobile) non altera af-
fatto le conclusioni: si applica il Teorema ad ogni istante ¢ fissato, richiedendo la regolarita
V f(zo, Yo, 20,t) # 0 [il gradiente & calcolato rispetto alle variabili x, y e z, per ogni ¢ fissato]; si
ha V=V (t), S(t) = {(x,y,2) € R? | f(z,y,2,t) =0,t fissato}, e la (6.12) ¢ del tipo

z(u,v,t)
y(u,v,t) (u,v) € V(¢t)
z(u,v,t)

x
(6.15) X(u,v,t) =<y
z

Le (6.13) sono identiche, dato che le derivate riguardano solo u ¢ v.

Consideriamo il seguente esempio.

E6. Un punto P a distanza R(f) > 0 da una retta r: la scrittura (6.1) ¢ |f(P,t) = [(PL — O) Ae| —
R(t) = 0, dove O & un qualunque punto di 7 e e un versore parallelo a r. Si fissa un sistema di
riferimento in cui 7 & l'asse 2: la scrittura cartesiana del vincolo & 2% + y? — R%(t) = 0. La matrice
(6.10) ¢ ( 2z 2y 0 ) eil rango ¢ 1 in ogni istante in cui R(¢) > 0. Lo spazio delle configurazioni
S(t) ¢ la superficie del cilindro di asse r e direttrice la circonferenza di raggio R(t) sul piano z = 0:
il cilindro ¢ dunque mobile nel tempo. Una possibile scelta delle due coordinate lagrangiane consiste
nelle coordinate di tipo cartesiano:

r=u r=u

I y = /R2(t) — u2 IT y=—/R2(t) —u?
z=w z=w

x = +/R2(t) — u? x = —+/R2(t) — u?
117 y=u 1V y=1u
z=w z=w
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dove (u,v) € V(t) = (—R(t),R(t)) x R ['uso di I, II, III oppure IV dipende dalla posizione di

(20, Yo, 20) in S(t)]. Riguardo a (6.14), si ha

u

Xu(u7v7t) = ]‘777
R2(t) — 2

0) ,  Xu(u,v,t) =(0,0,1)

per I, in modo analogo per le altre tre.

Decisamente pili conveniente e 1'utilizzo delle coordinate cilindriche come parametri lagrangiani:

x = R(t) cosv x = —R(t)cosv
(6.16) I y=R(t)sinv II y = R(t)sinv
z=u z=u

con (u,v) € V(t) =R x (—m, 7). La (6.14) per la I &
Xu(u,v,t) = R(t)(—sinwv,cosv,0) X,(u,v,t) =(0,0,1)
e analogamente per la I1].

Caso m > 1, N > 1 oppure m > 1, N > 1. E’ il caso generale di uno o pit punti vincolati come in (6.8).
La Proposizione 6.1 viene generalizzata come segue [anche qui, rispetto a (6.8), (6.9) omettiamo " in
F, U e S, per semplicita).

Proposizione 6.2 Sia F: U C R3¥ — R™
F(X):(fl(X)’7fm(X))’ m<3Na X:(xlvylazla-"axN7yNazN)a U aperto

e Xog € U tali che

(i) F ¢ almeno C*(U),

(ii) Xo € S={X e R*N;| F(X) =0},
(#4i) la matrice (6.10) JxF(Xg) caleolata per X = Xg € di rango m.
Allora esistono due aperti K CRY, con £ =3N —m, W CR3N, Xg € W e una funzione

X(qg1y.-hq0): K - Ws=WnS

tali che:

(i) X ¢ CH(K),

(11) X é una bijezione K + Ws.
In Geometria I'insieme F(X) = 0 viene detto sottovarieta regolare in R*Y di dimensione ¢: & un
esempio di varieta differenziabile, ovvero (detto in modo molto semplice) di insieme che localmente
¢ isomorfo in modo differenziabile (diffeomorfo) ad un aperto di R¢. Una ¢-upla (g1, ..., q) individua

un unico punto in Wg, spazio delle configurazioni attorno alla posizione prescelta; viceversa, una
configurazione in Wg & ricondotta ad un’unica f—upla in K.

In Meccanica, il risultato e fondamentale per lo studio dei sistemi vincolati: lo spazio delle configurazioni
di un sistema di N punti con m vincoli indipendenti in X, viene parametrizzato localmente dalle
{ = 3N — m coordinate lagrangiane attorno a Xjy:

T = $1(Q1,---7(12)
y1=yi(q, -, q)
21 :Zl(Q1,-~-7QZ)

(6.17) X(q1,.-,q0) = (q1,-..,q) € K CR"
$N=$N(Q17~-~,QZ)
yN:yN(91a---7Q1?)
ZN:ZN(Q17~-~>(]Z)
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Il numero ¢, che corrisponde al numero di coordinate totali 3/V a cui si toglie un’unita per ogni vincolo
indipendente, viene detto numero dei gradi di liberta del sistema.

Le osservazioni che seguono la (6.12) sono le medesime:
1. nella versione cartesiana si conclude che esistono £ = 3N —m coordinate fra le X in funzione delle

quali si possono esprimere le rimanenti m: il gruppo delle variabili indipendenti dipende dalla
posizione del minore non singolare di ordine m in (6.10).

2. Alle 3N coordinate cartesiane, sottoposte alle limitazioni vincolari, si sostituiscono le ¢ coordi-
nate lagrangiane qq, ..., g/ libere nell’aperto K. Dalle identita

f1(X(q1,-.-,q)) =0, Jm(X(q1,---,q0)) =0 V(q,...,q) €K

si determina, derivando ciascuna funzione f, ..., f,, rispetto a ciascuna delle variabili ¢1, . .., gg:
8f1 61‘1 (9f1 BZN 6f1 6371 8f1 821\]
SR PN L 2 SN
e 0q1 | Oen Op do: Dge | Oan Oar
O fm 0x1 Ofm Ox O fm Ox1 Ofm Ox
4 == =0, ... ... St =
0x1 Oqu Tt Ox Oq ’ Ox1 Oqp Tt Ox Oqq

0, piu sinteticamente,
(6.18) Vxfi-Xq =0, Vi=1....,m, i=1,...¢

dove Vx f; indica il gradiente rispetto alle 3N variabili cartesiane e, analogamente a (6.14),

31'1 821\/ 3N .
1 X, = R =1,...,¢
(6 9) qi (8% ) ) 8(11 > € 9 ? ) )

3. La situazione pil generale (6.8) di (vincoli mobili) va trattata nel medesimo modo: la Propo-
sizione 6.2 viene applicata ad ogni istante ¢ in cui la matrice (6.10) ha rango massimo; si ha
K=K(@) CR! S(t)={X e RN | f(X,t) =0, t fissato}, e la (6.17) & del tipo

T = 171((]1,---a(J€at)
Y1 =y1(q1,-- -, qe, 1)
21 = Zl(qlv"'aqeat)

(6.20) X(q1,--,qe,t) =
rN =2N(q1, .-, qe,t)
ynv =yn(qL, .-, qet)
ZN = ZN(qlu"'7q€7t)
Le (6.18) rimangono identiche, dato che le derivate riguardano solo le variabili lagrangiane ¢1, ..., gs.

6.2 Spazio normale, spazio tangente

Partiamo dal caso m = 1, N =1 con P vincolato da f(P,t) = 0. Sia il vincolo indipendente in Py € S(t)
per un ¢ fissato e si consideri I'insieme dei vettori applicati in P,

(6.21) Np, () = {(Py,u) |u € Vg, u=AVf(Po,t), A€ R} CS(t) x V.
La scrittura in coordinate cartesiane (vedi (6.9)) dello spazio normale &

(6.22) Ny, (1) = {(x0,%) | x € R, u= AV f(x0,t), A € R} C S(t) x R?,
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se xg sono le coordinate di Py nel riferimento cartesiano.

Graficamente, I'insieme consiste in tutti e soli i vettori ortogonali alla superficie f(P,t) = 0 nel punto P,
all’istante ¢. Per la (6.11), il vincolo ¢ indipendente se e solo se il vettore V f(P, t) € non nullo.

Si verifica immediatamente che Np,(t) & uno spazio vettoriale di dimensione 1 generato da V f(P,t). Lo
spazio (6.26) viene detto spazio normale all’insieme di livello f(P,t) = 0 nel punto Py all’istante ¢.
Chiamiamo allo stesso modo lo spazio Ny, (¢)] spazio normale alla superficie di livello f(z,y,2,t) = 0 nel
punto xq all’istante t.

Sia ora (6.15) una parametrizzazione locale per f(z,y,z,t) = 0: per un istante ¢ fissato e in corrispondenza
di una posizione Py € S(t) di coordinate xg = X (ug, vo,t) per opportuni (ug,vo) € V(t), si considerino le
combinazioni lineari dei vettori (6.14):

(6.23) Tr(t) = {(Po,y) | y = B1Xu(uo, v0, t) + B2 Xy (ug, vo, t), (B1,52) € R?} C S(t) x R?

viene detto spazio tangente in Py all’istante ¢. Nella (6.23) va riconosciuta la definizione (1.14) (oppure
la (1.15)): I'unica differenza & 'ambientazione in R3, anziché in a costruzione dell’insieme per ogni ¢ fissato.
Graficamente, l'insieme (6.23) consiste in tutti e soli i vettori applicati in Py e appartenenti al piano tangente
alla superficie S in Py all’instante fissato . Non e difficile verificare che

L. se il vincolo ¢ indipendente in Py i due vettori X, (uo,vo,t) e X, (uo,vo,t) sono linearmente indipen-
denti, qualunque sia la parametrizzazione;

2. T'insieme (6.23) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione 2 generato dai vettori (X, (uo, vo, t), Xy (uo, vo, t));
3. gli spazi (6.22) e (6.23) sono I'uno il complemento ortogonale dell’altro, nel senso che

(6.24) u-v=0 VYV (Py,u) € Npl(t), V(P,v) e Tp(t),

in virtu della (6.13);

4. lo spazio dei vettori applicati in Py & la somma diretta dei due spazi (6.22), (6.23):

(6.25) Try X = {(Po, w) | w € Va} = Tp, (t) & N, (1)

Esercizio 6.3 Calcoliamo, ad esempio, gli spazi (6.22), (6.23) per il sistema E6, nella posizione Py di
coordinate, rispetto al sistema cartesiano fissato, (—R(t),0,1), t fissato.

Svolgimento. Il punto Py ¢ in S(t), dato che le coordinate verificano 22 + y? — R?(t) = 0; le coordinate
lagrangiane del punto sono u = 1, v = 0 secondo la parametrizzazione IT di (6.16).

Si ha
Vf(xvya Z7t)|m:7R(t))y:07z:1 = (_2R(t)? 070)7

Xu(u7v7t)|u:1’v:O =(0,0,1), X (0, 8) ]y o = (0, R(t),0).

L’insieme (6.22) ¢ dunque 1 unidimensionale dei vettori applicati in (—R(t),0,1) con direzione i [geo-
metricamente da identificare con la retta ortogonale alla superficie cilindrica in Py]:

N, S(t) = {((=R(t),0,1),u) | u = i, \ € R},

mentre (6.23) ¢ lo spazio bidimensionale dei vettori applicati in (—R(¢),0,1) generato da (j, k) [da
identificare con il piano tangente alla superficie cilindrica in Pp]:

T, S(t) = {((=R(t),0,1),v) | v = B1j + Bak, (81, B2) € R?*}.

La proprieta (6.24) ¢ evidente.
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Passiamo ora al caso generale m > 1, N > 1: siano Py, ..., Py vincolati come in (6.8) e Py € S(t) (vedi
(6.6)) di coordinate Xy € R3*N. Se i vincoli sono indipendenti, le combinazioni lineari dei vettori (6.11)
definiscono lo spazio normale in Py al tempo t:

(6.26) Ny (t) = {(Po,u) [u=> NVpfi(Pot), (M-, Am) €R™} C S(t) x V5
k=1

Per ogni ¢ fissato e in ogni posizione Py € S(t) Np,(t) ¢ canonicamente isomorfo allo spazio vettoriale
di dimensione m

(6.27) Np,(t) ={u € V& | (Po,u) € Np,(t)} € V&
mediante 'isomorfismo (Fp,u) <» u. Una base per Tp,(t) ¢
(6.28) (Vpfi(Po,t),...,Vpfm(FPo,t) ).

Si considerino ora ad un istante ¢ fissato le (??) nella posizione Py = P(qo,t), g0 = (¢?,...,q}) € K.
Le ¢ curve in XV

(6.29) Tr(\t) :P((q?,...,q2717 q,g—l—)\, q2+1,...7q2),t), Ae(—o,), >0, k=2,...,0—1,

con a in modo che (¢?,...,q0 4, ¢2 + A, qgﬂ, ..,q)) € K per A € (—a, ), sono le linee coordinate
associate al sistema di parametri (q1,...,q¢), all’istante fissato ¢.
Generalizzando le (1.4), si ha che i vettori tangenti corrispondono a

oP
6.30 I'.(0,t) = —(qo, ¢ =1,...,¢
( ) J( ) ) aq](QOa )a J ) )

essendo qo = (¢¥,...,¢Y).
Definizione 6.1 Fissato un istante t ed una posizione Py € S(t), l'insieme dei vettori applicati in Py
‘. op
(6:31) Tey(t) = § (Posv) [ v =3 Bigg (a0 ): (Bus-. B) €RY 0 € S(1) x Vi
=1 !
viene detto spazio tangente in Py all’istante t.

Per ogni ¢ fissato e in ogni posizione Py € S(t) Tp,(t) ¢ canonicamente isomorfo allo spazio vettoriale
di dimensione ¢

(6.32) Tp,(t) = {v e V&' | (Po,v) € T, (1)} C V&Y

mediante 'isomorfismo (P, v) <> v. Una base per Tp,(t) &

(6.33) (St s S ).

Ci riferiamo ugualmente ai sottospazi vettoriali di V& (6.27) e (6.32) come, rispettivamente, allo spazio
normale e allo spazio tangente in Py all’istante t.

Proprieta 6.1 Gli spazi Np,(t) e Tp,(t) sono ad ogni istante e per ogni Py € S(t) fra loro ortogonali
rispetto al prodotto scalare euclideo (77) in XN, ovvero

(6.34) u-v=_0 VueTp(t), veVp(t)
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Dim. Da (6.1) e da (??) si ha

(6.35) fi(P(g,t),t)=0 Vq €K, j=1,...,m.

Se dunque si considera, fissato un istante ¢ e scelto j fra 1 < j < m, la funzione ¢ : K — R definita da
o(q) = f;(P(q,t),1), troviamo

Op oP

== i(P(g,t),t) —
0= 22 —9pfy(Pla.0).0) oo

per ogni j, j = 1,...,m e per ogni k, k = 1,...,£. Pertanto, ricordando anche la (6.30) ogni vettore della
base di Np,(t) & ortogonale ad ogni vettore della base di Tp,(¢) e la (6.34) & dimostrata. O

Corollario 6.1 Ad ogni istante t fissato ed in ogni posizione P € S(t) lo spazio Vi ¢ la somma diretta
(6.36) Vi = Tp,(t) & Np, (1)

In conseguenza della (6.36) si ha anche il fatto che Vp, (¢), come complemento ortogonale di Np (t), &
indipendente dalla scelta della parametrizzazione.

6.3 Cinematica: velocita possibili
6.4 Energia cinetica nelle variabili lagrangiane
6.5 Dinamica: Equazioni di Lagrange

6.6 Equilibrio e piccole oscillazioni
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7 Esempi di studio del moto rigido, A. A. 2010/11

Per la parte teorica dello studio dei sistemi rigidi si deve fare riferimento alle Dispense del Corso di Teoria
di Sistemi Dinamici.

Negli appunti che seguono si esaminano in dettaglio alcuni esercizi, aprendo eventualmente alcune parentesi
per approfondire aspetti teorici o per generalizzare la particolare istanza a situazioni simili.

7.1 Esercizio 1

Sia A una sbarretta omogenea di estremi A, B, massa m 4 e lunghezza ¢. L’estremo A & vincolato a scorrere
su una guida rettilinea orizzontale r, ’estremo B sulla guida verticale s passante per O € r. Sulla sbarretta
agiscono la forza peso ed una forza elastica di costante k > 0 applicata nel punto A e di richiamo verso il
punto O. I vincoli sono lisci.

(i

(ii

Stabilire il numero dei gradi di liberta del sistema e introdurre opportune coordinate lagrangiane.
Determinare la posizione del centro di massa Py del sistema.

Scrivere la quantita di moto del sistema.

—_ —  ~—  ~—

Elencare tutte le forze che agiscono sul sistema, classificandole nella duplice suddivisione interne oppure
esterne, direttamente applicate oppure vincolari.

Scrivere la prima equazione cardinale del sistema.

Calcolare il vettore w, velocita angolare del sistema.

)
)
(vit) Scrivere I'energia cinetica T' del sistema.
) Calcolare il momento della quantita di moto del sistema rispetto al punto M e rispetto al punto A.
)

Scrivere la seconda equazione cardinale utilizzando M, punto medio della sbarretta, per il calcolo dei
momenti.

) Scrivere la medesima equazione rispetto al punto A.

) Esaminare le posizioni di equilibrio del sistema mediante le equazioni cardinali.

(i) Scrivere la Lagrangiana del sistema £ =T + U, U potenziale delle forze direttamente applicate.
)

Esaminare le posizioni di equilibrio del sistema mediante la stazionarieta del potenziale e determinarne
il carattere stabile o instabile.

(xiv) Scrivere le equazioni di moto di Lagrange.

(zv) Fissate le condizioni di posizione iniziale e velocita angolare iniziale, stabilire quanto valgono le reazioni
vincolari durante il moto del sistema, conoscendo solo I'inclinazione della sbarretta rispetto alle guide.

Svolgimento.

(¢) Una definizione rigorosa di gradi di liberta & stata formulata per un sistema costituito da un numero
finito di punti (sistema discreto), mediante il rango della matrice jacobiana delle funzioni che descrivono
i vincoli.

Per un sistema continuo, ovvero un sistema rappresentabile come una curva, una superficie, o una regione
dello spazio, possiamo utilizzare una definizione concreta di gradi di liberta, affermando che il numero di
questi ultimi consiste nel numero di parametri ¢, ..., g, variabili in un aperto K C R, in corrispon-
denza biunivoca con le configurazioni del sistema. Come nel caso dei sistemi discreti, la rappresentazione
parametrica puo essere locale, ovvero la totalita delle configurazioni puo richiedere piu aperti connessi K,
..., K per essere completamente descritta.
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Nel caso dell’esercizio, la posizione dell’asta ¢ completamente determinata fissando ad esempio I'angolo ¢
che la direzione B — A forma con la guida orizzontale: il sistema ha dunque un solo grado di liberta e 9 ¢ la
coordinata lagrangiana scelta, 9 € [0, 27).

Il sistema di riferimento ¢ generalmente suggerito dalla geometria del problema: nel nostro caso, € naturale
porre la guida r come asse z, la retta s come asse y. Chiamiamo i e j i versori degli assi. L’angolo 9, fra le
direzioni orientate B — A e i, ¢ scelto crescente nel verso orario.

Le posizioni dei punti significativi sono determinate dai vettori

4
(7.1) A—0O="/lcosvi, B-—0=/sin?j, M—Ozg(cosﬁﬂ—sinﬂj)

essendo M il punto medio della sbarretta.
(77) Il centro di massa Py di un sistema discreto di punti Py, ..., Py di masse rispettivamente my, ...,
my e, per definizione

N
(7.2) Po=Q= 13 mi(Pi~ Q)
i=1

N
dove m = > m; e Q & un punto arbitrario in X. Si verifica subito che la definizione (7.2) & indipendente da

=1
Definito un piano di simmetria materiale del sistema discreto come un piano in ¥ di simmetria geo-
metrica con la proprieta ulteriore che i punti simmetrici hanno medesima massa, si ha la seguente utile

Proprieta 7.1 Se esiste un piano di simmetria materiale Ily per il sistema di punti, allora Py € 1.

Dim. Per definizione, il sistema & costituito da coppie di punti (P, P;) che hanno medesima distanza da

ITy e medesima massa my, oppure da punti singoli P, che appartengono al piano Ij.

Sia @ un punto di IIp. E’ immediato comprendere che nella sommatoria (7.2) sia ogni vettore m,.(P — rg)

che ogni vettore mp[(Pr, — Q) + (P, — Q)] appartiene a IIy, dunque Py — @ ¢ parallelo a Il e Py € IIy. O

Per un sistema continuo C di massa m = [ o(P)dP, dove o(P) & la densita, la definizione di centro di
c

massa consiste in

1
(7.3) R-Q=o [ oP)P - Qup
C
e l'integrale e di linea, di superficie o di volume, a seconda della geometria del sistema.
La Proprieta 3.1 continua a valere, intendendo la simmetria materiale come simmetria geometrica piu sim-

metria della funzione g(P) rispetto al piano mg (ovvero punti simmetrici rispetto a mo devono avere medesima
densita).
. . N s . m .
Se il mezzo continuo € un omogeneo, ovvero a densita costante, si trova o = oyt essendo mis C = f dP
mis b
la misura del mezzo continuo (la lunghezza, ’area o il volume), pertanto

1

(7.4) h-@= mis C

/(P —Q)dP.

c

Per un mezzo continuo omogeneo dunque la simmetria materiale coincide con la simmetria geometrica
e la Proprieta 3.1 viene utilizzata, una volta stabilite eventuali simmetrie del sistema, per individuare Py
evitando il calcolo di integrali.

Ad esempio, per un disco omogeneo, il piano II contenente il disco e ogni piano del fascio che ha per asse
la retta r passante per il centro del disco e ortogonale a II & di simmetria, dunque il centro di massa e il
centro del disco.

Per I'asta omogenea si ragiona ugualmente concludendo che il centro di massa ¢ il punto medio dell’asta:
nel caso dell’Esercizio si tratta del punto M.
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(#4i) Per il calcolo della quantita di moto K si utilizza la relazione
(7.5) K = mPb,

dove m ¢ la massa totale del sistema. Dunque
. /.
(7.6) K :mAM:mA§19 (—sin¥i + cosvj) .

(iv) Esaminiamo ora le forze a cui & soggetto il sistema. In generale, le forze direttamente applicate sono
i campi applicati di forze o le forze agenti in un singolo punto, mediante assegnazione diretta e contenute
nel testo dell’Esercizio; le forze vincolari consistono nell’insieme delle forze che si introducono durante la
risoluzione al fine di realizzare le restrizioni descritte nel testo.

In base ad una differente suddivisione, basata sul III Principio della Dinamica (azione-reazione), si chiamano
forze interne ad un sistema materiale le mutue azioni fra parti del sistema, esterne quelle di interazione
con parti esterne al sistema in esame. Nel caso dell’Esercizio, si hanno le

e forze direttamente applicate: il campo della forza peso FP¢°° dei punti del sistema, la forza elastica
Fe applicata in A,

e forze vincolari: la forza ® 4 applicata in A che vincola 'estremo dell’asta alla guida orizzontale e la
forza ®p che costringe il punto B sulla guida verticale

Le forze elencate sono tutte esterne.
Sono utili le seguenti osservazioni.

> Il campo della forza peso di un sistema di pit punti € un sistema di vettori paralleli, tutti aventi la
direzione della verticale, il cui centro e il centro di massa del sistema dei punti: si considera dunque
il sistema di forze equivalente dato dalla risultante applicata nel centro di massa. Se il sistema &
composto da piu parti rigide, conviene utilizzare questa proprieta per ogni singola parte.

> Fra i vincoli non si considerano i vincoli di rigidita. Allo stesso modo, se il sistema ¢ piano ed ¢ soggetto
a forze direttamente applicate contenute sul piano, & ragionevole prendere in considerazione solo le forze
vincolari appartenenti al piano del moto, tralasciando quelle che effettivamente mantengono il moto
sul piano (nel caso dell’Esercizio, dirette come k =i A j).

> L’appartenenza di una forza alla categoria interna oppure esterna dipende dal sistema di punti che si
vuole esaminare: se, ad esempio, nell’Esercizio in esame si aggiungesse un punto che puo scorrere lungo
la sbarra, la forza vincolare esercitata sul punto sarebbe esterna.

Per quanto riguarda 1’Esercizio 1, rispetto al sistema di riferimento scelto le forze direttamente applicate si
scrivono come

FPe5° = —m4gj applicata in M,
(7.7)
Fé = —k(A— O) = —klcosVi applicata in A

essendo g > 0 la costante di gravitazione universale.

Nella scrittura delle forze vincolari si deve tenere conto del fatto che i vincoli sono lisci. Per il moto di
un punto su una curva o su una superficie fissa tale ipotesi consiste nell’ortogonalita della forza vincolare
rispetto a tutte le possibili velocita del punto. Nella situazione in esame si deve trasferire il medesimo
concetto pensando al moto del punto A o del punto B sulle guide orizzontale e verticale. Dunque, ricavando
da (7.1) le velocita degli estremi

(7.8) A= —tdsinvi, B = {d) cos ¥j
Iipotesi di vincoli lisci comporta

Dy =Duj, applicata in A
(7.9)
by = dpi, applicata in B
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dove ® 4 e P sono due funzioni scalari incognite.

(v) La prima equazione cardinale consiste in K = R®, essendo K la quantita di moto del sistema e
R(®) la risultante, ovvero la somma, delle forze esterne, direttamente applicate o vincolari. Nel nostro caso,
la prima equazione cardinale si scrive in componenti (ricordare (7.6) e la scomposizione delle forze)

mAg (—iésinﬂ—192cos19> = —klcost + Pp

mAg ({900819—19%11119) =—mug+DPa

ovvero
1 o . k dp
Pl 9 — 92 9] =—— g+ —
( ) 5 ( ¢ sin cos ) - COSV + -
7.10
1 /.. - g Dy
5(1900819 Y 511119) = E—’_mAE'

2

Le incognite nelle due equazioni (7.10), scritte con coefficienti dimensionalmente pari a tempo™=, sono 9(t),

(I)A (§] (IDB.
(vi) Il campo delle velocita di un sistema rigido S & dato dalla formula

(7.11) PH)=0Q+wA(P-Q)

dove @ e fissato in S e P € S un generico punto del sistema; il vettore w si dice velocita angolare di S.
La precedente formula & equivalente a

(7.12) é=wAhe

che verifica ogni versore e solidale con il mezzo rigido S.
La seguente Proprieta permette di calcolare facilmente il vettore w di un sistema rigido piano:

Proprieta 7.2 Se il sistema rigido € piano e contenuto nel piano 11, allora
(7.13) w = +¢k

dove il versore k ¢é ortogonale a I1, ¢ & un qualunque angolo che una direzione solidale su Il forma con una
direzione fissa e il segno + va scelto se la direzione orientata e osserva ¢ crescere nel verso antiorario, —
nel caso contrario.

Per la dimostrazione della Proprieta, oltre al calcolo della matrice ortogonale della rotazione e, per derivazione,
della matrice antisimmetrica che da luogo al vettore w, possiamo utilizzare la (7.12) scrivendo e = cos pi +
sin j, w = w;i + w;j + wik, con i e j direzioni fisse e ortogonali in II, k =i A j e calcolando

€ = p(—sinpi+sinpj) = w A (cos pi + sin ¢j) = wi(—sin i + cos ¢j) + (w; sin p — w; cos )k

da cui w; = w; =0, w, = ¢. Se il versore ortogonale a II fosse j A i, nella (7.13) si avrebbe il segno —.
Nel caso dell’Esercizio 1, si ha

(7.14) w = —ik,
conk =iAj.
(vii) L’energia cinetica di un sistema rigido discreto S viene scritta mediante (7.11):
1o, 1 .
(7.15) T=omQ?+ 5> milw A (Pi= QL +mQ wA (P = Q)
i=1
N
dove m = Y ¢ la massa complessiva.
i=1
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E’ chiaro che il calcolo dell’energia cinetica si semplifica nel caso in cui @ sia il centro di massa oppure un
punto fermo (se esiste): in entrambe le circostanze 1'ultimo termine (7.15) & nullo.

Per quanto riguarda il calcolo del termine con la sommatoria in (7.15), conviene avere presente il seguente
argomento inerente alla geometria delle masse di un sistema, ovvero lo studio delle proprieta geometriche
di un sistema provenienti dalla distribuzione delle masse nel sistema medesimo.

In generale, per un sistema di punti materiali (P, m1), ..., (Py,my), fissata una retta r di versore orientato
e, e fissato Q € r un punto su di essa, lo scalare non negativo

N
(7.16) I => mi(P,— Q) Ae,]?

=1

viene detto momento di inerzia di secondo grado del sistema rispetto alla retta di direzione e, e passante

per Q.
Il momento deviatore o momento centrifugo del sistema di punti rispetto alla coppia di piani non
paralleli 11y, II5 consiste in:

N
(7.17) Iy, ==Y _ mil(Pi— Q) -e1] [(P— Q) - e

i=1

dove e1, e, sono versori ortogonali a I, Iy, rispettivamente, e @ € II; N Ils.
Le seguenti proprieta sono di immediata verifica.

Proprieta 7.3
1. I momenti di inerzia I e I, i, non dipendono dalla scelta di Q € r e di Q € II; N1I,.

2. Il momento I,. ¢ nullo se e solo se il sistema é costituito da punti tutti appartenenti alla retaa r.

w

. Ogni termine [(P; — Q) Ne,)?, i =1,..., N, corrisponde al quadrato della distanza di P; dalla retta r,
cosi come ciascun termine (P; — Q) - eg, k= 1,2, & in modulo la distanza di P; da 1.

4. Se Py ¢ il centro di massa (7.2) del sistema, valgono le relazioni (di Huygens)

Ir - Iro + m[(PO - Q) A er]2
(7.18)
Iy i, = Ino g — m[(Po — Q) - e1] [(Po — Q) - e2]

dove I,. ¢ il momento di inerzia del sistema calcolato rispetto alla retta ro di medesima direzione e, e
passante per Py, IH?,Hg ¢ il momento deviatore calcolato rispetto alla coppia di piani 113, TI9 paralleli
a Iy, Ty, rispettivamente, e passanti per Py.

5. Se ey e ey sono versori ortogonali, allora detti I, I, e Is i momenti di inerzia rispetto, nell’ordine,
alle rette di direzioni e1, es e €1 A es e passanti per il medesimo punto Q, si ha

N
(7.19) Lo Ly + 1, =2) mi(Pi— Q)
i=1
6. Se il sistema di punti & contenuto nel piano I dei versori ortogonali e, e es, si ha
(7.20) Iy =1, +1,
dove I,.,, I, e Iy sono come nel punto 5 e @) € II.

Per la (7.19), si utilizzino i passaggi
[(Pi—Q)A(e1Ne)> =[ex- (P, —Q)er —er- (P — Q)es]? =

=ler (Pi— Q)P +e2 (- Q) =2(P,— Q) — [(Pi — Q) Ne” — [(Pi — Q) Nea.
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N

Infine, la (7.20) si ottiene osservando che, nel caso del sistema piano, si ha I, = > (P; — Q)?, essendo P; — Q
i=1

ortogonale a e; Aeg, perognii=1,..., N.

Per un sistema continuo C di densita o(P), le definizioni (7.16), (7.17), analogamente a (7.3), consistono

nell’integrale di linea, di superficie o di volume

I, = CfQ(P)[(P — Q) Ne]?dP,

(7.21)

Iy m, = —CIQ(P)[(P —Q)-e] [(P-Q)-e]dP.

Per un sistema continuo omogeneo di massa m le formule si scrivono

m

I = —= [[(P~ Q) Ael*dP,
18 c
(7.22)
I = = [P = Q)] [(P=Q) e dP

Le Prorieta 3.3 sono estendibili in modo ovvio ai sistemi rigidi continui. Inoltre, fa comodo mettere in
evidenza il carattere additivo del momento:

Proprieta 7.4 Se un sistema continuo C é unione di due continui: C = C1 U Ca, mis[C1 N Co] =0, allora
(7.23) I.(C) = I.(Cy) + I-(Ca).

Come esempio, eseguiamo il calcolo di I, per una sbarretta omogenea A di estremi A e B, di massa m 4
e di lunghezza ¢. Calcoliamo il momento di inerzia I,, rispetto ad una qualunque retta di direzione e,
ortogonale alla direzione B — A e passante per il centro di massa. Scegliendo un riferimento ortogonale (£, )
in cui la sbarretta occupa le posizioni —¢/2 < £ < £/2 e e, ¢ il versore dell’asse 7, si ha che il centro di massa
¢ nell’origine degli assi e il calcolo di (7.22) consiste in

ma ra my &7 ?
(724) I"‘() = 7 / [Eef AN en]zdf = 7 ? i = mAﬁ
—0/2

essendo e e e, i versori degli assi. Se occorre calcolare il momento di inerzia della medesima sbarretta
rispetto ad una qualunque retta di direzione e, ortogonale alla direzione B — A e passante da uno degli
estremi, si utilizza (7.18) per ottenere

02 0 02

(7.25) Ir:mAE+mAZ:mA§'

La presenza del momento di inerzia nell’energia cinetica (7.15) ¢ evidente nel termine con la sommatoria, se
scriviamo w = |w|e,,, quest’ultimo versore di direzione orientata w:

N

> omifwA (P = Q) = Lw?,

i=1

essendo I, il momento di inerzia del sistema calcolato rispetto alla retta passante per @ e di direzione w. La
medesima considerazione vale nel caso di un sistema continuo.
La (7.15) assume dunque la forma

1 . 1 .
(7.26) T = §mQ2 + §wa2 +mQ-wA (Py—Q)
con Pannullamento dell’ultimo termine se Q = Py oppure se Q = 0.
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Tornando all’Esercizio 1, alla luce di quanto si & esposto, possiamo operare il calcolo in (7.15) e scrivere,
ricordando la (7.6) e la (7.14):
1 P R A 2., 2., .,
Naturalmente, 1'utilizzo del punto A in (7.26) (al di 1a della convenienza della scelta) porta a (ricordare (7.8)
e (7.25))
1 242 .. 2 1 62 a2 a . . pa g . . .
T= §mA€ ¥4 sin” 9 + 5”“‘319 + ma(—£9sindi) - (—9k) A §(COS Vi + sin 9j)

che coincide con (7.27).
(viii) Il momento della quantita di moto rispetto ad un punto @ di un sistema di punti consiste in

N
L(Q) =Y mi(P,— Q) AP,
i=1
Nel caso di un sistema rigido di punti, la (7.11) e la (7.2) (oppure la (7.3)) comportano

L(Q) = m(Po— Q) AQ+ 3 miPi— Q) Alw A (P — Q)]
(7.28) =
L(Q) = m(Po = Q) AQ+ [ olP)(P = @) A A (P = Q)P

rispettivamente nei casi discreto e continuo.
Il calcolo di L fa intervenire le quantita tipiche della geometria delle masse di un sistema (7.16) e (7.17),
come andiamo a verificare. Iniziamo ricordando che la posizione

N
(7.29) v = o(Q)(v) = Zmi(Pi —QAN[VA(P—Q)] €Vy, Vvels

definisce un endomorfismo in V5 che viene detto omografia di inerzia del sistema discreto (Py,m1), ...,
(Py,my) rispetto al punto Q). L’analoga definizione con Iintegrale al posto della sommatoria vale per un
sistema continuo.

Per la scrittura della matrice A(Q) dell’endomorfismo o(Q) rispetto ad una base fissata nello spazio ToX
dei vettori applicati in @, si puo utilizzare la seguente significativa

Proprieta 7.5 Fissato Q € % si ha, per ogniu, v € Vy, u Av #£ 0:
v-o(Q)v = I, [v|?

(7.30) N

u-o(Q)v = I, m,|ul [v|+ X mi(P; — Q)*u-v
=1

dove I, ¢ il momento di inerzia (7.16) calcolato rispetto alla retta di direzione orientata v passante per @,
I, 1, € il momento deviatore (7.17) calcolato rispetto alla coppia di piani passanti per Q e ortogonali alle
direzioni u, V.

Dim. Per la prima in (7.30) basta ricordare la proprieta del prodotto mistoaAb-c=a-bAc:

N N
voo@Qv=v-Y m(Pi—QANAL-Q] =) mivA(P-Q)- VAL - Q)= LIvP

i=1 i=1

Per la seconda va invece ricordata l'identita del doppio prodotto vettoriale aA (bAc) = (a-c)b — (a-b)c:

N N
w-a(Qv =Y mi(Pi = QPuv =S mil(Pi - Q) V] (P~ Q) -]

=1 i=1

da cui la seconda delle (7.30). Sinoti che u-o(Q)v=v-o(Q)u. O
La prima delle (7.30) permette le seguenti osservazioni:
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1. una scrittura dell’energia cinetica alternativa a (7.26) &
1 .5 1 .
(7.31) T= §mQ + Pl o(Q)w+mQ - -wA (Py—Q),

2. la forma quadratica v - o(Q)v, v € Vs, ¢ semidefinita positiva, ovvero v-o(Q)v >0V v e Vg e
definita positiva (ovvero v - o(Q)v = 0 se e solo se v = 0) per ogni sistema non costituito da punti
tutti allineati.

Se ora fissiamo un sistema di riferimento {Q, (e1, ez, e3)} con (eq, ez, e3) base ortonormale per 73, la
3

matrice A(Q) ¢ la matrice delle componenti controvarianti o j, 4,5 = 1,2,3 tali che 0(Q)e; = > a; je,.
j=1

Essendo la base ortonormale, componenti controvarianti e covarianti coincidono, pertanto dalle (7.30) si ha

L Ly 6Lis
(7.32) AQ)=| Lx I I3
131 132 I3

dove:

I, I, I3 sono i momenti di inerzia (7.16) calcolati rispetto agli assi coordinati, ovvero le tre rette
passanti per () di direzione orientata e, es, e3 rispettivamente.

Lo = I, I13 = I31, Is3 = I35 sono i momenti deviatori (7.17) rispetto alle coppie di piani
coordinati, ovvero rispetto alle coppie di piani contenenti @ e di versori normali (e1,es), (e1,es),
(eq, e3), rispettivamente.

La matrice simmetrica A(Q) &, per il Teorema spettrale, diagonalizzabile, ovvero esiste una matrice orto-
gonale B tale che BAB” = BAB™! ¢ una matrice diagonale. La matrice B ¢ la matrice del cambiamento
di base da B = (e;,eq,e3) a B = (€1,83,83) e rispetto a quest’ultima la matrice dell’endomorfismo o(Q) ¢
diagonale, con elementi diagonali non negativi. Si ha dunque la notevole

Proprieta 7.6 Esiste una base per ToX rispetto alla quale la matrice dell’endomorfismo (7.29) é costituita
dai momenti di inerzia non negativi rispetto alle direzioni degli asst e dai momenti deviatori rispetto ai piani
coordinatt tutti nulle.

Un sistema di riferimento {@, B} con le caratteristiche della Proprietd appena scritta si dice terna principale
di inerzia.

Diremo che la direzione e;, i = 1,2,3 ¢ una direzione principale di inerzia se i due momenti deviatori
I j, j=1,2,3,7 # i che compaiono nella i—esima riga di (7.32) sono entrambi nulli. Una terna principale ¢
dunque costituita da tre direzioni principali di inerzia mutuamente ortogonali.

Se Q = Py, centro di massa, la terna viene detta terna principale centrale di inerzia.

La ricerca delle direzioni principali consiste nel problema algebrico di diagonalizzazione della matrice (7.32).
D’altra parte, eventuali simmetrie del sistema di punti permettono di costruire geometricamente un sistema
di riferimento principale, analogamente a quanto si e visto per la ricerca del centro di massa del sistema.
Le principali regole che ¢ utile avere presente per la ricerca delle direzioni principali sono riassunte nella

Proposizione 7.1

1. Sell ¢ un piano di simmetria materiale per il sistema di punti e QQ é un qualunque punto del piano,
allora la retta ortogonale a II passante per Q) individua una direzione principale di inerzia.

2. Se {P,,B} ¢ una terna principale centrale di inerzia, qualunque sistema di riferimento {Q, B}
con @ appartenente ad uno degli assi principali, € principale di inerzia.
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Dim. Per il punto 1, sia @@ € II, r ortogonale a IT in @) e II; un qualunque piano contenente r. I1 momento
deviatore (7.17) &

fun, == 3 mi {I(PY = @) e [PV = Q) e + (PP = Q) o] (B - Q) -enl}

con e e e; versori ortogonali rispettivamente a II e II; e Pi(l), Pi(z) coppie di punti materiali simmetrici

rispetto a I1. Essendo e; parallelo a II, si ha che (Pi(l) —Q)-e = (PZ-(Q) —Q)-ey; d’altra parte (Pl-(l) -Q)-e=
—(Pi@) — Q) - e, dunque I, = 0.
Il punto 2 & una conseguenza della seconda in (7.18): i momenti deviatori relativi al sistema {Q, B} verificano

IHi,Hj = _m[(PO - Q) : ei] [(PO - Q) : ej]v Zvj = 172733 1 7&‘7

essendo Iy, Iy, II3 i piani coordinati e (e, e, e3) = B. Dato che @ & per ipotesi su uno degli assi principali
centrali, si ha che Py — @) & ortogonale ad almeno uno dei versori della base 5. [J
La verifica delle seguenti conseguenze della Proposizione appena dimostrata viene lasciata per esercizio.

Corollario 7.1

1. Se il sistema di punti é piano, allora ogni retta ortogonale al piano che contiene i punti individua una
direzione principale di inerzia.

2. Se si sono individuate in @ due direzioni principali di inerzia u e v fra loro ortogonali, allora una
terna principale é costituita dalle direzioni u, v e u Av.

3. Se un sistema possiede due piani di simmetria materiale Iy, s fra loro ortogonali, allora le direzioni
ortogonali ai piani e1, ez e €1 A es formano una terna principale in qualunque punto @ € 1I; N 1Il,.

Le considerazioni svolte nel caso discreto da (7.29) in poi sono facilmente estendibili al caso continuo.
Tornando alla (7.28), possiamo esprimere il momento della quantita di moto di un sistema rigido come

(7.33) L(Q) =m(Py - Q) A Q + o(Q)w,

con la semplificazione L(Q) = o(Q)w nel caso in cui Q = Py oppure nel caso in cui il sistema ha un punto
fisso @. 11 calcolo del momento presuppone dunque la scrittura della matrice dell’omografia di inerzia: nelle
applicazioni ¢ evidentemente conveniente scegliere un sistema di riferimento solidale (in modo che i momenti
in (7.32) siano costanti) e possibilmente principale (in modo che i momenti deviatori siano nulli).
Possiamo ora risolvere il punto (viii) dell’Esercizio 1. La formula (7.33) relativa al punto M, centro di
massa, consiste in L(M) = o(M)w. Fissiamo un sistema di riferimento solidale in cui e; = (A — B)/¢,
e; = k Aey, e3 = k. Il sistema ¢ ortonormale e individua tre direzioni principali: fra le varie possibilita di
verifica, proponiamo le seguenti considerazioni:

> la direzione ez ortogonale al piano del moto ¢ principale per il punto 1 del Corollario 3.1,

> la direzione e; & principale per il punto 1 della Proposizione 3.1, essendo il piano ortogonale a B — A
passante per M di simmetria materiale per la sbarretta,

> la direzione ey ¢ principale, in virtl del punto 2 del Corollario 3.1.

La (7.33), ricordando (7.14) e (7.24), si scrive dunque nel sistema di riferimento {M, (e1, ez, e3)}

0 0 0 0
0? 2.
(7.34) LM)=| 0 maz; 0 0 | =-magzlk.
42
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Per il calcolo di L(A) si puo utilizzare la formula di trasposizione dei momenti

(7.35) L(Q)=LQ)+(@-Q)AK, VQQ X

(osservare che la quantita di moto K ha il ruolo di risultante) e scrivere, ricordando anche (7.6)

2 . .
L(4) = —mAf—?ﬁk + g(— cos Vi + sin¥j) A [mAgﬁ (—sin i + cos¥j)] =
1 1 9 9
(7.36) = gmalg—cos 9| £°9k.

Equivalentemente, anziché utilizzare (7.35), si puo calcolare direttamente (7.33) come L(A) = m (M — A) A
A+ 0(A)w e scegliere in A il sistema di riferimento {4, (e;, ez, e3)}, con i medesimi versori del sistema scelto
in M. 1l sistema & ancora principale, per la Proposizione 3.1, punto 2. Si trova dunque, avendo presente
anche (7.25):

L(A) = mul(-cosvitsindj) A(~Lsimodi) 4 [ O mazg O 0 | =

1 1 .
ma (2 sin? 9 — 3) 029k

che coincide con (7.36).
(iz) La seconda equazione cardinale consiste in

(7.37) L(Q) =M (Q) - QA K

dove M(e)(Q) ¢ il momento delle forze esterne agenti sul sistema, sia direttamente applicate che di tipo
vincolare, calcolato rispetto al punto prescelto (). Si osservi che, in base alla (7.5), se @ ¢ il centro di massa
del sistema il termine Q A K & nullo.

Nel caso dell’Esercizio, scegliendo QQ = M, si ha

MEOM) = (A-M)A®4+(B—M)A®p+ (A— M)A[-k(A-0)] =
2
= gcosﬂi/\(DAj+§sim9j/\<I>Bi—%(—sinﬁj)/\cosﬁi:

l
(7.38) = 5(@Acosﬁ—@Bsinﬂ—késinﬂcosﬂ)k.
Derivando rispetto a ¢ la (7.34) si arriva alla scrittura della seconda equazione cardinale (7.37) per il moto

della sbarretta:

l@:— P4 cos ¥ + 5 Sin19+isinﬁcosq9.
6 mal mul ma

(7.39)

La (7.39) va considerata unitamente alla prima equazione cardinale (7.10), come insieme di tre equazioni
nelle tre incognite ¢, P4 e .

In generale, utilizzare le (7.10) per eliminare le reazioni vincolari da (7.39) porta alla scrittura dell’equazione
pura del moto, ovvero nella sola incognita J: nel nostro caso, moltiplicando le (7.10) rispettivamente per
sin, cos¥ e sostituendo in (7.39), si trova l’equazione pura del moto

.. 2k
Y= —sindcosv — %cosﬂ.

2
7.40 2
( ) 3 ma

La (7.40) si presta al confronto con 'equazione di moto lagrangiana, priva per definizione delle forze vincolari.
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() Se ci riferiamo al punto A per il calcolo dei momenti, si trova da (7.7):
14
M©(A) = (M —A)AFP° £ (B—A)A®p = —5cosiN (—magj) + sindj A Ppi =
(7.41) =/ (%g cosy — Pp sinﬂ) k.

Formalmente, possiamo anche riferirci alla formula di trasposizione M(©)(A) = M(©) (M) + (M — A) AR
per ottenere il medesimo risultato.

Da (7.8) e da (7.6) si trova A AN K = —

momenti si scrive, ricordando la (7.36):

2.
AT 52 sind cos vk, dunque la (7.37) riferita ad A per il calcolo dei

mAEQQ 1 9 o] mal . mal? ., .
5 d [(3 cos“ ¥ || = 5 gcosv <I>B€sm19+72 ¥ sin ¢ cos ¥

ovvero

(7.42) (; — cos® 19) 9= cos — 225 sin® — 92 sin ¥ cos 0.

/ mul

Ovviamente, il sistema di equazioni (7.10), (7.39) deve essere equivalente al sistema (7.10), (7.42): la semplice
verifica e lasciata per esercizio.

In modo alternativo, si puo dedurre la seconda equazione cardinale riferita al punto A da quella gia scritta
per il punto M. In effetti, supponiamo di avere gia scritto la (7.37) e di voler scrivere I'equazione L(Q;) =
M©)(Q,) — Q1 AK. Utilizzando le formule di trasposizione dei momenti della quantita di moto e delle forze
esterne, si verifica subito che

(743)  L@) - [MY@Q) - @ AK| =L@ - [MYQ) -QrK]| - (@-Q)ARY,

dunque la scrittura della seconda equazione cardinale riferita a ()1 necessita solo del calcolo di (Q—Ql)/\R("‘),
una volta scritta la (7.37).

(zi) Le posizioni di equilibrio, soluzioni costanti delle equazioni cardinali, corrispondono alle soluzioni
del sistema R(®) = 0, M(¢) = 0. Il calcolo del momento ¢ indipendente dal polo, essendo la risultante nulla.
Nel caso dell’Esercizio 1, troviamo da (7.10) e da (7.38):

®p = klcosd
(7.44) Py = mag

—® 4 cosY + P sint + kfsind cosy = 0.

Utilizzando (7.41) anziché (7.38), la terza equazione in (7.44) di annullamento del momento va sostituita con
® 4 cos) = 2P sin: il sistema ottenuto € equivalente a (7.44) (verificare).

Le tre incognite nelle (7.44) sono le posizioni di equilibrio ¢} e le corrispondenti reazioni vincolari ® 4, ®p.
Sostituendo nelle terza equazione, si ha

(7.45) cos (sinﬁ - %) =0

essendo « il parametro adimensionale positivo m 4g/k¢. Nell'intervallo 0 < ¢ < 27 le soluzioni di (7.45) sono
¥ =m7/2, 9 = 3w/2 e i due angoli ¥*, # — ¥*, con 0 < ¥* < 7/2, soluzioni di sin® = «/2, nel caso in cui
a < 2 (a piccolo, fisicamente, significa che la molla riesce a contrastare il peso).

(zii) La Lagrangiana del sistema ¢ £ = T+ U, dove U ¢ il potenziale delle forze direttamente applicate, che
devono dunque essere di tipo gradiente. Nel caso dell’Esercizio, le forze (7.7) si riconducono al potenziale della

forza peso UP®*°(z,y,2) = —mgz e a quello della forza elastica U (x,y, z) = —§($2 +y?+22). Le coordinate
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devono essere quelle dei punti nei quali agisce ciascuna forza, in questo caso le coordinate (zps, ynr, za) di
M per la forza peso e le coordinate (z4,y4,24) di A per la forza elastica:

U, Y, 200, T, yas 24) = UP(xar, yns, 2u) + U (@A, 94, 24),

che si esprime nella coordinata lagrangiana come (vedi (7.1))
N T
(7.46) U(9) = —Mmagy sind — 55 cos” ¥

Si ha dunque ricordando (7.27):

: 2. 14 k
(7.47) L(9,9) = mAEﬁQ —mAgy sind — 562 cos? 0.
(ziii) Le posizioni di equilibrio utilizzando il potenziale U corrispondono alle soluzioni di
ou 14
0= 59 = —mAgy cos ¥ + kf? sin cos ¥

che equivale alla (7.45). L’uso del potenziale permette di comprendere agevolmente il carattere stabile o
instabile delle posizioni trovate: in base al Criterio di Dirichlet, le posizioni stabili corrispondono ai massimi

isolati per U.
2

Dato che a—ﬁg = kl?[(a/2 — sind) sin 9 + cos? 9], si determina il seguente schema:

9 =m/2 instabile
a>2:
U =3m/2 stabile

¥ =9* instabile

Y =m/2 stabile

¥ =m—19* instabile
¥ =3m/2 stabile

O<a<?2:

(per il caso o = 2, si osservi che le due soluzioni di sin®¥ = /2 coincidono in 9* = 7/2).
(ziv) L’equazione di moto lagrangiana e

doL oL 2

(7.48) %%—a—ﬁ:mAgb—&—mAg{cosﬁ—k€2sin1900819:0

2

che coincide con (7.40) moltiplicata per m_4¢?/2.

(xv) Le reazioni vincolari ®4j, ®pi sono note una volta risolto il sistema (7.10), (7.39) (oppure (7.42)),
che prevede lintegrazione della funzione 9¥(t). Possiamo tuttavia cercare di esprimere le forze vincolari in
funzione della sola ¥ (e non delle derivate prima e seconda), operando come segue.

I dati iniziali assegnano ¥y = 9(0) e J9 = 9¥(0). L’osservazione fondamentale consiste nello scrivere la
conservazione dell’energia

2. 14 k 2. 14 k
(7.49) T-U= mAEﬁQ + mags sin ¥ 4+ 552 cos? ¥ = mAEﬁ(Q) + mags sin g + 562 cos? ¥y = E,

valida per i sistemi a vincoli fissi, lisci e soggetti a forze di tipo gradiente.
Riferendoci alla (7.42) e utilizzando (7.40), si ha

3 1 3 0.
bp = ZmAgsinﬁcosﬁ — (2 — 50052 19) kl cos v — mTAﬁzcosﬁ

e ricavando m 40292 da (7.49), si ottiene

9 1
Op = ZmAgsinﬁcosﬁ — (2 —3005219) kfcos — 3E cos ¥.
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Dalle (7.10), (7.40) si trova poi
. 1 1 .
Ppsing — P4 cos = —imAgcosﬁ — 516500819811119

che permette di determinare anche ® 4 in funzione di ¥ e delle condizioni iniziali E.

7.2 Esercizio 2

Si studi il moto della sbarretta omogenea dell’Esercizio 1, con la differenza che 1'estremo A & vincolato in
modo liscio su un piano orizzontale Iy anziché su una guida rettilinea. Le forze applicate sono le medesime.
Risolvere i seguenti quesiti:

(7) Stabilire il numero dei gradi di liberta del sistema e introdurre opportune coordinate lagrangiane.
(#4) Determinare la posizione del centro di massa Py del sistema e scrivere la quantita di moto del sistema.
(#i7) Scrivere la prima equazione cardinale del sistema.

(v

(vi

Scrivere ’energia cinetica T' del sistema.

Calcolare il momento della quantita di moto del sistema rispetto al punto M, punto medio della
sbarretta.

)
)
)
(iv) Calcolare il vettore w, velocita angolare del sistema.
)
)

(vit) Esaminare le posizioni di equilibrio del sistema mediante le equazioni cardinali.
(viii) Scrivere la Lagrangiana del sistema £ =T + U, U potenziale delle forze direttamente applicate.

(iz) Esaminare le posizioni di equilibrio del sistema mediante la stazionarieta del potenziale e determinarne
il carattere stabile o instabile.

(x) Scrivere le equazioni di moto di Lagrange.

21) Individuare due integrali primi del moto e indicare un procedimento per studiare qualitativamente il
moto.

Svolgimento. Ripercorriamo i quesiti dell’Esercizio 1, soffermandosi solo sulle differenze sostanziali.

(1) I gradi di liberta sono in questo caso due: detto O il punto di intersezione fra il piano II4 e la guida
verticale s, le configurazioni del sistema sono determinate dall’angolo ¥ € [0,27) che la direzione B — A
forma con A— O e dall’angolo ¢ € [0, 27) che la direzione A — O forma con una retta di riferimento r fissata
su Il e passante per O. Si osserva che se Pestremo A & in O, configurazione per cui assumiamo ¢ = /2,
I’angolo ¢ € indefinito ed e necessario introdurre un secondo sistema di coordinate locali: affronteremo solo
marginalmente tale questione.

(7) Fissiamo un sistema di riferimento fisso ¥ = {0, (i, j, k) }, dove i ¢ il versore della retta rg, k il versore
della retta s, nel verso della verticale ascendente, e j = k Ai. Si ha

A — O =l cosV(cos pi + sin ¢j), B — O = /lsinvk
Il centro di massa e posizionato nel punto medio M della sbarretta:
¢ C
M—-0= 5 [cos ¥ (cos i + sin ¢j) + sin VK]
dunque la quantita di moto del sistema &

(7.50) K =myM = mAg {[—ﬁsinﬁcosgo— ¢ sin @ cos 9]i 4+ [0 sin 9 sin o + ¢ cos @ cos )] +1écos19k.}
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E’ utile considerare un secondo sistema di riferimento Sy = X = {0, (i1, j2, k) }, con

1

(751) 1] = m

(A — O) = cos pi + sin yj, ji =k Al = —sinpi+ cosgj.

Si e scelto Sy in modo che il moto della sbarretta avvenga sul piano coordinato di Sy individuato dai versori
i; e k. Il sistema Sy non e tuttavia solidale con la sbarretta. La velocita angolare wy del sistema rigido Sy
rispetto a X ¢ individuata dalla Proprieta 3.2:

Ricordando (7.12), si ha
(7.53) i =ws Al =@j1, 1 =ws Aj1 = —¢is.

14
Pertanto, tenendo conto che M — O = g(cos 91 + sin¥k), la (7.6) si scrive nel sistema Sy

0.
(7.54) K= mas I(— sin iy + cos Ik) +<,bcosz9j1}
(#4i) Le forze direttamente applicate sono la forza peso —m gk in M e la forza elastica —k(A — O) in
A. Le forze vincolari, per I'ipotesi di vincoli lisci, sono

D4 =Dk applicata in A

&5 applicatain B, ®p-k=0.

La struttura di queste ultime deriva dall’ipotesi di vincoli lisci: la forza vincolare in A deve essere ortogonale
al piano Iy sul quale avviene il moto di A, mentre la quella in B deve essere ortogonale all’asse s, lungo il
quale si muove B.

La prima equazione cardinale per il moto della sbarretta scritta nel sistema fisso X &

. . . , 2k 207
fcosz9<<,0sincp+(192+<p2)cosga>+sinz9(2<pﬂsingafﬂcosga) —— cosVcosp+ —=
ma mal
(7.55) cosﬂ(@cosw—(ﬂ + ¢ )smcp) —sm19(2<p79cos<p+19$1n<p) = ———cos¥singp + ,
ma mAE
. .. 2P 2
—§?sind + deosy = —4 — I
mAE l

nelle incognite ¥(t), p(t), Pa, %, ®%, dove si ¢ posto @ = Li+ PYj.
E’ sicuramente conveniente operare la scrittura della prima equazione cardinale nel sistema Sy: basta derivare
(7.54) rispetto a t e tenere conto di (7.53):

- . 2k 207
—¥sing — (92 + ¢?) cos ) = —— cos ) + —L
my mal
. . 2(1)111
(7.56) $cost) —2p0sint) = —L
mAE
. , 29 2
—92sind + Jeosy = —4 — %9
mAE /

dove si ¢ posto @5 = ®F'i; + ®%j;. La struttura pitt semplice rispetto a (7.55) deriva dal fatto che le
direzioni coordinate del sistema Sy si adattano in modo piu naturale al problema.

(iv) E’ importante comprendere come si calcola in questo caso la velocita angolare: il moto non avviene su
un piano, dunque non possiamo applicare la Proprieta 3.2.

Il modo migliore per orientarsi & quello di leggere il moto come composizione di pit1 moti rigidi e applicare
la seguente regola:
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Proprieta 7.7 Se un sistema rigido R compie un moto di velocita angolare wg rispetto ad un riferimento
So e quest’ultimo compie un moto rigido di velocita angolare wy, rispetto ad un riferimento X, allora la
velocita angolare assoluta di R rispetto a X é

W= wg + wy

Nel caso dell’Esercizio 2, dobbiamo pensare al riferimento ¥ come quello fissato al punto (i) e al riferimento
So come quello fissato in (7.51).
La velocita angolare della sbarretta relativamente al sistema Sy viene determinata mediante le Proprieta 3.2:

ws = Vi1
Dunque, ricordando la (7.52) si ha che la velocita angolare complessiva della sbarretta ¢
wy = pk.
La velocita angolare della sbarretta ¢ pertanto
(7.57) w = dj1 + ¢k = J(— sin @i + cos pj) + Pk.
(v) Per il calcolo dell’energia cinetica 1'utilizzo della (7.26) e reso difficile dalla non conoscenza del versore

di w, come per i sistemi piani: conviene dunque riferirsi alla (7.31), con @ centro di massa M:

1 o, 1
(7.58) T = 5mAM2 + 5w o(M)w

dove o(M) & 'endomorfismo (7.29). Per scrivere la matrice di quest’ultimo & opportuno fissare un sistema
di riferimento solidale S = {M, (e1, 3, €e3)}, con origine degli assai in M, per esempio nel modo seguente:

il primo asse, di versore ey, come la direzione orientata A — B,

il terzo asse, di versore e3, come la retta per M appartenente al piano che contiene O, A, B e ortogonale
a ep,

il secondo asse di versore es = e3 A ey.

Per le proprieta esaminate nella Proposizione 3.1 ¢ chiaro che le tre direzioni sono principali di inerzia e che
la matrice dell’endomorfismo (M) nel sistema di riferimento S si scrive

0 0 0
62
— 0
12
62

OmA

Bisogna fare attenzione al fatto che w va scritto rispetto al medesimo riferimento scelto per scrivere la
matrice. Il sistema solidale alla sbarretta scelto & orientato rispetto a quello fisso secondo le relazioni

1
e = M(A — B) = cos ¥(cos i + sin ¢j) — sin Ik,
(7.59) ey = —sin ¢i + cos ¢j,
e; = sin ¥(cos ¢i + sin @j) + cos Ik.

Essendo j; = es, ¢ sufficiente esprimere k nel sistema solidale per scrivere w:

(7.60) k = —sinde; + cosdes,
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dunque la (7.57) nel sistema solidale &
(7.61) w = ey + (— sindeq + cos ves)
e nel medesimo sistema 1’omografia di inerzia su w si scrive

0 0 0 —@sind
02 . 2 .
(7.62) c(Mw=| 0 MATY 0 9 =my— (1982 + pcos 19e3>
62 12

0 0 AT, pcost

2.
dunque w - o(M)w =m ATs (192 + 2 cos? 19) (tenere presente che il sistema solidale scelto ¢ ortonormale).

Possiamo ora calcolare 'energia cinetica del sistema mediante la formula (7.58) e utilizzando (7.50) per M:

1 2. 12y, 1 ;
T=-my— (192 + 2 cos? 19) ++-—mg— (192 + ¢ cos? 19) = —myl? (192 + ¢ cos? 19) .
2 4 2 12 6
(vi) Il momento della quantita di moto del sistema viene scritto ricordando la (7.33) che, rispetto al
punto M, assume la forma L(M) = o(M)w e il calcolo & gia in (7.62).
La scrittura del momento nel sistema fisso ¢ ottenuta ricordando le (7.59):
62
(7.63) L(M) = mATs

[19 (— sin i 4 cos j) + ¢ cos Y (sin ¥(cos i + sin ¢j) + cos ﬁk)} .
(vii) La seconda equazione cardinale riferita a M si scrive L(M) = M) (M), dove
M = (A— M)A (—=k(A=O0))+ (B—M)A®p+ (A— M)A ®,4.

Per derivare L(M) non conviene la (7.63), che pure ha il vantaggio di avere i versori costanti: torna utile
riferirsi alla (7.62), facendo attenzione al fatto che i versori sono dipendenti dal tempo e utilizzando (7.12)
per la derivazione. Si trova da (7.61):

€2 = w A ey = —p(cosve; + sindes), é3=wAes=e + $ sin Veo,
pertanto
L(M) = MATS [1962 — Y¥(cos e + sindes) + (P cos? — @I sind)es + ¢ cos ¥ (de; + ¢ sinves)| =
2o . :
(7.64) = maTy [(19 +¢? sind cos¥)ey + (P cos ¥ — 20 sin ¥)es.

A questo punto anche i momenti delle forze vanno calcolati nel sistema solidale.
Dato che A — O = £ cos¥i; = {(cos? Je; + sin cosdes) e j; = e, si ha, ricordando anche (7.60):

2
(A—M)A(-k(A-0)) = gel A (—kfsind cosdez) = k% sin ¥ cos Jeq,

(P sinvey — P es),

NS N

¢
(B=M)A®p=—jel A (PP + Ppji) =

14 14
(A—M)AN®,y = §e1 A D 4(—sinde; + cosdes) = f§<I>Acos19e2

e la seconda equazione cardinale riferita a M e

1/ k ® )

6 (19+¢2 Sinﬂcosﬂ) = m—Asim?cosﬁ — m::E cos ) + W@g sin ¥
(7.65)

! (épcosﬂ - 2¢19sin19) _ L w

6 mAg B -
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Le (7.65), unitamente alle (7.56), costituiscono un sistema di cinque equazioni nelle cinque incognite 9¥(t),
o(t), Pa, DG, Y.
E’ importante osservare che la seconda equazione in (7.56) e la seconda equazione in (7.65) implicano

(7.66) $cost) — 2p0sing = 0

e @ = 0. Quest’ultima condizione fisicamente significa che la forza vincolare in B ¢ contenuta nel piano
dei punti O, A, B coincidente con il piano coordinato solidale ortogonale al versore e;. Dunque ®p5 = ®3'i;
e % = Y cos g, P, = P} sing.

La (7.66) consiste in una delle due equazioni pure del moto, ovvero due equazioni nelle sole variabili
lagrangiane ¢ e o, prive delle tre incognite vincolari ®4, ®%', ®%. La seconda equazione pura viene
determinata combinando la prima delle (7.65) con la prima e la terza delle (7.56) in modo da eliminare le
tre incognite vincolari ® 4, ®%, ®%: i calcoli portano

Lo o g k g
(7.67) 3 (19 +¢ Sln19COS’l9) + ﬂcosﬂ - m—ACOSﬁsmﬁ = 0.

La (7.66), d’altra parte, pud essere scritta come

1 d 9
— (pcos®d) =0
cos?d dt (% ) =0,
dunque la quantitd ¢ cos??) rimane costante durante il moto e coincide ad ogni istante con la quantita
©(0) cos? ¥(0), nota dalle condizioni iniziali assegnate. Si & dunque determinato un integrale primo del

moto.
(vii) Le condizioni di equilibrio che si ricavano dalle equazioni cardinali (7.56), (7.65) sono

% = klcos,
(7.68) Py = mag

klsin® cos) — @ 4 cos ) + O sind = 0.
Sostituendo le prime due nella terza, si ottiene ’equazione
(7.69) cos¥(2klsind — mag) =0

identica a (7.45), come ci si aspetta: in effetti, il problema dell’equilibrio ha un’evidente simmetria rispetto
all’asse z e le condizioni di equilibrio devono essere le medesime qualunque sia il piano del fascio di asse z
contenente A, O, B. Al tempo stesso, tali condizioni devono essere le medesime che abbiamo individuato
nell’Esercizio 1, ristretto ad un solo piano: le soluzioni rispetto a ¢ sono dunque le medesime dell’Esercizio
precedente:

Y=m/2, ¥9=3n/2, =9 sea<2, V=m-0" sea<2.

D’altra parte, essendo la variabile ¢ assente dal sistema (7.68), qualunque valore di quest’ultima in [0, 27)
rende possibile ’equilibrio, in modo coerente con la simmetria assiale del problema.

Mentre per ¥ = 9*, 9 = m — ¥* non ci sono difficolta, per ¥ = 7/2, J = 37/2 la coordinata ¢ & indefinita:
pur essendo chiaro geometricamente di quale configurazione si tratta, in modo rigoroso sarebbe necessario
definire attorno a tali configurazioni, singolari per le coordinate scelte, un secondo set di variabili: non
approfondiremo tuttavia questa circostanza.

(viit) La Lagrangiana del sistema £ = T 4 U richiede solo il calcolo di U: ragionando come nell’Esercizio
precedente, basta calcolare il potenziale cartesiano della forza peso e della forza elastica nelle coordinate

L k
lagrangiane dei rispettivi punti di applicazione. Si ha pertanto U = U () = —MAgy sin — 562 cos? ¥ e

1 :
(7.70) L= émAEQ (192 + ¢? cos? 19) - mAgg sind — 252 cos? 1.
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(iz) La ricerca delle posizioni di equilibrio del sistema mediante la stazionarieta del potenziale si limita

all’equazione — = —magdy cos ¥ +kl? cos ¥ sind = 0, equivalente a (7.68). Si osservi che g—U = 0, essendo ¢

09

assente da U: questo fatto rappresenta nel formalismo della Lagrangiana 'indifferenza dell’equilibrio rispetto
a (, come si & visto nel punto (vii).

(z) Alla scrittura delle due equazioni di moto associate a (7.70) va premessa 1’osservazione importante che
la coordinata ¢ e ciclica, ovvero assente da L. Pertanto ’equazione relativa a tale coordinata viene scritta
in modo, per cosi dire, integrato come

oL 1
7.71 —— = —ml*¢cos® ¥ = costante
(7.71) g~ 3mal?
e da luogo all’individuazione di un integrale primo del moto. Si noti che & il medesimo integrale primo
determinato mediante (7.66).
L’equazione relativa a ¢ &

doL oL 1

(7.72) a0 99 §mA£2 (19 +¢? sin cos 19) + mAgg cos ¥ — k% cos ¥sint) = 0

che, divisa per m_4¢?, coincide con (7.67).
(zi) Oltre a (7.71), la quantita che si conserva ¢ 'energia totale

1 . ¢ k
(7.73) T—U=Zmaf? (192 + 2 cos? 19) +maggsind + 5% cos? 9 = £

che rappresenta il secondo integrale primo. La costante E & stabilita dalle condizioni iniziali.
Eliminando ¢ da (7.73) utilizzando di (7.71)), ci riconduciamo ad un’equazione differenziale del primo ordine
nella sola ¥ che puo essere analizzata dal punto di vista qualitativo.

7.3 Esercizio 3

Si consideri il sistema formato da un disco omogeneo D di raggio R e massa mp e da un’asta omogenea A
di estremi AB, di lunghezza L = AB e massa m 4. L’estremo A dell’asta & incernierato in modo liscio in un
punto Ap sul bordo del disco. 11 disco rotola senza strisciare su una guida rettilinea orizzontale r e sia I’asta
che il disco restano sul piano verticale II passante per r. Oltre alla forza peso, il sistema ¢ soggetto ad una
forza elastica di costante k che richiama il punto B verso B’, proiezione di B sulla retta r.

(i) Stabilire il numero dei gradi di liberta del sistema e introdurre opportune coordinate lagrangiane.
(7i) Determinare la posizione del centro di massa Py del sistema e scrivere la quantita di moto del sistema.

(#i7) Elencare tutte le forze che agiscono sul sistema, interne ed esterne, direttamente applicate e vincolari,
e scrivere la prima equazione cardinale del sistema.

(iv) Scrivere I'energia cinetica del sistema.

(v) Calcolare il momento della quantita di moto del sistema rispetto al centro del disco e scrivere la seconda
equazione cardinale del sistema utilizzando il medesimo punto per il calcolo dei momenti.

(vi) Scrivere la Lagrangiana del sistema e calcolare le corrispondenti equazioni di moto.

(vii) Scrivere le equazioni cardinali separatamente per i due rigidi del sistema e confrontare con le equazioni
lagrangiane.

Svolgimento.

(i) 1l sistema & composto da due parti rigide piane. Come sappiamo, un sistema rigido piano ha tre gradi
di liberta, riconducibili alle coordinate di un punto P; del sistema e all’angolo « che l'intero sistema forma
con una direzione fissa prefissata.
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Il disco che rotola sulla guida ha un solo grado di liberta: scegliendo il centro del disco come punto P, si ha
che la quota di P; ¢ costante, mentre I'ascissa ¢ proporzionale a a. Dunque la posizione del disco ¢ fissata
univocamente dalla rotazione di un angolo formato da un raggio solidale rispetto ad un raggio fisso.

L’asta ha anch’essa un solo grado di liberta: se si sceglie A come punto P, la posizione di A & determinata
dall’angolo di rotazione del disco, dunque la configurazione dell’asta € individuata completamente da un
angolo che essa forma con una direzione fissa prestabilita.

Si hanno cosi due gradi di liberta e i parametri lagrangiani che utilizzeremo sono:

(1) Tangolo ¢ che la direzione orientata A — C, essendo C' il centro del disco, forma con la direzione
orientata D — C, con D punto del disco sulla retta verticale per C, D diametralmente opposto al punto
di contatto K del disco con la guida,

(2) l'angolo ¥ che la direzione orientata B — A forma con la direzione verticale discendente passante per il
punto A.

Si introduce un sistema di riferimento fisso {0, i, j,k}, versori ortonormali, in cui
> il piano del moto II & quello ortogonale a j,
> la guida rettilinea passa per O e ha la direzione i,
> la direzione k & verticale ascendente,
>

Pangolo ¢ & scelto in modo che cresca se il rotolamento avviene nel verso i e in modo che ¢ = 0 (ovvero
A coincide con D) se il punto di contatto K & sovrapposto all’origine O,

v

I’angolo ¥ & scelto crescente in senso antiorario, ovvero dalla direzione verticale discendente per A verso
la direzione B — A.

Dopo aver osservato che I'ipotesi di rotolamento puro implica 'uguaglianza dell’ascissa di C' e di K con la
lunghezza dell’arco AD, possiamo scrivere le coordinate dei punti significativi rispetto al sistema cartesiano

{0,(i,5, k) }:
K — O = Ryi C -0 = Ryi+ Rk
A-0=(A-0C)+(C—-0)=(Rsinp+ Ryp)i+ (Rcosp + R)k
B—-0=(B-A)+(A-0)=(Lsind + Rsinp + Rp)i+ (Rcosp + R — Lcosd)k.
(#3) E’ utile per gli esercizi sottolineare il carattere additivo della (7.2) o della (7.3):

Proprieta 7.8 Se Pél) e PO(Q) sono rispettivamente il centro di massa dei due sistemi (discreti o continui)
81 e Sy, allora il centro di massa Py del sistema S; U Sy é mella posizione

1
(774) P—0= E (ml(PQ(l) o O) + TTLQ(P(EQ) _ O))

dove m = mq + mo € la massa complessiva del sistema Sy U Ss.

La Proprieta e naturalmente estendibile a piu di due sistemi.
Essendo il disco e la sbarretta omogenei, per le Proprieta 3.1 e 3.8 si ha che il centro di massa Py del sistema

¢ localizzato come )
Ph—-0=— " — M —
o — O ——— [mp(C — O) + ma( 0)]

essendo M il punto medio del segmento AB, di posizione

L L
M-0=(M-A)+(A-0)= (2sin19+Rsin<p+Rap>i+ |:—2COS’§+(RCOS(,D+R) k.
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Dunque

Py~ 0=

= 1{[mDR<p+mA <§SiIll9+RSin(p+R§0)] i+ [mDR+mA (SCOS§+RCOS@+R)] k}
m

conm=mp-+mauy.
Riguardo al calcolo della quantita di moto, si osserva che per un sistema composto puo risultare comodo
utilizzare la formula

(7.75) K=KV 4+K® = m1P(§1) + m2]'3é2)7
che si ricava derivando (7.74) rispetto a t. Applicando la (7.75) ai dati del problema, si ha

K = Kp+Ky=mpC+maM =

L . L .
(7.76) = {mDRgb +my (2 cos 99 + Rcosp + Rgb)} i+my <2 sin 99 — Rsin gpgb) k.

(7i7) Nel caso dell’Esercizio, si hanno le

e forze direttamente applicate: il campo della forza peso FP¢*° dei punti del sistema, la forza elastica
Fe! applicata in B,

e forze vincolari: la forza ® 4 applicata in A che vincola 'estremo dell’asta ad un punto del disco Ap,
la corrispondente reazione ® 4, = —®4 che l'asta esercita sul disco in Ap, la forza ®x applicata in
K che permette il rotolamento puro del disco sulla guida.

Allo stesso tempo, la suddivisione ¢ in
o forze interne: le forze vincolari ®4 e ®4,,,
o forze esterne: la forza peso FPes°, la forza elastica F¢, la forza vincolare ® .

Deve essere chiaro il carattere relativo della distinzione forze interne o esterne: lo studio del moto della sola
asta, ad esempio, sposta la reazione vincolare ® 4 nella categoria delle forze esterne. La scrittura delle forze
nel sistema di riferimento scelto consiste in

FI7°° = —mpgk applicata in C,
Fijfso = —magk applicata in M
Fe = —k(B — B') = —k(—LcosY + Rcosp + R)k applicata in B

dove B’ & la proiezione ortogonale di B sulla guida rettilinea.
Le forze vincolari applicate in A e in C', incognite, hanno direzioni non note e scriveremo

D = Pg i+ Pr ik,

analogamente per ® 4.
Derivando rispetto al tempo (7.76) si arriva alla scrittura della prima equazione cardinale:

mpR®+m 4 [5 ({900519— 192$in19) —|—R(¢COS1‘}— gbzsimp)] =&k,

(7.77)

N

ma [ (ésin19+192cost9) R(ébcos<p+cpzcos<p)] =

=-—mg — k(R — Lcos?¥+ Rcosp) + Px k.
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Le incognite nelle due equazioni (7.77) sono ¢(t), 9(t) e le componenti @ ;, Px j.
(iv) L’energia cinetica & T = Tp + T4, ovvero la somma dell’energia cinetica dei due elementi rigidi che
compongono il sistema. Utilizzando la (7.26), si ha

1 . 1 1 . 1
(7.78) Tp = 5mpcz + ilmjw%, Ty = §mAM2 + §IwAw?4
dove wp = ¢j, wa = —19j sono le velocita angolari delle due parti rigide e I,,, € il momento di inerzia del
2

L
disco rispetto alla retta di direzione j passante per C, I,, = m ATy (vedi (7.24)) ¢ il momento di inerzia
dell’asta rispetto alla retta di direzione j passante per M.
Per il calcolo di I, si scelga un sistema di riferimento ortogonale (£,7) di versori e,i, e, e si posizioni il
centro del disco nell’origine degli assi. Si ha, scrivendo l'integrale in coordinate polari:

2w R
_ Mo 2,p_ ™MD 3 R
D 00
Complessivamente la (7.78) si scrive
1 2.2 1 2.2
T = imDRQO +1mDR§0 +
1 L? 2.2 2 2.2 1 2,92
+ 5mA Zﬂ + 2R*¢* + LRpY[cos(¥ + ) + cos V] + 2R*p* cos ¢ +ﬂmAL 9 =
2 3 -2 L2 a2 LR Lo
(7.79) = R Zmp—i—mA(l—i—cosgo) @ +mAFﬁ —&—mAT[cos(ﬁ—i—go)—i—cosﬁ}cpﬁ.

(v) Il momento della quantita di moto del sistema rispetto a C viene calcolato utilizzando (7.33),
separatamente per le due parti rigide. Per il calcolo di L4(M) conviene riferirsi al centro di massa M e
scrivere

(780) L(C) = LD(C) + LA(C) = LD<C) + LA(M) + (M — C) ANK 4.
Per la sbarretta si calcola 'omografia di inerzia o.4(M) procedendo come in (7.34) per trovare

L2

La(C) = —MATs

; L L
Yj+my [(2 sinﬁ—i—Rsingp) i+ (—2 Cosﬁ—i—Rcosgo) k} A

A quécosﬁ—k&bcosgo—k&b) i+ <§§sin19—Rgbsing0) k] =

L?. LR

. LR
=my [319+ 7(¢+19) cos(¥ + o) + (R2(1 + cosp) — 2(:0319) 4 j-

Per il calcolo dell’omografia di inerzia op del disco si considera il sistema di riferimento solidale {C, (e1, ez, e3}
in cui

> il versore e ¢ quello della direzione orientata A — C,

> il versore es coincide con j,

> ez =e; Nej.

La direzione ey € principale in base al punto 1 del Corollario 3.1, la direzione e ¢ principale per la Propo-
sizione 3.1, essendo il piano ortogonale a e; e passante per C' di simmetria materiale. La direzione ez &
principale per il punto 2 del Corollario 3.1, ma anche perche e ortogonale ad un piano di simmetria materi-
ale.
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Abbiamo dunque tracciato un sistema di riferimento solidale principale e centrale. Rispetto a tale
sistema la scrittura della matrice dell’omografia di inerzia (7.32) &

R2
R2
R2

Infatti, i momenti deviatori sono tutti nulli. Inoltre, i due momenti di inerzia I, I3 rispetto a e; e rispetto a
e3 sono evidentemente uguali per la simmetria del sistema; d’altra parte, la loro somma deve coincidere con
il momento di inerzia I rispetto alla direzione ey ortogonale al piano del moto, in virtl della (7.20), dunque

1 1
Il = 13 = 5]2 = ZmDRQ.

La scrittura di wp nel sistema solidale & semplicemente wp = ez, dunque lapplicazione della (7.33) da
luogo a

mpR? /4 0 0 0 72
Lp(C) = 0 mpR?/2 0 ¢ | =mp¢i.
0 0 mpR? /4 0

Il momento delle forze esterne rispetto al punto C' &

ME(C)=(M - C)AFY* + (B-C)AF! + (K —C) A By =

L
= (23im9 + Rcos cp) iA(—mag)k — k(Lsind 4+ Rsinp)i A (Rcosp — Lcost + R)k — Rk A Ok ;i =

L
= [mAg (2 sin ) + Rsingp) + k(Lsind + Rsing)(—Lcosd + Rcosp + R) — R@Kﬁi] J.
Per scrivere la seconda equazione cardinale (7.37) si esegue il calcolo
. R? LR LR .
L(C) = [mpz +my (2 cos(V + ) + R?*(1 + cos @) — - Cosﬁ)] ©j+
LR L2\ ..
+ma 7005(19—&—90) —mA 9j—
L L : 1 .
—my KQR sin(d + ) + R?sin ga) - TR sin(d + )9 + LR <sin(19 +¢) — 3 sin 19) gbﬁ} s
) LR .
CAK =my <R2¢2 sin g — 2R<p1931n19>j
per ottenere infine
R? LR LR .
(7.81) {mDQ +my (2 cos(¥ + @) + R*(1 + cos ) — —5 cos 19)} ©+
LR L2\ ..
+my 7005(19—1—90) —ma 9 —
LR LR : :
—my [2 sin(d + ¢)p* — - sin(¥ + ¢)9? + LR@U sin(9 + 30)} =

L
=mug (2 sin? + Rsin<p> + k(LsintY + Rsiny)(—Lcos?d + Rcosp + R) — ROk ;

73



Le equazioni cardinali per il sistema in esame consiste nell’insieme delle tre equazioni (7.77), (7.81) nelle
quattro incognite ¢(t), ¥(t), @k, Pk i il fatto non deve sorprendere, in quanto solo per i sistemi rigidi le
equazioni cardinali sono sufficienti alla risoluzione del moto. In effetti, le (7.77), (7.81) riguardano la scrittura
delle cardinali di un sistema complessivamente non rigido, ma composto da parti rigide. La prosecuzione
dello studio del moto del sistema attraverso le cardinali necessita di equazioni aggiuntive, determinabili
applicando le cardinali separatamente al disco e alla sbarretta. Allo stesso modo, la determinazione della
forza vincolare interna applicata in A avviene secondo la medesima procedura, dato che essa, come del resto
ogni forza di tipo interno, non puo comparire nelle equazioni cardinali scritte per I'intero sistema.

(vi) Alla scrittura della Lagrangiana dobbiamo premettere un’osservazione essenziale. Il vincolo di rotola-
mento puro nel punto di contatto K € non liscio: & proprio I'attrito a permettere tale comportamento. La
condizione da imporre per ottenere il rotolamento puro e quella di velocita nulla del punto di contatto. Se
immaginiamo di sostituire al disco il sistema dei tre punti C', K e A, la scrittura delle equazioni di moto
di tipo lagrangiano (ovvero nello spazio dei movimenti possibili) per tale sistema discreto non comporta la
presenza della forza vincolare in K, dato che questo punto e fermo.

Si puo dunque procedere, negli Esercizi di questo tipo, alla scrittura della Lagrangiana se le forze direttamente
applicate sono riconducibili ad un potenziale. Nel nostro caso abbiamo L£(1, ¢, ¢, 19) =T, @, o, 19) +U(9, p),
dove T ¢ la funzione (7.79) e U & il potenziale nelle variabili lagrangiane:

L
U, p) = —mAg(—§ cos + Rcosp) — g[R(l + cos ) — Lcos ]2

Il potenziale della forza peso agente sul disco, costante, & stato omesso, cosi come la costante R nella quota
di M.
Le equazioni di moto lagrangiane sono pertanto

2

L* . LR ’ LR
mA—- q9+mA7[cos(19 + ¢) + cos ) <P+mA7gb2 sin(d + o)+

L
+mAg§ sin¥ + kL[R(1 + cos ) — Lcos¥] sind = 0,

(7.82) i

3 - LR . R
2R? <4mp + (1 + cos @)mA> <P+mA7[cos(19 + ) + cos 9] ¢ —mA7gb2 sin p—

LR .
—mA7192 [sin(d + ) + sin] — magRsinp + kR[R(1 + cosp) — Lsind]singp =0

(vii) Per operare il confronto fra le equazioni cardinali e le equazioni lagrangiane (7.82) scriviamo le cardinali
separatamente per i due sistemi:

mpC =FR*° +®x — By,

d
%(O'D(C)MD) = (K—C)/\q)k — (A—O) ADy,
m T = F7C° + F 4 @,

@ (oa(M)w) = (B~ M) A[-K(B — B + (A~ M)A @,
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che portano al sistema delle sei equazioni

mpRY =Py, —Pa,;

)

0=—mpg+Pxir—Pa

2

R* ..
mp—- $=—-ROg,;+ R(Pasing — Py ,cosyp)

2|t

(7.83) ma { (19 cos ¥ — V2 sinﬁ) +R ((cosgp +1) ¢ —? Simp)] =0y,

Nliey

ma { (@Sinﬁ—&-mcosﬁ) —R(¢sin<p+<pzcos<p)] =

=—mag — k(Rcosep — Lcost + R) + Py p,

L? .. kL . L .
—MaTy 9= el sin¥[R(1 4 cos p) — L cos ] + 5 (Papsing — @4, cosdd)

nelle sei incognite ¢, ¥, ®x i, Pr i, Pas, Pa k-
Sostituendo la prima equazione nella terza, si ottiene

(7.84) ng = —Bai(1+cosp) +Bagsing.

La quarta e la quinta equazione scrivono direttamente le componenti di ® 4 in termini delle variabili la-
grangiane e delle loro derivate: liminando dalla sesta equazione e dalla (7.84) ®4,; € ® 4 1 si trovano appunto
le due equazioni (7.82).

Rispetto alle cardinali complessive (7.77), (7.81) le (7.83) sono sicuramente di pilt semplice scrittura e
permettono una lettura piu agevole della dinamica del sistema: e importante comunque comprendere e
sviluppare anche i punti (i) e (v), per acquisire pratica con 'applicazione delle cardinali.

7.4 Esercizio 4

Su un piano verticale 7 si consideri una semicirconferenza omogenea S di massa M e diametro OA = 2R.
L’estremo O & fisso e la rotazione attorno ad esso avviene in modo liscio. Il punto A & attratto da una
molla di costante k fissata nel punto ) appartenente alla retta orizzontale r di m passante per O e a distanza
2R da O. Si considerino le configurazioni del sistema per cui, quando il punto A & sovrapposto a €2, la
semicirconferenza S ¢ al di sotto della retta r.

Un punto P di massa m ¢ vincolato in modo liscio sulla semicirconferenza. Sul sistema materiale (S U P)
agisce la forza peso.

(i) Determinare il centro di massa del sistema.

(#4) Scrivere il potenziale delle forze applicate e determinare le configurazioni di equilibrio del sistema,
discutendone la stabilita.

(#i¢) Supponendo fissati k, R e M e facendo variare la massa m del punto, qual & la maggiore apertura
dell’angolo fra la direzione A — O e la verticale discendente che consente di avere equilibrio stabile?

(iv) Sempre fissando k, R e M, calcolare il valore da assegnare alla massa m per avere equilibrio stabile
nella configurazione in cui il diametro OA della semicirconferenza sia inclinato di 45° rispetto alla
direzione orizzontale.

(v) Calcolare 'energia cinetica del sistema.
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(vi) Scrivere la Lagrangiana e le corrispondenti equazioni di moto.

(vii) Scrivere la seconda equazione cardinale per la semicirconferenza, riferendosi al punto medio C' del
diametro OA per il calcolo dei momenti.

(viii) Scrivere la seconda equazione cardinale per la semicirconferenza, riferendosi al punto O.
(ixz) Senza eseguire calcoli, descrivere un metodo per calcolare le forze vincolari in O e in P.

Svolgimento.

(¢) 1l sistema ha due gradi di liberta: le configurazioni del sistema sono individuate dagli angoli ¢ e ¢ che
le direzioni orientate A — O e P — C, essendo C' il punto medio di OA, formano con la direzione verticale
discendente. Siha ¢ € [0,27), 9 € [p — 7, ¢].

Fissando il sistema di riferimento {O, (i,j,k)} con i = E(Q — 0), k versore verticale ascendente e j = k A,

si trova:
C—0=R(sinpi —cospk), A-0=2(C—-0), Q-0 =2Ri
P—-0=(P-C)+(C—-0)=R](sinpg+sint)i— (cos ¢ + cos ¥)k].
Il centro di massa P; di S ¢, per la Proprieta 3.1, sulla retta per C ortogonale alla direzione A — O.
1
Per determinarne la posizione sulla retta si fissa un riferimento piano {C, (e, e3)} dove e; = E(O —C)e

es = jAe; (es ¢ il versore della retta ortogonale ad A — O passante per C). Se dunque, in tale riferimento,
P, — C = &e; + meq, si ha & = 0 e np viene calcolato mediante (7.4), in cui C ¢ la curva P(¢) — C =
R(costpe; + sinves), ¥ € [0,7):

1/ 2R
n = —/Rsiandw = —
™R
0

™

2R

Dunque P, — C' = ——(cos pi+sin k) e, per la Proprieta 3.8 il centro di massa del sistema SU P ¢ il punto
T

P, tale che

1
= R {(Wcos<p+msin19>i <Wsin<p+m(?0819> k]~
M+m T s

(#4) Per lo studio dell’equilibrio scriviamo il potenziale associato al sistema, dato dalla quota del centro di
massa moltiplicata per —(M + m)g e dalla distanza al quadrato (4 — ©)? moltiplicata per —k/2:

Ulp,?) =
oM

R k
=—(M+m)g <_M+m <7T sin<p+mcosz9) — Rcos<p> — §4R2 [(sinp —1)i — cosgak}2 =

2M
(7.85) = (gR + 4kR2> sing + (M + m)gRcosp + mgRcos¥ + costante.
T

La condizione di stazionarieta del potenziale porta alle equazioni
cos¥ =0, tanp = a,
dove « ¢ il valore positivo adimensionale

2 2
— IRHARRT e okR /Mg

M +mgk 2 T4mpr Y

(7.86) o=

Detto ¢* I'unico angolo in (0, 77/2) tale che tan ¢* = «, si ha che, compatibilmente con I'intervallo di esistenza
per ¥ € [p — 7, ¢], le posizioni di equilibrio corrispondono alle due configurazioni

&1 (p=¢", 9=0), E: (p=p"+m ¥=m).
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Per la stabilita basta calcolare la matrice hessiana:

2 2
gsg 86:,059 —(14 M/m)(asin e + cos ) 0
=mgR
0?U  9*U
~Z - = 0 — cos
00y 002 o8

mediante la quale si comprende subito che & & di equilibrio stabile (essendo la matrice hessiana definita
negativa), mentre & & instabile (hessiana definita positiva).

(731) Dalla (7.86) si vede che, fissati i valori di k, R e M, ’angolo « decresce monotonicamente da ay =
2(1/m +2kR/Mg) a 0, al crescere di m da 0 a +00. E’ dunque ag ’estremo superiore (come angolo limite,
al tendere a zero della massa m) della tangente dei possibili angoli di apertura.

(tv) Si deve avere p* = /4, ovvero a = 1. Risolvendo rispetto a m, si trova

1 2kR

che presuppone, per I'assegnazione dei dati, la condizione

BR w2
Mg 4

La prima frazione va letta, fisicamente, come il confronto della contrapposizione fra la gravita e la forza
elastica: la condizione richiede dunque che la forza elastica non sia troppo debole (o la massa M troppo
grande), altrimenti non & possibile mantenere I’equilibrio alla posizione richiesta. Nei termini di quanto visto
al punto (#ii), la condizione equivale a «p > 1.
(v) L’energia cinetica T' del sistema consiste nella somma dell’energia cinetica Ts della semicirconferenza
e di quella Tp del punto P. Per quest’ultima si ha

1

. 1 . . 2
Tp = §mP2 = imR2 {(gbcoscp +Jcos)i+ ($sinp + ﬂsinﬂ)k] =

1 . .
= §mR2 (<,'02 + 9% + 20 cos(p — 19)) .
Quanto alla semicirdonferenza, applichiamo la (7.26):
[ FPECIR. 2
(7.87) Ts = §MP1 + §Ip1w5

dove ws = —¢j ¢ la velocita angolare di S e Ip, ¢ il momento di inerzia (7.21) della semicirconferenza rispetto
alla retta di direzione j passante per P;.
Per il Teorema (7.18), si ha

(7.88) Ip, = Ic = M(2R/m)?,

essendo I¢ il momento di inerzia in C rispetto alla direzione j.

Per il calcolo di I effettuiamo la seguente considerazione.

Il momento di inerzia rispetto alla direzione fissata della circonferenza intera omogenea C di medesimo raggio
R e massa yu=2M e

. =t [yp- 'QdP:L/2 3dp = uR?.
(7.89) c=g5.x [[(P=C)A]] 5. f | 2T de = uR
C 0

Richiamando la Proprieta 3.4, applicata alle due semicirconferenze identiche S, S; che compongono C si
trova per Ic che compare in (7.88):

1 1
(7.90) Ic = 515 = 52MR2 = MR
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Pur essendo agevole, in questo caso, il calcolo di I mediante I'integrale come si ¢ fatto per IS, si & usata
questa procedura perché possa essere utilizzata in altre circostanze analoghe (semidisco, contorno di un
triangolo equilatero, ...).

4
Da (7.90) si trova Ip, = (1 - 2) MR? e da (7.87)
71'

2
1 2 2 1 4
Ts = —MR*¢* || Zsinp+cosp |i+ [ —=cosp+sing | k| +=(1—-—= | MR?*p? = MR*p%.
2 T T 2 w2

Ben pit semplice ¢ il calcolo eseguito scegliendo @ = A nella (7.26):

4 2R\ ?| . .
(1 - 772> R?+ R*+ (T> ] @? = MR?¢?.

Come al solito, si sottolinea il vantaggio di esercitarsi sul calcolo delle quantita meccaniche richieste appli-
cando le formule da piu punti di vista e valutando con ’esperienza la convenienza di un metodo rispetto ad
un altro.

Si osservi che sarebbe errato applicare (7.18) per calcolare T4 mediante I (va scelto il centro di massa).
(vi) La Lagrangiana del sistema &

M
(Ip, + M(Py — A)?) ¢* = —

1 1
Ts = —Taw? = =
ST piav =y 2

1 1 . .
L=T+U-= (M + 2m) R2p% + §mR2 (192 + 2919 cos(p — 19)) +

+(M + m)gR (asinp + cos p) + mgR cos ¢

a cui corrispondono le due equazioni di moto

(M + %) @ +m 9 cos(p — 9) + mid?sin(p — 9) + (M + m)%(singp —acosp) =0,
(7.91)
m +m P cos(p — ) — m@?sin(p — ) + m? sing = 0.
T
(vii) Calcoliamo 'omografia di inerzia per la semicirconfenrenza relativa al punto C. Si sceglie il sistema
solidale {C, (e1, ez, e3)} come in (i):

1
(7.92) e = E(C - 0), e =], es =jAeq.

Per la proprieta 1 della Proposizione 3.1, la terna & principale di inerzia. La matrice dell’endomorfismo si
scrive

1
Lo o SME 0 0
0 I, 0 |= 0 MR® 0
f 1
0 0 I 0 0 MR

Infatti, I & esattamente I, calcolato in (7.90).
Quanto al calcolo di Iy, riferiamoci a I, momento di inerzia del cerchio C che completa la semicirconferenza
rispetto alla retta che passa dal centro ed & contenuta nel piano del cerchio. Per la (7.20) e per il calcolo

1 1 1
eseguito in (7.89), si ha I{ = §MR2 = MR?. A sua volta, I, = 5110 = iMRQ.

1
Infine, per la proprieta (7.20) si ha I3 = I, — I; = §MR2.
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Applichiamo ora la (7.33) alla semicirconferenza S con Q = C":

Ls(C) = M(P, — C)AC + 05(C)ws =

1
SMR? 0 0 0
2R? 2
= — " Mp(cos pi + sin pj) A (cos i + sin pj) + 0 MR? 0 - | =
0 1
0 0 -MR? 0
2
— _MR2j.

La seconda equazione cardinale (7.37) per il sistema S & dunque

(793) —MRYj=—(P,—C)AMgk+ (O—-C)AN®o+ (P—-C)AN(—Pp)+ (A—C)A[-k(A—-Q)].
L’ipotesi di vincolo liscio riguardo alla forza vincolare su P permette di scrivere

(7.94) ®p = @p(—sindi+ cosvk),

con ®p scalare incognito. Ponendo ®p = @p ;i + Po ik, la (7.93) porta a
.2
~M@+—Mgcosp — Po;cosp — Do sing + 2K Rcosp = 0.
. ;

(viii) Riferendosi al punto O, la (7.37) assume la forma Lg(O) = Mg)(O), dove il momento delle forze
esterne che agiscono su § O &

(7.95) M (0) = —(P, — 0) A Mgk + (P — O) A (—®p) + (A — O) A [—k(A — Q).

Occupiamoci del calcolo del momento della quantita di moto, partendo dalla (7.33) Ls(O) = 05(0)ws. Si
sceglie il sistema di riferimento solidale {O, (e1, e, e4)}, dove i versori sono i medesimi di (7.92). Si osservi
che la Proposizione 3.1 non & applicabile, come in (vii), per concludere che la terna & principale: il piano
coordinato ortogonale a e; non ¢ piu di simmetria materiale, la terna scelta non proviene da una traslazione
lungo gli assi della terna principale centrale.

Indichiamo la matrice dell’lomografia di inerzia os(O) con gli elementi

I I I
g 139 Ig
Iy Ig 19

1
Siha IO =1, = §MR2, dato che C'— O & parallelo a e;. Inoltre, per (7.18), si ha

4
I =Ip + M <32 + 2) = 2M R?
™
dove Ip, ¢ come in (7.88). Pertanto, dalla (7.20) si determina il terzo elemento diagonale
I =19 — 1P = gMR2.

Per i momenti deviatori, si ha I = IQ% = 0, essendo ey direzione principale. Eseguiamo il calcolo del
momento deviatore restante, utilizzando (7.22) e parametrizzando S come R[(cost + 1)e; + sin yes]:

MR2 2

TR

1103 = —%/[(P—O) -e1][(P—0) - eg]dP = — /(cos¢+1sin1/))Rd¢: MR (m —2).
S 0
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Dunque

MR2/2 0 ((2/m) — 1)MR?
0
Ls(0) = 05(0)ws = 0 2M R? 0 —¢ | = —2MR?¢j.
0
((2/7) —1)MR? 0 3MR? /2

Un controllo puod essere effettuato mediante la regola di trasposizione Lgs(O) = Lg(C) + (C — O) A K,
essendo Ks = M Py la quantita di moto della semicirconferenza. In effetti, si ha (C' — O) A Kg = —M R%pj
che coincide con Ls(0O) — Ls(C) = —2M R2¢j + M R%pj.

Osserviamo anche che il prodotto di os(O) con con ws rende inutile il calcolo del momento deviatore, dato
che la velocita angolare ¢ sempre diretta secondo una direzione principale: Abbiamo comunque eseguito il
calcolo di I per illustrarne il metodo.

Calcolando i prodotti vettoriali in (7.95), scriviamo infine la seconda equazione cardinale riferita ad O come

. 2
(7.96) —2MR¥Y = Mg (Simp— cosgp) + ®psinp + Ppcosp — 4K Rcos .
T

Per esercizio si verifichi il passaggio diretto da (7.93) a (7.96) tramite la (7.43).
(iz) Assumendo di aver calcolato le funzioni ¢(t) e ¥(¢) utilizzando le (7.91), abbinate a opportune condizioni
iniziali, per determinare la forza vincolare esterna ®¢ che tiene fermo ’estremo O e la forza vincolare interna
®p con cui la guida S trattiene P ¢ sufficiente scrivere la prima equazione cardinale, separatamente per i
due elementi del sistema: -

M P, Z—Mgk—]{i(A—Q)—l-‘I>0—¢’p

mP = —mgk + ®p.
Dunque ®¢ = (M + m) Py +(M + m)gk + k(A — Q) e, ricordando lipotesi (7.94) si ha
—®psintg = mR(P cosp — psinp + o cos ) — 92 sin ),
®pcos) = mR(Psinp + 2 cos 4 9 sind + 92 cos V) + my.

Infine si trova

®p,; =2kR(sinp — 1)+

+R [(25:45111904— (M+m)cosg0) ©+ <27]:/[ cos p — (M+m)sin<p> ¢ +mecost P+ —msinﬁﬁﬂ ,
Dok = (M +m)g — 2kR cos p+

+R [(27]:4cosg0+(M—|—m)sin<p) o+ (—27]:/[sing0—|—(M—|—m)cos<p> P2 zmsinﬁﬁ—k—mcosﬂfp} ,
@p:m<g+R(¢2+192)).

7.5 Esercizio 5

Un disco omogeneo di raggio R, centro Py e massa m e vincolato su un piano verticale II e rotola senza
strisicare sulla guida T'(A) CII, A € I C R. La curva I' & regolare per ogni \ € I.
Sul sistema agisce direttamente solo la forza peso.

(1) Introdurre un sistema cartesiano ortogonale {O(i,j)} su II e determinare le coordinate del centro di
massa Py in funzione di A.
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(7i) Scrivere 'energia potenziale del sistema e determinare le posizioni di equilibrio del disco.

(#i¢) Determinare il vettore w velocita angolare del disco in funzione del parametro A e della derivata A

(v

(vi

(iv) Scrivere 'energia cinetica e scrivere la Lagrangiana utilizzando A come coordinata lagrangiana.
) Scrivere la prima equazione cardinale nel sistema di riferimento intrinseo alla curva.

Scrivere la seconda equazione cardinale riferita al punto Fp.

Svolgimento
(7) Sia I'(A) — O = z(MN)i + y(A\)j I'equazione cartesiana della curva nel sistema di riferimento fissato. Il
vettore tangente alla curva & I'V(X) = 2/(M\)i+ y/())j, mentre la direzione normale & individuata da

1 F/ . 1’\// yllx/ _ .T/Iy/ X .
kn = |2 <FH - T2 FI) = (x’2 i y/2)2 (—y'i+2'j).
dove k ¢ la curvatura:
(7.97) k() = T =Y

(z./2 + y/2)3/2 :

Se C' ¢ il punto su I'(\) di contatto fra il disco e la curva, il vettore Py — C' & diretto lungo la normale,
pertanto

(7.98) Po(A\) = O = (Py— C) + (C — 0) = £Rn(A) + (T(\) — O),

dove la scelta + va eseguita in modo che Py — C' e n siano orientate nello stesso verso.
(i1) L’energia potenziale consiste in

V(A) =mg(Po—0)-j=mgly(A) £ Rn(A) -j].
Ricordando che, rispetto all’ascissa curvilinea s, vale

dn _dn , = ,

si trova per la stazionarietd V'(A) = 0 la condizione
(7.99) y'(A) £ R(=kT"(N)) - j = [L £ (=kR)]y'(A) = 0.

Il significato di y'(A) = 0 & chiaro: si ha equilibrio nelle posizioni A = A* in cui il vettore tangente alla curva
¢ orizzontale: IV(\*) = /(A\*)i, quest’ultimo non nullo, essendo la curva regolare per ipotesi.
Per quanto riguarda invece 'annullarsi della quantita nella parentesi quadra in (7.99), si ha che

1. nei tratti di " in cui in (7.98) va scelto il — non ci sono altre configurazioni di equilibrio,

2. nei tratti di T in cui in (7.98) va scelto il + si ha equilibrio in A = A se il raggio di curvatura e R:
k(A) =1/R.

Per esercizio, si traccino graficamente delle situazioni per evidenziare le posizioni \* e per mostrare concre-
tamente i casi 1 e 2.

(i4i) Essendo il sistema in esame piano, per determinare w basta stabilire un angolo che una direzione
solidale forma con una direzione fissa: si consideri ad esempio la retta verticale r di II passante per Py di
direzione orientata j e la retta solidale s passante per Py e per P, punto fissato sul bordo del disco.
Chiamando ¢ ’angolo PPyA, dove A € r ¢ tale che A — Py = Rj, e stabilendo  crescente in senso orario,
ovvero da r verso s, si ha

(7.100) w=—¢k

81



conk =1iAj.

Piu complesso ¢ stabilire la relazione tra ’angolo ¢ e il parametro A. A tale proposito, si consideri il punto
B diametralmente opposto a C sul bordo del disco e si chiami 1 ’angolo BPyP, scelto crescente da 7 verso
s, essendo rg la retta orientata B — Fp.

Va ora osservato che 1’angolo BPOA, che B — C, normale a I/, forma con la verticale, & uguale all’angolo
che la direzione I tangente alla curva forma con la direzione orizzontale. Se E ¢ il punto tale che E —C =i
(ovvero E & sulla retta orizzontale per C' e segue C), ¥ & angolo che I forma con la direzione orientata
FE — C, dunque

1
cosd) = WFI i sing = WF/
ovvero
I j ‘(A
(7.101) ¥(A) = arctan g ‘: = arctan z’é)\;'

Scegliendo crescente 9 da r g, la relazione fra gli angoli e
(7.102) Y+ =

D’altra parte, I'ipotesi di rotolamento puro equivale a
A

(7.103) Ro) = [ I Goldn
Ao

dove Ag deve corrispondere a ¢ = 0, ovvero alla posizione del disco in cui P & sovrapposto a B. Nella (7.103)
I’ascissa curvilinea ¢ scelta crescente in modo coerente con A e con .

Sostituendo (7.101) e (7.103) in (7.102), si trova

©(A\) = arctan i\\ /|F' )|dp.

La velocita angolare (7.100) espressa mediante il parametro X e la derivata A & dunque

1 / 1 1" ! — ! Ve —
o= = (FIIOI+ s Y00 = "] ) A
1 ! R " ! " / \

=~ IO (14 b e ) - ] ) Ak

dove |I'] = (2"*(A) + /> (\) /2.
E’ interessante il confronto con la curvatura (7.97):

!/ /
(7.104) w=— ‘F;;\” (1+ kR sign (y'z' — 2"y")) Ak = — |F]({>\)‘ <1 + RE; sign (y'z" — 2" ’)> Ak

essendo Rr = 1/k il raggio di curvatura della curva di appoggio I'. Nel caso di I' circonferenza di raggio
Rr, la (7.104) da

_ Rr R\ .
W= <1+RF)>\k_ (1+ Rr/R)\k

Nel caso limite, invece, di supporto rettilineo I'(A\) —O = e, A € R e e versore costante, si ritrova la formula
nota w = —(A/R)k.

(iv) Nel sistema intrinseco alla curva si ha

(7.105) Py = (1 T ER)AT,
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(si osservi che nel sistema di riferimento intrinseco alla curva I' la velocita ha componente solo tangenziale),
dunque 'energia cinetica del disco e

1 ‘ 1
T= imﬂQ\F’F)\Q + ZmRQw2 =

1 1 :
=5m [52 + 5 (1+ kR sign D()\))2] IT7|2)2

dove D(\) = det ( ;:,l,(()/\\)) yy,l,((/;)) ) e 8= (1FEkR).

La Lagrangiana del sistema &

1 1 .
(7.106) L=T-V= 5 m {52 + 3 (1+ kR sign D()\))Q] 'A% + mgy(\) + %z’()\) sign D()).

(v) La prima equazione cardinale consiste in
m Po =—-mgj+ P

essendo ® = &t + ®,n (dove t = I'V/|I”|) la forza vincolare in C nelle componenti tangente alla curva I' e
normale ad essa. Da (7.105) si trova

Py =B (A7 + 02") 5 RE () RV =

LT T, . .
= {5 <A+ TP )\2> ﬂpk’()\))\Q}F’ + BIT|2kAn.

La prima equazione cardinale scritta nel riferimento intrinseco consiste dunque nelle due equazioni

. . 1
BT A+ (AL -T" F K RIT?) A = —gy'(A) + —
(7.107)

/
2,39 T ) 1
BIT'2kA% = —gﬁ sign D(X) + E(I)”'
(vi) Il momento delle forze esterne calcolato rispetto a Py & (C — Py) A ® = £R®;k. D’altra parte, tenendo
presente la (7.104), si trova

|Fl](%/\)| (1 + kR sign D()\)) Ak.

1
L(Py) =o(Py)w = —QmR2
La seconda equazione cardinale porta dunque all’equazione scalare

(7.108) 4 {|F’|(1 + kR sign D(A))A} 2 _y

dt Dy
che, insieme alle due equazioni (7.107), costituisce un sistema nelle tre incognite del problema A, ®;, ®,,.
Per la regolarita della funzione da derivare rispetto a t, si tenga presente che, quando D cambia segno, la
curvatura k e nulla.
Si lascia per esercizio il confronto fra il sistema delle equazioni cardinali e I’equazione di moto lagrangiana
corrispondente a (7.106).
Un’eccellente generalizzazione consigliata, certo non semplice, consiste nel ripercorrere ’Esercizio 5 sosti-
tuendo al cerchio una generica curva mobile I';: lo studio del moto di rotolamento puro di I'; su I' equivale
sostanzialmente a quello del moto della rigata mobile sulla rigata fissa di un sistema rigido piano.
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