Sur un théoréme de (. Sansone sur I’équation de Liénard.

par J. L. Massura (Montevideo, Uruguay)

Résumé, - LA, montre que dans un théoréme demontré par . SANSONE
1%

ttitu - wffi) lli: 4+ w2i =0 peut étre supprimée ' hypothése
: dt

pour U éguation

fii)| << 2.

1. Dans un Mémoire publié¢ aux Rendiconti del Seminario Mate-
matico dell’ Universith e Politeenico di Torino, vol. 10 (1950-51),
pag. 155-171, G. Saxsonn a demontré le théortme suivant sur
I"unicité des solutions périodigques de I’equation de LrgNarD:

Si duns 1" éguation

i i -
(1 d!'._,—l— blﬂ'” (i + wi =10
w est une constante positive et f(f) une fonction continue dans
{— oo, o) qui satisfait aux hypotheses snivantes:

i) fl)<0 lorsque o_, <i<<3 , ;<0 , §>0;

iy fliy=0 lorsque 4<8_, ou i=>3%;

iii) fe—)) =f18,)=0;

iv) |fli)]<2;

v) fli) est non-croissante lorsque i varie de —oo A 0 ef
non-éeroissante lorsque ¢ varie de 0 b + oco: alors, I’égunation
admet nmne et nune seule solution périodigue.

Je vais montver dans celfe nwote que U énoneé rveste valable si on
supprime Uhypotheése iv).
L' équation (1) est équivalente aun systéme
di i

2 — = il — = — w|uf(i) +i
& a * [ef6) +4)
dont les trajectoires sont donndes par I’ équation

. i ; i
(3) T =

Supposons pour un instant que f(/) est monotone an sens strict.
Alors. si dans le plan (4, %) on parcourt une demi-droite issue de

I'origine, % reste constant tandis gqune f(7) augmente; lorsqu’on
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parcourt la demi-droite le champ de divections délini par (3) tourne
donc dans le sens horaire.

Soeit I' un eycle correspondant it une solution piériodique de (1)
et soit I'y le cycle.obtenu par une homotétie par rapport i I'origine
de raison k. Alors, d'aprés ln remarque précédente et puisque sur
I' le champ de directions (3) est tangent & T, il 8 ensuil que pour
k=1 le champ de direetions (3) sur I', sera divigé vers I'inférieur
de T, et, pour k<1, vers I"extéricur. Si on considire la solution
de (2) qui pasge par un point initial (7, 1) quelconque non situd
sur I, cette solution restera enficrement i 'intéricur ou enticre.
rement an dehors du eyele I'y qui passe par (i, 1) ot ne peuat
pas élre, par conséquent, une solution périodigue. T1 faut remarquer
que le raisonnement resterait valable méme si ' n'est pas éoilé
par rapport & lorvigine: dans ce cas 1" et I’y pourrnient avoir des
intersections.

Il [nut cependant observer que sur les axes coordonndes le
champ (3) est toujours tangent aux I'y, puisque, sur 'axe des 7
((% :J;:: 0. On pourrait penser que, par
exemple pour k> 1, les courbes intégrales pourraient sovtiv de
I, par les points situés sur les axes. Il n’en est pas ainsi,

Pour le voir, soit P, un point d’intersection de I',. k=1, ayvee
I'axe des u, u = 0. Considérons 1" dquation différentielle homogime
du . P iz
a—@::g[s, w) définie dans le voisinage de P par les tangentes aux

courbes I'y, ¢'est & dire I’ dquation qui admet les 1y pour courhes

= oo et, sur I'axe des 1,

- - - - - . . !
intégrales. D’aprés les remarques faites, on auwra gii, ) = — i) — "

le signe d’égalité ayant lien pour ¢=10. Mais alors, d"apriés un
théordme classigue sur les équations différentielles, les intégrales de
(3) & droite de P, sont plus petfites que les intégrales de :—;‘ =
¢’ est & dire, les intégrales de (3) pendtrent dans I'intérvieur de I';
méme par les points P, .

Le méme raisonnement permet d’éliminer la restriction que
nous avions imposde au début, ¢'est & dire, que la monotonic de
[ était stricte. 8'il n’est pas ainsi, dans certains intervalles oi f
est constante, les courbes intégrales coincideront avec les courbes 17,
mais, dés qu'on a atteint I’extremité¢ d'un de ces intervalles, la
courbe pendétre dans ou sort de T’y d'aprés la valeur de ko Le
théoréme est ainsi complétement démontré.

2. On peut remarquer que le théortme géndéralisé peut ¢fre
aussi démontré avec la méme mdéthode utilisée par G. SaANSONE,
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pourva qu'on ajoute quelques observations supplémentaires. La
méthode de (. SANsoNE repose sur le passage aux eoordonnée,
polaires ¢ =z ¢os , 1 = ¢ sen 0.

Lies dquations (2) et (3) prennent alors la forme

16 .
\ :” = — L 4 flz cos 6) sin 0 - cos 6]
(4) 3.
, rf_; = — wgfle cos 6) - sin? 6
- dlogo . fle cos 0)
{41} —— D R fimrs
el "Tap - flp cos 0) sin 0 cos 0

L hyvpothisse [ <72 est destinée & éviter "annullation du

-~

dénominateur dans (5). 8i | f| prend des valeurs =2 ce dénomi-

df .
natenr peut effectivement s’annuller et -, pent prendre des

di
” 2 o -
vialeurs positives. Une étude tres simple des régions B ol -{-I-t>0

perniet de voir que ces régions sont borndes par des courbes telles
que le champ de vecteurs (3) (on (4)) sort ftoujours de R sur ces
courbes. Il s"ensuit qu'une solution périodique ne peut jamais
penctrer dans les régions R, Done, pour les solufions périodiques,
le dénominatenr de (5) reste toujours positif et la démonstration
de (i, Saxsoxe maintient sa validité.



