
Variabile complessa 19.6.2013

Si risolvano il maggior numero possibile fra i seguenti esercizi:

1. Sia M il gruppo delle trasformazioni di Möbius e per T ∈ M si denoti Fix(T ) = {p ∈ Ĉ | T (p) = p}
l’insieme dei punti fissi di T .

a) Si dimostri che se T ∈M e T 6= Id allora Fix(T ) 6= ∅ ma contiene al più due punti.

b) Caratterizzare tutte le trasformazioni T ∈M che non hanno punti fissi in C.

c) Caratterizzare tutte le trasformazioni T ∈M tali che Fix(T ) = {1}.

2. Sia D = {z ∈ C | |z| < 1} il disco unitario e

K = {f :D→ C | f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, |an| ≤ n+ 1 ∀n ≥ 0}.

Dimostrare che K è una famiglia normale di funzioni olomorfe.

Consiglio: ricordare che
∑∞
n=0(n+ 1)rn = 1

(1−r)2 per r ∈ [0, 1) aiuta a stimare |f(z)| per f ∈ K.....

3. Siano D = {z ∈ C | |z| < 1} il disco unitario, f, g funzioni olomorfe su un aperto limitato Ω ⊂ C, continue
su Ω e tali che:

f(Ω) ∪ g(Ω) ⊂ D, g(∂Ω) ⊂ ∂D, ∃M > 0 tale che

∣∣∣∣fg
∣∣∣∣ ≤M su Ω \ g−1(0).

Dimostrare che |f(z)| ≤ |g(z)| per ogni z ∈ Ω.

4. Sia F una funzione una funzione intera con F (0) = 0 tale che per |z| > 1 si abbia

ln |z| |f(z)| ≤ |z|.

Dimostrare che F (0) = 0 per ogni z ∈ C.

5. Calcolare ∫
γ
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ζ
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dζ

dove γ è la curva definita, per t ∈ [0, 2π], da γ(t) = 1 + i+ 2e−it.


