Autovalori, Autovettori, Diagonalizzazione.

1. Autovalori e Autovettori

Definizione 1.1 Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K (=RoC) e sia T:V — V un endomorfismo. Un
vettore non nullo v € V'\ {O} si dice autovettore di T relativo all’autovalore A € K se si ha

T(v) = Av (L.1)

Proposizione 1.1: Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K (= RoC) e sia T:V — V un endomorfismo.
Allora A € K é autovalore di T <= Ker(T — Mdy) # {O}. Inoltre v € V ¢ una autovettore di T relativo
all’autovalore A € K <= v € Ker(T — Ady) \ {O}.

Dimostrazione: Basta osservare che (1.1) equivale a (T'— M dy)(v) = O. ]

Definizione 1.2 Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia T: V' — V un endomorfismo. Se A € K & un
autovalore di T, il sottospazio V) = Ker(T — Al dy) si dice autospazio di T relativo all’autovalore A e la sua
dimensione dim(Vy) si dice molteplicita geometrica di .

Proposizione 1.2: SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V e sia B una base di V. Allora
la matrice di T relativa a B é diagonale <= B é composta di autovettori di T'.

Dimostrazione: Sia B = {v1,...,v,}. Seiwv; sono tutti autovettori relativi a autovalori A;, allora T'(v;) = Ajv;
per ogni 7 e quindi la matrice di T relativa a B e diagonale con i A1, ..., \, sulla diagonale. Viceversa se la
matrice di T relativa a B ¢ diagonale con i Aq,..., A\, sulla diagonale, allora T'(v;) = A\;v; per ogni ¢ e quindi
B ¢ composta di autovettori di 7. ]

Corollario 1.3: Una matrice quadrata A ¢é simile a una matrice diagonale <= I'applicazione L : K" — K"
ammette una base di autovettori.

Definizione 1.3 Un endomorfismo 7:V — V di uno spazio vettoriale V' si dice diagonalizzabile se esiste
una base di V rispetto alla quale T" ha matrice diagonale. Questo equivale a richiedere che esiste una base
di autovettori di V. Una matrice A quadrata di ordine n si dice diagonalizzabile se & simile a una matrice
diagonale, ossia se esiste una matrice non singolare B tale che B~'AB ¢ diagonale.

Teorema 1.4: Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V di dimensione n sul campo K.
Siano B una base di V' e sia A la matrice di T relativa a B. Allora

(i) La funzione pr: K — K definita da
pr(A) = det(A — A\IL,)
é un polinomio di grado n che non dipende dalla scelta della base B.

(ii) Uno scalare Ay € K & un autovalore di T <= pr(\g) = 0.

Dimostrazione: (i) Dimostriamo che py(A) non dipende dalla scelta della base. Sia A’ la matrice di T relativa
a un’altra scelta di base B’ di V. Se B ¢ la matrice del cambio di base da B a B’ allora A’ = B~ AB. Occorre
provare che det(A’ — AI,) = det(A — AI,,). Questo segue utilizzando il Teorema di Binet:

det(A' — \,,) = det(B~'AB — \I,,) = det(B~'AB — B~'\I,,B)
=det (B™'(A— A\I,)B) = detB™'det(A — \I,,)detB
= (detB)~'det(A — \,,)detB = det(A — \I,,).

Per dimostrare che pr(A) ¢ un polinomio di grado m si pud utilizzare la formula di Leibnitz per il
determinante di una matrice B quadrata di ordine n:

d@t(B) = Z 6(0—)bl<7(1)bQ<7(2) oo bna(n)~
oceS,



Per B = A — \I,, segue immediatamente che py(A) € un polinomio di grado n in A e la potenza massima A"
si ottiene moltiplicando i termini sulla diagonale.

In alternativa si puo procedere per induzione sulla dimensione n di V. Se n = 1 il fatto e ovvio.
Supponiamo che sia vero per n — 1. Allora, utilizzando la formula di Laplace per la prima riga (o per la
prima colonna), si osserva che

a1 — )\ a12 e A1n
a1 agy — Ao a2q,
pr(A) = det(A — \I,,) = det
[07°%) an2 oo Qpl — A
a9 — Ao aon
= (a11 — A)det : : + monomi di grado <n —2in A
an2 N ¢ 7%% A

Quindi per I'ipotesi induttiva, pz(A) ¢ un polinomio di grado n.

(74) Lo scalare \g € K & autovalore di T' <= Ker(T — Agldy) # {O} <= (A — A\oI,,) non ¢ invertibile <=
det(A — Mol,) = 0. 0

Definizione 1.4 Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V. Il polinomio pr(A) si dice
polinomio caratteristico di T.

Osservazione. Calcolando per esempio con la formula di Leibnitz il polinomio caratteristico e osservando
che, se A = (a;;) € M, & una matrice associata a un endomorfismo 7" si ha pr(0) = det(A), si ottiene:

(=)™ N + (=1)" Yar1 + ... 4 @) A" 4.+ det(A)
(=1)"\" + (=1)" "Traccia( A)A" ! 4 ... + det(A).

pr(M)

Definizione 1.5 Sia \g un autovalore di un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' la molteplicita algebrica
di T & la molteplicita di A9 come radice del polinomio pp(\)

Come conseguenza immediata del Teorema 1.4 e del Teorema Fondamentale dell’Algebra si ha il seguente

Corollario 1.5: Ogni endomorfismo di uno spazio vettoriale su C di dimensione n ha esattamente n auto-
valori (contati con la molteplicita,).

Spesso invece che con endomorfismi, si ha a che fare solo con matrici. Ricapitoliamo brevemente le ovvie
nozioni di autovalore, di autovettore, autospazio e molteplicita nel caso di matrici:

Definizione 1.6 Se A € M,,(K) ¢ una matrice quadrata di ordine n. Un vettore non nullo z € K" \ {O}
si dice autovettore di A relativo all’autovalore Ao € K se si ha Ax = Agz. Inoltre pa(A) = det(A — AI,,) (che
secondo la Definizione (1.4) & il polinomio caratteristico dell’applicazione L 4) si dice polinomio caratteristico
di A e le sue radici sono gli autovalori di A. Si dice autospazio relativo a un autovalore Ay di A il sottospazio
Ve = Ker(A — Mol,) = Ker(La — Aoldgr). La molteplicita geometrica di un autovalore Ag di A ¢ la
dimensione dell’autospazio V),. La molteplicita algebrica di un autovalore ¢ la sua molteplicita come radice
del polinomio caratteristica.

2. Diagonalizzabilita

Nel paragrafo precedente abbiamo dato due nozioni di molteplicita per un autovalore di un endomorfismo
di uno spazio vettoriale di dimensione finita. E possibile dare un criterio di diagonalizzabilita in termini di
molteplicita. Si dimostra infatti che affincheé un endomorfismo di uno spazio di dimensione n su un campo
K sia diagonalizzabile occorre e basta che, contati con la loro molteplicita algebrica, ci siano n autovalori
nel campo K e che per tutti gli autovalori le molteplicita algebriche e geometriche coincidano. L’idea e
che affinché un endomorfismo sia diagonalizzabile debbano esserci “abbastanza” autovalori e che per ogni
autovalore ci siano “abbastanza” autovettori linearmente indipendenti. Per capire cosa succede cominciamo
con due esempi tipic di endomorfimi (e matrici) non diagonalizzabili. Il primo illustra la situazione in cui non
ci sono “abbastanza” autovalori, il secondo il caso in cui non ci sono “abbastanza” autovettori linearmente
indipendenti.
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1 0
polinomio caratteristico di A & A?> + 1 e quindi non vi sono autovalori in R di A. Si conclude allora che
L4:R?* - R? non ¢ diagonalizzabile e che A non ¢ simile a una matrice diagonale reale ossia non esiste una
matrice invertibile B reale tale che B~'AB sia diagonale.

Esempio 1. Sia A = ( > e si consideri L4:R* — R? definita come al solito da La(z) = Az. Il

1 1
0 1
il polinomio caratteristico di di L4 (e di A) & (A —1)? Si vede subito che I'unico autovalore di L4 (e di A) &

Esempio 2. Sia A = < e si consideri L4:R? — R? definita come al solito da L4(z) = Az. Dato che

1. D’altra parte 'autospazio corrispondente ¢ {x = il | 1 = 0} che ha dimensione 1. Dunque non puo
2

esistere una base di R? costituita da autovettori di L4 (o di A) e quindi L4 (e A) non sono diagonalizzabili.

Cominciamo con la seguente

Proposizione 2.1: SiaT:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V su un campo K. Se vy, ..., v
sono autovettori di T corrispondenti a autovalori distinti A1,..., Ak, allora vy,..., v, sono linearmente in-
dipendenti.

Dimostrazione: Procediamo per induzione su k. Se k = 1, il risultato ¢ banale. Suppo-niamo il risultato
vero per k — 1. Siano ajy, ..., a scalari tali che

O=a1v1 + ...+ Qp_1Vk_1QxVg. (2.1)
Allora
0= T(awl + ...+ akvk) = alT(Ul) + ...+ Osz(Uk) (2 2)
= 1A U1+ Q1 A1 VR—1 T QAR VR '
Moltiplicando la (2.1) per Ag e sottraendo alla (2.2) otteniamo:
O =ai(A =)o+ ..o+ a1 (Ae—1 — Me)vr—1 + (A — Ap)vg
=1 (M —A)vr + o1 (Ag—1 — Ak)Uk—1 .
Per Tipotesi induttiva a3 (A1 — M) = ... = ag—1(Ag—1 — ) = 0 e quindi @1 = ... = ag—1 = 0, dato che
Ai # Aj se i # j. Ma allora da (2.1) segue anche ay = 0. ]

Proposizione 2.2: Sia V spazio vettoriale di dimensione n su un campo K. Se un endomorfismoT:V — V
ha n autovalori distinti in K, T é diagonalizzabile.

Dimostrazione: 1l risultato € immediata conseguenza della Proposizione 2.1: se Aq,...,\, € K sono autoval-
ori a due a due distinti di T" e vq,...,v, sono autovettori corrispondenti, allora v1, ..., v, sono linearmente
indipendenti e quindi, dato che dim(V') = n, formano una base per V. ]

Proposizione 2.3: Siano V spazio vettoriale di dimensione n su un campo K e T:V — Vun endomorfismo.
Per ogni autovalore A\g € K di T la molteplicita geometrica é minore o uguale della molteplicita algebrica.

Dimostrazione: Siano r la molteplicita geometrica e s la molteplicita algebrica di A\g. Sia {vi,...,v,} una
base dell’autospazio Vy, e sia {v1,...,Up, Upt1,...,Us} un suo completamento a una base di V. La matrice
A di T relativa a questa base ha questa forma:

N 0 ... 0 |
0 X ... 0 |
; ; D C
A= 0 0 )\0 |
- . | -
0 0 0 |
0 0 0 | B
0 0 0 |

dopo C' & una matrice r righe e n — r colonne e B ¢ una matrice n — r righe e n — r colonne. Allora se Pr,
P4 e Pp sono rispettivamente il polinomio caratteristico di 7', della matrice A e della matrice B, si ha

Pr(X) = Pa(A) = (A= Ao)"Pp(})

e quindi la moteplicita algebrica di Ag & s > 7. ]



Siamo pronti per enunciare il criterio di diagonalizzabilita annunciato:

Teorema 2.4: Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' su un campo K di dimensione n.
Allora T & diagonalizzabile se e solo se T' ha n autovalori (contati con la molteplicita algebrica) in K e per
ogni autovalore la molteplicita geometrica coincide con la molteplicita algebrica.

Dimostrazione: Se T ¢ diagonalizzabile allora esiste una base di autovalori, la matrice di T relativa ¢ diagonale
con sulla diagonale gli autovalori di 7. Quindi ¢ immediato osservare che T ha n autovalori (contati con
la molteplicita algebrica) in K e per ogni autovalore la molteplicitd geometrica coincide con la molteplicita
algebrica.

Viceversa siano A1, ..., A, € Kgli autovalori distinti di T', m, ..., m, le rispettive molteplicita algebriche
e Vi,,...,Va, irispettivi autospazi. Supponiamo che m; + ...+ m, = n e che dim(Vy,) = m; per ogni
j=1,...,r. Poniamo inoltre y; = > "7 _, my per ogni j > 1 in modo che in particolare risulti s, = n. Siano
rispettivamente
Bi={v1,...,v,,} unabasedi V),
By ={vy 41,...,v4,} unabasedi Vj,,
B ={vu,_,+1,...,0,} unabasedi Vj,.
Allora B = By U...U B, ¢& costituita da n autovettori di 7. Per concludere la dimostrazione, basta

provare che B & una base di V e a tal fine basta far vedere che & un sistema libero. Supponiamo che
Per auq,...,Qu .., 0 41,-.-,0,, € Ksiabbia

UL o Uy R, 41V, 41 e, v, = Oy
eperognij=1,...,rsi ponga w; =, , 410y, ;+1 + ...+ ay;v,, € Vy;. Dunque si ha
w1+ ... +w, =0y

e questo, dato che i w; appartengono a autospazi corrispondenti a autovalori distinti, per la Proposizione 2.1
puo succedere solose wy; = ... = w, = Oy. Alloraperognij=1,...,rsihaOy = w; = oy, 11V, 41+ . Fau, vy,
e quindi, dato che B; ¢ una base, allora ;11 = ... = ay; = 0. Dunque B ¢ libero.

O

Il Teorema 2.4 si puo riformulare come criterio di diagonalizzabilita per matrici nel modo seguente:

Corollario 2.5: Una matrice A € M, (K) é simile a una matrice diagonale se e solo se A ha n autovalori
(contati con la molteplicita algebrica) in K e per ogni autovalore la molteplicita geometrica coincide con la
molteplicita algebrica.

Concludiamo illustrando la procedura che si deve seguire per verificare se un endomorfismo e diagonal-
izzabile e nel caso per trovare una base composta di autovettori.

Algoritmo di diagonalizzazione per endomorfismi: Sia 7:V — V un endomorfismo di uno spazio
vettoriale V su K con dim(V) =n

I passo: Si fissi una base B di V' e si trovi la matrice A associata a T relativa alla base B.

IT passo: Trovare il polinomio caratteristico Pr(\) = det(A — AI,,) e determinarne le radici. Se, contate con
la loro molteplicita, ha n radici in K si puo proseguire, altrimenti si conclude che T non e diagonalizzabile
(perche non ha abbastanza autovalori in K!).

III passo: Se Aq,..., A, sono gli autovalori distinti di 7", per ogni j = 1,...,r si determnini una base C; per
l'autospazio V), relativo all’autovalore A;.

IV passo: Si consideri C = C; U ... UC,. Allora C & un sistema di vettori linearmente indipendenti di V.
L’endomorfismo T ¢ diagonalizzabile se e solo se C contiene n vettori perche in questo caso C & una base
di V (contiene il numero giusto di vettori linearmente indipendenti) costituita da autovettori di T'. Se C &
una base, la matrice di T relativa a C ¢ la matrice diagonale A con sulla diagonale gli autovalori di T'. La
matrice B del cambio di base dalla base B alla base C (quella che ha per colonne le coordinate rispetto a B
dei vettori di C, & la matrice tale che A = B~1AB.



Naturalmente ’algoritmo si puo adattare per diagonalizzare matrici.

Algoritmo di diagonalizzazione matrici: Sia A € M, (K) una matrice quadrata di ordine n.

I passo: Trovare il polinomio caratteristico P4(A) = det(A — AI,,) e determinarne le radici. Se, contate con
la loro molteplicita, ha n radici in K si puod proseguire, altrimenti si conclude che A non & diagonalizzabile
(perché non ha abbastanza autovalori in K!).

IT passo: Se Ay,..., A, sono gli autovalori distinti di A, per ogni j =1,...,r si determnini una base C; per
l'autospazio Vy, = Ker(A — \;1,) relativo all’autovalore A; (che non ¢ altro che I'insieme delle soluzioni del
sistema omogeneo (A — A;jI,)x =0).

III passo: Si consideri C = Cy U...UC,. Allora C & un sistema di vettori linearmente indipendenti di R™.
La matrice A e diagonalizzabile se e solo se C contiene n vettori perche in questo caso C € una base di R"
(contiene il numero giusto di vettori linearmente indipendenti) costituita da autovettori di A. Se C ¢ una
base, la matrice di L4 relativa a C & la matrice diagonale A con sulla diagonale gli autovalori di A. Dunque
se B ¢ la matrice del cambio di base dalla base canonica alla base C (quella che ha per colonne i vettori di
C, ¢ la matrice tale che A = B~1AB.

Esempio. Se M = (? ;) e N = (8 (1)>, consideriamo '’endomorfismo T: M2(R) — M3(R) definito da

T(X)= XM — NX. Dimostreremo ora che T ¢ diagonalizzabile e troveremo una base diagonalizzante. Se

11 T12 . .
X = , allora si vede subito che
21  T22

To1 + Ta2 X2l + To2

(o 0)-( o) )03 0))

T(X) = <2$11 + T2 w11+ 29612) .

Allora rispetto alla base

di M(R), la matrice di T' &

21 00
1 2 00
AiOOll
0011

Il polinomio caratteristico di T & dunque pr(A) = det(A — My) = (A2 — 4\ + 3)(A2 — 2)\) che ha 4 radici
distinte 0, 1,2, 3 che sono gli autovalori di T' (e di A). Cercare una base per gli autospazi corrispondenti a
ciascun autovalore corrisponde a trovare basi rispettivamente per

KerT,Ker(T — Id), Ker(T — 2Id), Ker(T — 2Id).

Dato che
0 1
0 -1
KerA = Span E Ker(A — 1) = Span E
—1 0
0 1
Ker(A — 21,) = Span (f , Ker(A—3I,) = Span (1)
1 0
allora

0 0 1 -1
KerT—Span(_l 1), Ker(T—Id)—Span(O O)’

Ker(T—ZId)zSpan(? (1)), Ker(T—ZId):Sp(m((l) é)

e quindi una base di M3(R) rispetto alla quale T' ha matrice diagonale ¢ data da

)G ) GG )b

5



La matrice di T rispetto a questa base ¢

00 0O

01 00

D= 00 2 0

00 0 3

Si osservi che la matrice

0 1 01
0 -1 0 1
B = 1 0 1 0
-1 0 1 0

che ha per colonne i vettori che formano basi rispettivamente di KerA, Ker(A — I), Ker(A — 21y),
Ker(A — 31,) ha inversa

| e
N|—=

N[ =

Bl =

= ONlE O
= O

O~ Ol
o= O

e con un semplice calcolo si verifica che D = B~1AB.

Concludiamo queste note esaminando il seguente problema. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione
n e siano T;: V — V, i = 1,2 due endomorfismi diagonalizzabili. Sotto quale condizione esiste una base di
V rispetto alla quale sia 17 sia Tp ha matrice diagonale? In altre parole sotto quale ipotesi T; e T sono
“simultaneamente diagonalizzabili’?’

E abbastanza facile trovare una condizione necessaria:

Proposizione 2.6: Peri = 1,2 siano T;: V' — V endomorfismi di uno spazio vettoriale V' su un campo K di
dimensione n simultaneamente diagonalizzabili. AlloraT; e T, commutano ossia sono tali che Ty 0Ty = To0T;

Dimostrazione: Sia B = {v1,...,v1} una base rispetto alla quale sia T} sia T» hanno matrice diagonale.
Allora per ogni i = 1,...,n esistono scalari \; e p; tali che T1(v;) = \v; e To(v;) = pyv;. Ma allora per ogni
1=1,...,n

T (To((v:)) = Th(pavi) = i Th(vs) = padivs = v = ATo(v;) = To(Nv;) = To(Th(vs))

e quindi 77 o T5((v;) = Ta 0 T1((v;). Dato che assumono gli stessi valori sugli elementi di una base, segue che
T1 o T2 = T2 o T1 D

In effetti dimostreremo ora che la condizione € anche sufficiente. Cominciamo con una ossevazione che
vale anche per spazi non finitamente generati.

Lemma 2.7: Per i = 1,2, siano T;:V — V endomorfismi di uno spazio vettoriale V su un campo K che
commutano ossia tali che Ty o Ty = Ty 0 Ty. Se U & un autospazio di Ty allora To(U) C U e se W ¢é un
autospazio di Ty allora Ty (W) C W.

Dimostrazione: Naturalmente basta dimostrare una delle due conclusioni, ’altra si ottiene scambiando i
ruoli di 77 e T». Sia dunque U un autospazio di T; relativo all’autovalore A. Allora U = Ker(T; — AId). Se
uw e U, allora Ty (To((w)) = To(T1(w)) = To(Au) = ATz(u) e quindi To(u) € U. ]

Il risultato conclusivo e il seguente:

Teorema 2.8: Per i = 1,2, siano T;:V — V endomorfismi di uno spazio vettoriale V su un campo K di
dimensione n. Allora Ty e Ty sono simultaneamente diagonalizzabili se e solo se commutano.

Dimostrazione: Grazie alla Proposizione 2.6 ci basta dimostrare che se T; e T commutano allora sono
simultaneamente diagonalizzabili. Supponiamo prima di tutto che per uno fra 77 e T, per esempio 77,
tutto V sia un autospazio. Allora T7 = AId per qualche scalare A e quindi 77 ha matrice diagonale rispetto
qualunque base di V' e quindi 7} e 75 sono simultaneamente diagonalizzabili. Se invece gli autospazi di 77 e 15
sono tutti propri (ossia diversi da V'), procediamo per induzione per ottenere la conclusione. La conclusione
del Teorema vale banalmente per spazi vettoriai di dimensione 1. Supponiamo che il Teorema valga per
ogni spazio vettoriale di dimensione < n — 1. Siano Aq,...,A; gli autovalori distinti di 77 e Vi,..., Vi i
corrispondenti autospazi. Se U = V5, @ ... @ Vi allora, sia V; sia U sono sottospazi propri di V' e quindi
dim(V1) <n—1edim(U) <n— 1. Inoltre dal Lemma 2.7 segue che T5(V1) C Vi e To(U) C U. Dunque
le restrizioni di T} e 15 sia a Vj sia a U commutano e quindi, per 'ipotesi induttiva, sono simultaneamente
diagonalizzabili. Dato che V = V; @ U, segue che T e T, sono simultaneamente diagonalizzabili su tutto V.

O]



2. Diagonalizzazione ortogonale di endomorfismi autoaggiunti

In questo paragrafo dimostreremo che ogni endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale metrico ¢ dia-
gonalizzabile e che la base rispetto alla quale ha matrice diagonale si puo scegliere ortonormale. Cominciamo
con la seguente cruciale osservazione:

Teorema 2.1: Sia T:V — V un endomorfismo autoaggiunto di uno spazio vettoriale metrico V di dimen-
sione n su K =R o C. Allora T ha n autovalori (contati con la molteplicita) e sono tutti in R.

Dimostrazione: Rispetto a una base ortonormale 7" ha una matrice A simmetrica nel caso reale, hermitiana
nel caso complesso. Gli autovalori di T sono esattamente le radici del suo polinomio caratteristico di A che
sono nel campo K. Per il teorema fondamentale dell’algebra, il polinomio caratteristico di A ha esattamente
n radici (contate con la molteplicitd) in C. Dobbiamo allora solo dimostrare che le radici del polinomio
caratteristico di A sono reali. Si consideri L = L4:C"™ — C". Dato che A = A¥ (sia nel caso reale, sia nel
caso complesso), allora L ¢ un endomorfismo autoaggiunto di C™ con il prodotto hermitiano canonico. Sia
A una radice del polinomio caratteristico di A. Allora A & un autovalore di L. Sia u € C™ \ {0} tale che
L(u) = Au. Si ha

Mlul?> = X < u,u >=< Au,u >=< Lu,u >=< u, Lu >= X < u,u >= \|ul|?

e quindi (A — \)||u||? = 0. Dato che ||u||? # 0, allora deve essere A — X\ = 0 ossia A € R. 0
Il risultato principale che vogliamo dimostrare e il seguente

Teorema 2.2: (Teorema spettrale) Sia V' uno spazio vettoriale metrico di dimensione n esiaT:V — V un
endomorfismo. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) T é autoaggiunto.

(ii)) V' ha una base ortonormale formata da autovettori di T' ciascuno con autovalore reale rispetto alla quale,
quindi, T" ha matrice diagonale reale.

(iii) Esiste una base ortonormale {vy,...,v,} di V e numeri reali Ay, ..., \, tali che seu =Y, z;v; allora
T(U) = Z:‘L:l AZ.Z‘,Uz

Dimostrazione: (i) <= (ii): Se vale (i7) allora T" ha matrice diagonale reale rispetto a una base ortonormale.
Dato che una matrice diagonale reale coincide con la sua trasposta e con la sua aggiunta, necessariamente
T = T*. Supponiamo viceversa che valga (i). Procederemo per induzione sulla dimensione n di V. Sen =1
allora (i) € banale. Supponiamo che se T' ¢ autoaggiunta valga (ii) per spazi di dimensione n — 1. Per il
Teorema 2.1, esiste un autovalore A € R di T. Sia v; un autovettore con autovalore A e con |jvi]| = 1. Sia
W = (Span(vl))L. Allora W & un sottospazio di V' di dimensione n — 1 e, per costruzione, si ha che w € W
se e solo se < w,v; >=0e quindi W ={w € V| < w,v; >=0}.
Si ha inoltre T(W) C W. Infatti w € T(W) < u = T(w) per qualche w € W. Allora

<u,v; >=<T(w),v; >=<w,T(v)) >=< w, \v; >= X < w,v; >=0

e quindi u € W. 1l prodotto definito su V, ristretto a W, definisce una struttura di spazio vettoriale metrico
per W. Dato che T(W) C W allora T:W — W & un endomorfismo autaggiunto di uno spazio vettoriale

metrico di dimensione n— 1. Esiste allora, per I'ipotesi induttiva, una base ortonormale {vs, ..., v,} formata
da autovettori di di T' ciascuno con autovalore reale. Dato che < vj,v; >= 0 per j = 2,...,n, allora
{v1,v2,...,v,} & una base ortonormale di V' formata da autovettori di di T' ciascuno con autovalore reale e

quindi (i7) vale.

(#4) <= (i1i): Se vale (iii) allora si ha T'(v;) = A;v; e quindi vale (#4). D’altro canto se {vy,...,v,} ¢ una
base ortonormale formata da autovettori di T' ciascuno con autovalore reale \; corrispondente a v; allora la
(iii) segue immediatamente per la linearita di T'.

O

Conseguenza immediata del Teorema 2.2 ¢ il seguente

Corollario 2.3: (Teorema spettrale reale) Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale metrico
reale. Esiste una base ortonormale formata da autovettori di T se e solo se T' & autoaggiunto.

In termini di matrici il Teorema 2.2 si traduce in questo modo:
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Teorema 2.4: (i) Sia A € M, ,(R) una matrice simmetrica reale. Allora esiste una matrice ortogonale
B € O(n) tale che D = B~'AB = BT AB ¢ una matrice diagonale.

(#4) Sia A € M, »(C) una matrice hermitiana. Allora esiste una matrice unitaria B € U(n) tale che
D = B~ 'AB = B¥ AB ¢é una matrice diagonale reale.

Dimostrazione: (i) Si consideri L4:R™ — R™. Allora L4 & un endomorfismo autoaggiunto di R™ con il
prodotto scalare canonico. Per il Teorema 2.2 esiste una base ortonormale B rispetto alla quale L4 ha
matrice diagonale. La matrice B del cambio di base dalla base canonica alla base B, che ha per colonne le
coordinate dei vettori di B, & la matrice cercata.

(i) La dimostrazione, analoga al caso reale, ¢ lasciata per esercizio. ]

Vogliamo illustrare ora come in pratica si possa diagonalizzare un endomorfismo autoaggiunto. Il teo-
rema spettrale ci assicura che un endomorfismo autoaggiunto ¢ sempre diagonalizzabile rispetto a una base
ortogonale. Anche il procedimento per ottenere una base diagonalizzante si semplifica perché autovettori di
un endomorfismi autoaggiunti relativi a autovalori distinti sono ortogonali come dimostriamo nel seguente
utile e importante risultato:

Teorema 2.5: Siano V' uno spazio vettoriale metrico e T:V — V un endomorfismo autoaggiunto. Autovet-
tori di T relativi a autovalori distinti sono ortogonali.

Dimostrazione: Siano u # v autovalori di T e v, w autovettori relativi rispettivamente a p e v. Allora
p<v,w >=< pv,w >=<TW),w >=<v,T(w) >=< v,vw >=v < vV,w >

e quindi, dato che p # v deve essere < v, w >= 0. ]

Il Teorema 2.5 ci dice che uno spazio vettoriale metrico si decompone in somma diretta ortogonale di
autospazi di un endomorfismo autoaggiunto. Suggerisce quindi di procedere per diagonalizzare un endomor-
fismo autaggiunto T:V — V di uno spazio metrico V seguendo il seguente schema:

I Passo: Fissata una base, si scrive la matrice associata a T, si calcola il polinomio caratteristico sfruttando
la matrice e si trovano gli autovalori di T’

IT Passo: Per ciascun autovalore si trova una base ortonormale per il corrispondente autospazio. L’unione
delle basi degli autospazi determinate in questo modo, grazie alla Proposizione 2.5 & una base ortonormale
diagonalizzante per T

Data una matrice simmetrica reale A si puo adattare il procedimento per trovare una matrice ortogonale B
tale che D = BT AB = B~ ' AB sia diagonale:

I Passo: Si scrive il polinomio caratteristico e si calcolano gli autovalori di A.

IT Passo: Per ciascun autovalore si trova una base ortonormale per il corrispondente autospazio. L’unione
delle basi degli autospazi determinate in questo modo ¢ una base ortonormale diagonalizzante per L4. La
matrice B che ha per colonne i vettori della base ottenuta in questo modo € la matrice cercata.

In tutti e due i casi nel I Passo occorre trovare le radici di un polinomio. Mentre sotto le ipotesi imposte si
e sicuri che esistono il numero ”giusto” di radici reali, trovarle effettivamente & tutta un’altra faccenda! Per
diagonalizzare mediante matrici unitarie matrici hermitiane si procede in modo analogo.

0 0 01
c o R . 0 01 0 . . TSN 2 2
Esempio Si consideri la matrice A = 010 0l Il suo polinomio caratteristico & pa(A) = (A — 1)=.
10 00
Dunque gli autovalori di A sono 1, —1 ciascuno con moteplicita 2. Se Vi, V_; sono i rispettivi autospazi si
ha
-1 0 0 1 1 0
0 -1 1 0 0 1
Vi = Ker(A—1;) = Ker 0o 1 -1 o0 |7 Span 0 1
1 0 0 -1 1 0
1 0 01 1 0
01 10 0 1
Vo1 =Ker(A+ 1) = Ker 0110l Span O ) )
1 0 01

oo



Dunque basi ortonormali per V; e V_; sono date ad esempio rispettivamente da:

1 1
7 0 7 0
0 V3 0 V3
0 L 0 | 1
1 V2 1 V2
NG 0 vz 0
e la matrice ortonormale diagonalizzante B ¢ data da
1 1
il d
p-| . ¢ |
Lo T
7 0 -7 0

Concludiamo il paragrafo con un’osservazione che ¢ alle volte utile. Abbiamo ripetutamente osservato
che un endomorfismo arbitrario di uno spazio vettoriale non € in genere diagonalizzabile. D’altra parte
si dimostra facilmente che se un endomorfismo di uno spazio vettoriale metrico di dimensione n su K ha n
autovalori (se contati con la molteplicita) in K, esiste una base ortonormale rispetto alla quale ’endomorfismo
ha matrice triangolare superiore: dunque se non si puo sempre diagonalizzare un endomorfismo, se c’e il
numero giusto di autovalori, almeno lo si puo triangolarizzare! Diamo di seguito la dimostrazione di questo
risultato nella versione per matrici:

Teorema 2.6: Per ogni A € M,(C) esiste una matrice unitaria U tale che S = U"1AU = U? AU ¢ una
matrice triangolare superiore. Analogamente, per ogni A € M, (R) che ha n autovalori (contati con la loro
molteplicita algebrica) reali esiste una matrice ortogonale O tale che S = O~*AO = OT AU ¢ una matrice
triangolare superiore.

Dimostrazione:

Dimostriamo il caso complesso procedendo per induzione. Il caso reale e del tutto analogo. Per n =1
il risultato € ovvio. Supponiamo sia vero per matrici quadrate di ordine n — 1. Sia A; un autovalore
dell’endomorfismo L 4:C" — C" e sia z; un autovettore relativo a Ay con ||z1]| = 1. Sia infine {z1, 23,...,2,}
una base ortonormale di C". La matrice B di L4 relativa a questa base ha questa forma:

)\1 ... X

Ay

dove A; € una matrice quadrata di ordine n—1. Dato che A e B sono matrici dello stesso endomorfismo L 4 rel-
ative a basi ortonormali diverse, esiste una matrice unitaria Uy di ordine n tale che B = Uy AU, = U AU,.
Per I'ipotesi induttiva esiste una matrice unitaria U] di ordine n—1 tale che S’ = (U{)~*AU| = U{? AU]
e triangolare superiore. Se definiamo
1 0 ... 0
0

Ul = : )
0
allora U7 € una matrice unitaria di ordine n tale che

S =U;'BU, = U{ BU,

1 0 .. 0 A1 o* L. % 1 0 0
0 0 0
] (ot : A : Uj
0 0 0
AL x * AL ox *
0 0
| (UNH AU, | s/
0 0

e triangolare superiore. Ma allora la matrice unitaria U = UyU; & la matrice cercata dato che, rimettendo
insieme i calcoli fatti, si ha S = U7'AU = U7 AU. O



Appendice: Il teorema di Hamilton-Cayley

Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale V' di dimensione n su K = R, C. Denotiamo
T° = Idy, T' =T e per ogni intero k > 2

TF =To...0T

kvolte

la composizione k volte di 7. Dato un polinomio p(A) = ap + a1 A + ... + a, A™ € K[A], allora per un
endomorfismo T' € L(V, V) definiamo

p(T) =agT’+ a1 T 4+ ...+ anT™ = agldy + a1 T + ...+ ap, T™ e LV, V).
Allo stesso per una matrice quadrata A € M, (K) di ordine n, posto A° = I,,, A' = A e per ogni intero k > 2

Ak =A.. . . A
—_—
k volte

il prodotto k volte di A. Dato un polinomio p(A) = ag + a1 A + ... + a, A™ € K[A], allora per una matrice
quadrata A € M, (K) di ordine ndefiniamo

p(A) = acA’ + a A + . 4 a A™ = agl, + a1 A+ ...+ a, AT E M, (K).

Dato che dim(L(V,V)) = n?, necessariamente gli endomorfismi 79, T, ... 7T”2 sono linearmente dipen-
denti e quindi esistono scalari ag, . . ., a,2 € K tali che agT® + a1 T + ... + a2 T = 0. Questo fatto si pud
esprimere dicendo che esiste un polinomio p()\) di grado n? tale che p(T) = 0. Analogamente si osserva per
una matrice A € M, (K) di ordine n esiste un polinomio di grado p(A) di grado n? tale che p(A) = 0.

In effetti, usando il Teorema 2.6 si puo dimostrare molto di pit:

Teorema 2.7: (di Hamilton-Cayley)
(i) Sia pr(\) il polinomio caratteristico di un endomorfismo T € L(V, V). Allora pr(T) = O.
(ii) Sia pa il polinomio caratteristico di una matrice A € M,,(K). Allora pa(A) = 0.

Dimostrazione: Dato che un endomorfismo ¢ ’endomorfismo nullo se e solo se la sua matrice rispetto a una
scelta qualunque di base € la matrice nulla i due punti dell’enunciato del teorema sono equivalenti. Inoltre
se T € L(V,V) & un automorfismo di uno spazio vettoriale reale e A ¢ la matrice associata a T relativa-
mente a una qualunque base fissata, dato che pr(\) = pa(\) = pr,(\) dove consideriamo L4:C" — C",
ci basta dimostrare il teorema per L4:C"™ — C" per una qualunque matrice A € M,,(C). Osserviamo che
per il Teorema 2.6 la matrice A ¢ simile a una matrice triangolare superiore con sulla diagonale gli au-

tovalori A1,..., A, di A (non necessariamente distinti). Questo equivale ad affermare che esiste una base
B = {v1,...,v,} rispetto alla quale L4 ha matrice triangolare superiore con sulla diagonale gli autovalori
Aly..., Ap . Il risultato desiderato seguira allora una volta dimostrato il seguente

FATTO: Sia T:V — V un endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione n su K tale che ha esiste
una base B = {v1,...,v,} rispetto alla quale T ha matrice triangolare superiore con sulla diagonale gli
autovalori A1, ..., A, € K. Allora pr(T) = O

Dimostrazione del Fatto: Dimostriamo l'affermazione per induzione su n = dim(V). Per n = 1 non vi
¢ molto da dimostrare. Infatti in questo caso T'(v) = Ajv per ogni v € V e pr(\) = A1 — A. Dunque
pr(T)(v) = (M Idy —T)(v) = O. Supponiamo ora che I’affermazione sia verificata per gli spazi vettoriali di
dimensione n — 1. Per j = 1,...,n poniamo V; = Span(vi,...,v;), in modo che V' = V,,. Si ha che per ogni
i=1...,n

T(Uj) = /\jvj +w

per qualche w € V;_;. Segue allora che per ogni j = 1,...,n si ha T(V;) C V;. Dunque, in particolare,
T(Vno1) C Vg e quindi S = Tjy,_: V-1 — Vi1 ¢ un endomorfismo dello spazio vettoriale n — 1-
dimensionale V,,_1. Per costruzione, relativamente alla base B= {v1,...,0n—1}, endomorfismo la restrizione
S dell’endomorfismo T" a V,,_1 ha matrice triangolare superiore con sulla diagonale gli autovalori A1, ..., A,_1.
Dunque, per lipotesi induttiva pg(S) = O. D’altra parte, ¢ immediato verificare che

psN) =M =A)...(Ac1—=A) e pr(N) =M= A) .. (A1 =AM — A)
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e quindi che
ps(S)=(MId—S)o...o(A—1ld—=S) e pr(N)=MId—T)o...o(A_1Id—T)o (AN Id-T).

Sia allora v € V = V,,. Allora si scrive in modo unico come v = tv,, + w per uno scalare ¢t e per w € V,,_1.
Come gia osservato T'(w) € V,,_1 e che per ogni u € V,,_1 si ha T'(w) = S(w) e

O =[ps(9))(u) =[(MId—S)o...0(A—1Id—9)] (u) =[(MId—T)o...0(Ap—1Id = T))] (u).

Pertanto:
[pr(T)](v) =[(MId—T)o...0(A_1Id —T) o (A Id —T)] (v)
=[(MId—T)o...0o(M_1Id —T)] (An(tvn + w) — T(tv, + w))
=[MId—T)o...0o(A—1Id —T)] (Apw — T(w)) = ps(Apw — T(w)) = O
dove si & usato il fatto che Ayw — T'(w) € V;,—1 e la tesi segue. O

Il Teorema di Hamilton-Cayley ha molte conseguenze. Ne segnaliamo una immediata per il calcolo
dell’inversa di una matrice:

Corollario 2.8: Sia pa(\) = (=1)"A" + a1 A"~ + ... 4+ a1\ + det(A) il polinomio caratteristico di una
matrice invertibile A € M, (K). Allora

1

-1 _
AT = det(A)

(—D)"A" '+ a, 1 A" P4t andy,) .

Dimostrazione: Dato che P4(A) = 0, allora si ha
det(A)L, = — ((-1)"A™ + a1 A" "+ ...+ a1 A)

e quindi la formula desiderata si ottiene moltiplicando a destra e sinistra dell’eguaglianza per A~!. ]
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3. Forme quadratiche su R"

Definizione 3.1 Una forma quadratica su R" & una funzione ¢: R" — R definita da ¢(z) =< x,z >, dove
< e, 8 >4 un prodotto scalare (non necessariamente definito positivo) su R".

Sappiamo che dato un prodotto scalare < o, @ >4, se A = (a;;) € M, ¢ la matrice simmetrica definita da

A5 =< €5,€; >¢ (3]_)
si ha < z,y >4= y? AT per ogni z,y € R". Dunque, in particolare si ha
n
¢(I) =< Z,T >¢p= l'TAl' = Z Qi T;Tj. (32)
ij=1

Chiameremo la matrice A definita in (3.1) la matrice associata a ¢ rispetto alla base canonica

Osservazione. Dalla (3.2) si vede subito che una forma quadratica su R™ non ¢ altro che un polinomio
reale omogeneo di grado 2 in n variabili ossia un polinomio reale P(x1,...,x,) in n variabili tale che per
ogni t € R™ risulta:

P(tzy, ... ta,) = *P(xy, ..., 2,). (3.3)
Viceversa dato un polinomio reale omogeneo di grado 2 in n variabili p(z1,...,z,), si vede subito che
n n
P(.Il,...,ﬂfn) = Z aijxixj = ZCL1122+ Z QCLZ‘J‘ZZ'LL‘j
ij=1 i=1 1<i<j<n
dove A = (a;;) € M, » € una matrice simmetrica. Dunque il polinomio p(z1,...,z,) definisce una forma

quadratica con matrice associata A.

Esempio. Si consideri il polinomio P(z,y,z) = 5y? — 322 + 8zy + 8xz — 2yz. Il polinomio P(z,y,z2) &
omogeneo di grado 2 e quindi definisce una forma quadratica:
0 4 4 T
P(z,y,2) =5y =322 + 8wy +8xz —2yz=(z vy 2)|4 5 -1 y
4 -1 =3 z
4 4

0
eA=14 5 —1] elasua matrice associata rispetto alla base canonica.
4 -1 -3

Definizione 3.2 Sia ¢:R™ — R la forma quadratica associata alla matrice simmetrica A = (a;;). La forma
¢ e la matrice A si dicono

() definite positive se

() =27 Az = i ajjxix; >0 Vo #0; (3.4)
ij=1
(#4) definite negative se
o) = 2T Az = i a;jxriz; <0 Vo #0; (3.5)
ij=1
(#it) semidefinite positive se
() = 2T Ax = i aijziz; >0 Yrep(ro) = xp Arg = 0 per qualche zq # 0; (3.6)
ij=1
(iv) semidefinite negative se
o(x) = 2T Az = En: a;;xiz; <0 Vred(xo) = ngxo = 0 per qualchexg # 0. (3.7)
ij=1

La forma ¢ e la matrice A si dicono indefinite se ¢ assume sia valori negativi sia positivi.

E naturale chiedersi se esistono invarianti per le forme quadratiche che ci permettono di classificarle e
se & possibile determinare un cambio di base per R" tale che nelle nuove coordinate una forma quadratica
prende una espressione cosi semplice che le sue proprieta (ad esempio quelle di positivita viste sopra) siano
evidenti. Per cominciare, utilizzando quanto gia osservato su come i cambi di base influiscono sull’espressione
dei prodotti scalari, abbiamo immediatamente ’analogo per forme quadratiche:
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Proposizione 3.1: Sia ¢: R" — R una forma quadratica e sia A = (a;;) la matrice associata a ¢ rispetto
alla base canonica. Sia B = {e1...,¢,} una base di R" e sia B la matrice del cambio di base dalla base
canonica alla base B. Se A’ = BT AB, allora per ogni v € R", se 2’ il vettore delle coordinate di v relative a
B, si ha

p(v) = ()T A"z’ (3.8)

La matrice A’ = (aj;) si dice matrice associata a ¢ rispetto alla base B e si ha aj; =< ¢j,¢; >4.

Come applicazione dei risultati precedenti, abbiamo la seguente:

Proposizione 3.2: Sia ¢:R" — R la forma quadratica associata alla matrice simmetrica A = (a;;). Siano
A1, ..., A\ gli autovalori (eventualmente con ripetizione) di A. Esiste una base ortonormale B di R" tale che
se ' & il vettore delle coordinate rispetto a B di un vettore v € R", allora ¢ ¢ data da

B(v) = M (z))% 4+ ... A (2))2. (3.9)

Inoltre ¢ e A sono definite positive (negative) se e solo se tutti gli autovalori di A sono positivi (negativi); ¢
e A sono semidefinite positive (negative) se e solo se tutti gli autovalori di A sono non negativi (nonpositivi)e
almeno uno nullo; ¢ e A sono indefinite se e solo se A ha autovalori sia positivi sia negativi.

Dimostrazione: Sia B una base ortonormale di R” formata da autovettori di L4 e sia B la matrice del cambio
di base dalla base canonica alla base B. Allora, se x designa il vettore delle coordinate di v € R"™ relative alla
base canonica e x’ quello delle coordinate relative a B, si ha = Bx’. Dunque, ricordando che D = BTAB ¢
una matrice diagonale con sulla diagonale gli autovalori di A, otteniamo immediatamente dalla Proposizione
3.1:

d(v) = M (@) 4. A (z])? (3.10)

Dalla (3.10) & semplice studiare il segno della forma quadratica ¢ Ad esempio & immediato concludere che
se tutti gli autovalori di A sono positivi allora ¢ ¢ definita positiva. D’altra parte se ¢ ¢ definita positiva, e
B ={v1,...,v,} allora per ogni j si ha 0 < ¢(v;) = A;. Le altre affermazioni si dimostrano in modo analogo.

O

Definizione 4.2 L’espressione (3.9) si dice forma canonica metrica della forma quadratica ¢.

Si osservi che mentre per calcolare la forma canonica metrica di una forma quadratica occorre riuscire a
calcolare tutti gli autovalori della matrice associata A, per studiarne il segno basta conoscere il segno degli
autovalori. A tal fine viene in aiuto il Criterio di Cartesio che, pur di non facile dimostrazione per polinomi
di grado arbitrario, € molto semplice da enunciare e da utilizzare. Lo ricordiamo rapidamente.

Criterio di Cartesio Sia P(t) = axt*® 4+ ... + aqt?, dove 0 < d < k e ag # 0, un polinomio a coefficienti reali
con tutte le radici reali. Allora:

(7) 0 & radice di P(¢) se e solo se d > 1 e in questo caso & radice di molteplicita d.

() il numero p delle radici positive del polinomio P(t), contate con la loro molteplicita, & uguale al numero
delle variazioni di segno nella successione dei coefficienti non nulli di P(t).

(4i7) il numero delle radici negative del polinomio P(t), contate con la loro molteplicita, ¢ n = k —d — p.

Esercizio. Si consideri la forma quadratica su R* definita da ¢(z) = 2527 — 723 + 722 + 48z9x3. Trovare
la forma canonica metrica di ¢, decidere se & definita positiva e determinare una base ortonormale rispetto
alla quale ¢ & in forma canonica metrica.

25 0 0
Si vede subito che ¢ & la forma quadratica associata alla matrice A = 0 -7 24 |. 1l poli-
0 24 7
nomio caratteristico di A & p(A) = —(XA — 25)%(\ + 25) e quindi A ha autovalori 25 con molteplicita 2

¢ —25 con molteplicita 1. Dunque ¢ ha forma canonica metrica ¢(z') = 252’7 + 2525 — 252'3. Cal-
colando gli autospazi, si vede facilmente che una base ortonormale dell’autospazio relativo all’autovalore 25

1 0
¢ data da 0],]3/5 e una base ortonormale per ’autospazio relativo all’autovalore —25 ¢ data da
0 4/5
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0

—4/5 . Si puo allora concludere che una base ortonormale rispetto alla quale ¢ € in forma canonica
3/5
1 0 0
metrica & 0),13/5],] —4/5
0 4/5 3/5

Definizione 3.3 Sia A = (a;;) una matrice simmetrica. Se p e g sono rispettivamente il numero di autovalori
positivi e il numero di autovalori negativi di A, la coppia di numeri (p, q) si dice segnatura di A.

E evidente che se A’ & la matrice associata a ¢ ripetto a un’altra base ortonormale, allora il numero di
autovalori positivi e il numero di negativi di A’ sono uguali al numero di autovalori positivi e il numero di
negativi di A. Infatti le matrici A e A’, per un’opportuna matrice ortogonale O, sono legate dalla relazione

A =0TA0=07140

e quindi, essendo simili, hanno gli stessi autovalori. Dunque la segnatura ¢ un invariante della forma quadrat-
ica rispetto a cambiamenti di coordinate ortonormali. In realtad molto di piu é vero. Si puo dimostrare che
la segnatura di una matrice simmetrica ¢ invariante per congruenza ossia che due matrici congruenti (che in
generale hanno autovalori diversi), hanno la stessa segnatura. Questo fatto porta a sua volta a classificare
mediane la segnatura le forme quadratiche reali. Se (p, ¢) ¢ la segnatura di una matrice simmetrica A, allora
r =p+q ¢ il rango di A. Cominciamo osservando che il rango di una matrice ¢ invariante per congruenza:

Lemma 3.3: Matrici congruenti hanno lo stesso rango.

Dimostrazione: Siano A, A’ € M,(R) tali che A’ = BTAB per qualche B € GL,(R). Dato che B ¢
invertibile, si ha che
Im(Lag) = La(L(R™)) = LaA(R™) =Im(La).

D’altra parte anche BT & invertibile e quindi:
Lpr:Im(Lap) = Lpr(Im(Lag)) = Im(Lprap)

¢ lineare, iniettiva e suriettiva. Dunque Im(La) = Im(Lag) e Im(Lpr 45) sono isomorfi e quindi hanno la
stessa dimensione e la tesi e dimostrata. O

Il secondo fatto che ci serve & osservare che una matrice simmetrica con assegnata segnatura & congruente
a matrici molto speciali:

Lemma 3.4: Sia A una matrice reale simmetrica di ordine n con segnatura (p,q). Allora A é congruente
alla matrice M, ; = (m,;) diagonale di ordine n tale che

1sel<:i:<p
My = —1sep+1<i<p+gq
Osep+qg+1<i<n

ossia
1, 0 0
M,,=| 0 =1 0 (3.11)
0 0 Op_p_ygq

dove I, I, sono le matrici identiche rispettivamente di ordine p e g, la matrice 0,,_,_, & la matrice quadrata
nulla di ordine n e le gli altri 0 denotano matrici nulle delle appropriate dimensioni.

Dimostrazione: Se A & una matrice reale simmetrica di ordine n con segnatura (p, ¢), siano Aq,..., A, gli
autovalori positivi di A e Apt1,...,Apq quelli negativi. Allora, come nella dimostrazione della Propo-
sizione 3.2, usando il teorema spettrale, abbiamo che esiste una matrice ortogonale B tale che la matrice
(a;j) = A’ = BT AB e diagonale con sulla diagonale esattamente gli autovalori di A, ossia a;; = 0 se i # j
e:

Aisel<i<p+q
au:{
Osep+qg+1<i<n.
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Sia ora S = (s;;) la matrice diagonale, ossia tale che s;; = 0 se 7 # j, e diagonale definita da:
Azsel<i<p+g
Sii =
lsep+qg+1<i<n.

Si vede subito che M = STA'S = STBTABS = (BS)T A(BS) ¢ la desiderata matrice diagonale congruente
ad A. O

Come conseguenza immediata per le forme quadratiche abbiamo

Corollario 3.5: Se ¢:R"™ — R ¢é la forma quadratica che ha matrice A = (a;;) rispetto alla base canonica,

allora esiste una base B di R", tale che, se X1, ..., X, sono le coordinate di v € R" rispetto alla base B, si
ha
p(v)=Xi+.. .+ X, - X — ... — X,

Affinché si possa concludere che la segnatura ¢ effettivamente un invariante per le matrici simmetriche
rispetto alla congruenza e per le forme quadratiche reali rispetto ai cambi di base, occorre il seguente:

Lemma 3.6: Per interi non negativi p,q,p’,q' con 0 <p+g<ne0<p' +¢ <n le matrici M, , e My
definite come in (3.11) sono congruenti se e solo se (p,q) = (p',q') (ossiap=p' eq={¢").

Dimostrazione: Ovviamente se (p,q) = (p,q’') allora M, , = M, » e quindi le due matrici sono congru-
enti. Supponiamo che M, , e My . siano congruenti e sia D € GL,(R) la matrice invertibile tale che
My o = DTM, ,D. Dato i ranghi di M, , e M,/ , devono essere uguali, si ha p + ¢ = p’ + ¢. Dunque
bastera dimostrare che p = p’. Se p # p’, allora p > p’ oppure p < p’. Supponiamo allora p > p’. Denotiamo
con C la base canonica di R" e con D la base di R™ che ha per colonne la matrice D. Per v € R", denotiamo
con z = F¢(v) e y = Fp(v) rispettivamente le colonne delle coordinate di v relative rispettivamente alla base
canonica C e alla base D e che sono quindi legate dalla relazione x = Dy. Se ¢ e la forma quadratica che ha
matrice M, , rispetto alla base canonica, allora si ha per ogni v € R™:

P p+q P’ p +q’
)IET S SN S 812
i=1 i=p+1 i=1 i=p/+1

Sia D! = (u;;) la matrice inversa di D e si consideri il sistema:

Yujz;  peri=1,....p
(3.13)

z; =0 peri=p+1,...,n.

Il sistema (3.13) ha n incognite e p’ + n — p < n equazioni e quindi, come conseguenza del teorema della
dimensione, ammette una soluzione T # O. Allora dato che T # 0, vale (3.13) e D! & una matrice invertibile,
si ha:

T 0

O#7 = f.l’ e O#75=D'7) = 0
o 0 y= | Ypr+a

0 Yn

dove per almeno un indice 75 con 0 < iy < p si ha T;; # 0 . Dunque se ¥ € R" ¢ tale che T = F¢(v) e
y = Fp(7), allora da (3.12) abbiamo

P p+q P p +q
-2 2 — -2 2
E :Iz - E €Ty = d)(v) = E A § Y
=1 i=p+1 =1 i=p’+1
e quindi ’assurdo seguente:
p p'+q p+q P’
2 —2 —2 2
0<mi0§5xl+ E y; = E xz—i—g y; =0
=1 i=p’+1 i=p+1 i=1

Dunque deve essere p < p’. Scambiando i ruoli di p e p’ e ripetendo ’argomento con i cambiamenti ovvi, si
ottiene che deve essere p’ < p e quindi la conclusione p = p’ segue. ]
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Raccogliendo tutte le informazioni che abbiamo, possiamo ora riassumere quello che abbiamo dimostrato
nel seguente importante risultato:

Teorema 3.7: (di Sylvester) (i) Sia A una matrice reale simmetrica di ordine n con segnatura (p,q). Allora
A ¢ congruente alla matrice My, , = (m;;) diagonale di ordine n tale che

1sel<i1<p
mii:{—lsep+1§i§p+q
Osep+qg+1<i<n.

(ii) Due matrici reali simmetriche A, A’ di ordine n sono congruenti (ossia A’ = BT AB per qualche matrice
invertibile B € GL(n,R)) se e solo se A e A" hanno la stessa segnatura.

(73i) Se ¢: R™ — R ¢ la forma quadratica che ha matrice A = (a;;) rispetto a una base di R" e A ha segnatura
(p,n), allora la matrice associata a ¢ rispetto a una qualunque base ha segnatura (p,n) e esiste una base B
di R", tale che, se X1, ..., X, sono le coordinate di p € R™ rispetto alla base B, si ha

dp)=Xi+.. +X2-X2, —... - X2,
Dimostrazione: 1l punto (i) € il Lemma 3.4. Il punto (i) segue dal fatto che matrici A e A’ di segnatura

rispettivamente (p, ¢) e (p’, ¢') sono congruenti rispettivamente a M, , e M, o e che, per il Lemma 3.6, M, ,
e M, 4 sono congruenti se e solo se (p,q) = (p’,q’). Il punto (4i¢) segue dal 3.5 e dal punto (ii). ]

Il punto (i7i) del Teorema di Sylvester rende ben posta la seguente

Definizione Si dice segnatura di una forma quadratica ¢: R" — R la segnatura di una matrice associata a
¢ rispetto a una scelta di base di R™.

Il significato intrinseco della segnatura di una forma quadratica e illustrato nel risultato finale di questo
paragrafo:

Teorema 3.8: Se (p,q) ¢ la segnatura della forma quadratica ¢: R"™ — R, allora p ¢ la massima dimensione
per un un sottospazio di R"™ sul quale ¢ & definita positiva e q & la massima dimensione per un un sottospazio
di R™ sul quale ¢ ¢ definita negativa.

Dimostrazione: Se (p,q) & la segnatura della forma quadratica ¢: R" — R, esiste una base B = {v1,...,v,}
di R", tale che, se X1,..., X, sono le coordinate di v € R™ rispetto alla base B, si ha
pv)=XT+.. + X} - X2, —.. X, (3.14)

Definiamo V,, = Span(v1,...,v,) e W = Span(vpy1,...,v,). Allora, per costruzione, V =V, @ W. Sia
U un qualunque sottospazio di R" tale che la restrizione ¢y di ¢ a U & definita positiva tale che per ogni
v € U\{O} si ha ¢(v) > 0. Allora UNW = {O}. Infatti se v € UNW allora, dato che v € U si ha ¢(v) > 0,
mentre dato che v € W, da (3.14), si ha ¢(v) < 0. Dunque deve essere ¢(v) = 0 e quindi, necessariamente,
v=0. MaalloraU+W =U&®W CV e pertanto

dim(U) + dim(W) = dim(U @ W) < dim(V) = n = dim(V,) + dim(W) = p + dim(W)

ossia dim(U) < p e la prima parte dell’enunciato ¢ dimostrata. La seconda si dimostra con analogo argo-
mento.

Ol
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