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Queste note sono una traccia delle lezioni svolte e costituiscono solo un aiuto allo studio
senza pretesa di completezza. Quando ci si riferisce a ABATE - de FABRITIIS si intende
il testo: Abate — de Fabritiis, Geometria analitica con elementi di algebra lineare, Seconda
Edizione, McGraw-Hill, 2010

1. Spazi vettoriali: definizioni e esempi.

Un campo K ¢ un insieme su cui sono definite due operazioni + e - che godono delle
seguenti proprieta:

(1) a+ (b+¢) =(a+b)+c perognia,bceK “associativa di +”
(2) esiste 0 € K tale che a + 0 =0+ a per ogni a € K “esistenza dello zero 0”
(3) per ognia € K esiste —a € K tale che a+(—a) = —a+a =0 “esistenza dell’opposto”
(4) a+b=a+bperogniabek “commutativita di +”
(5)a-(b+c)=a-b+a-cea-(b+c)-a=b-a+c-a perognia,b,ceK “distributivita”
(6) a-(b-c)=(a-b)-c perognia,b,ceckK “associativa di -”
(7) esiste 1 € K tale che a-1=1"-a per ogni a € K “esistenza dell’'uno 1”
(8)VacKcona#0esistea ! € Ktalechea-a ! =a ' -a=1 “esistenza inverso ”
(9) a-b=a-bperogniabekK “commutativita di -”

Nomenclatura: Un insieme G dotato di una operazione che soddisfa le proprieta (1),(2)
e (3) si dice gruppo; se vale anche la (4) si dice gruppo commutativo o abeliano. Dunque K
con l'operazione + & un gruppo abeliano e si vede facilmente che Kx = K\ {0} considerato
con 'operazione - ¢ un gruppo abeliano.

Esempi: L’insieme dei numeri interi Z con la usuale somma € un gruppo abeliano.
L’insieme R dei numeri reali, I'insieme C dei numeri complessi e 'insieme Q dei numeri
razionali, con le usuali operazioni di somma e prodotto, sono esempi di campi.

Anche se molte delle considerazioni che faremo qui di seguito valgono in maggiore
generalita, in quello che segue K sara sempre il campo dei numeri reali R o il campo dei
numeri complessi C.

Definizione. Uno spazio vettoriale su K e un insieme V', i cui elementi chiameremo vettori,
su cui sono definite due operazioni

+VxV — \%4 pKxV — Vv
somma e  prodotto per uno scalare
(v,w) — v4w Aw) = Aw




in modo che V' con la somma + sia un gruppo abeliano ossia valgano le seguenti

(1)
)

+ (v 4+ w) = (u+v) +w per ogni u,v,w € V. “proprieta associativa della somma”

(2) esiste O € V tale che u+ O = O + u per ogni u € V' “esistenza del vettore nullo O”
(3) perogniu € V esiste —u € V tale che u+(—u) = —u+u = O ‘“esistenza dell’opposto”
(4) u+v=wv+u per ogni u,v €V “proprieta commutativa della somma”
e che inoltre valgano le seguenti proprieta del prodotto per uno scalare:

5 AMu+4v)=Au+ X perogni\eKeuveV
6) AN+ pu=Iu+pu perogn A, pceKeueV
7) (AM)u = A(pu) perogni \,peKeueV

)

(
(
(
(8

lu=wu perogniueV

Immediatamente dalla definizione abbiamo le seguenti conseguenze formali:

Proposizione 1.1: Sia V uno spazio vettoriale su K . Allora:
) il vettore nullo O ¢ unico;

i1) I'opposto di ogni u € V' & unico;

iv) per ogni A € K si ha \O = O;

(i

(

(7i1) per ogni u € V si ha Ou = O;

(

(v) per ogni w € V si ha —u = (—1)u;
(

vi) per A€ Keu €V si ha \u =0 <= \=0 oppure u = O.

Dimostrazione: (i) Il vettore nullo ¢ unico dato che se O e O’ verificano (2) allora
0=0+0"=0"
(77) Sia u € V' e siano —u, —u’ due vettori che soddisfano (3). Allora
—u=-u+0=-u+(u+(—-u))=(—u+u)+(—u) =0+ (—u) = —u.
(t3i) Per w € V si ha Ou +u = 0u+ 1lu = (0 + 1)u = lu = u; dunque
Ou=0u+u+(—u)=u+(—u)=0.

(iv) Sia A € K. Per u € V arbitrario abbiamo \O = A(0u) = (A0)u = Ou = O.
(v) Per ogni u € V si ha (—1)u +u = (—1)u+ 1lu = (=1 + 1)u = O e quindi la tesi segue
per 'unicita dell’opposto.

(vi) Basta dimostrare che vale I'implicazione =>. Supponiamo che per qualche A € K e
u € V si abbia Au = O. Se X # 0 esiste A™! e quindi O = A710 = A"\ = 1lu = u. ]

Esempio 1. Lo spazi V(l), V(Q), Vg dei vettori applicati in un punto della retta, del piano e
dello spazio, con le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare usuali, sono spazi
vettoriali sul campo dei reali R.

Esempio 2. Lo spazio delle ennuple di scalari K" con la somma e il prodotto per uno
scalare definito da:



T Y1 1+ y T U1

+ = : Vo = Y = e K"
In Yn Tp + Yn In Yn
e
T AT T
A = : VieKz=1| : | eK"
Ty AT, Tp

¢ uno spazio vettroriale sul campo K. Piu in generale lo spazio M, ,(K) delle matrici
m righe e n colonne con entrate nel campo K & uno spazio vettoriale sul campo K se
equipaggiato con somma e prodotto per uno scalare definito da:

a1 ... Qin biir ... bin a1 +b11 ... ain +bin
+ = ;
Am1 -+ Gmn b1t --- bmn Am1 +bm1i .. Amn + bmn
e
ail ... Qin AG11 ... Aaip
A =
Aml - Gmn Al --- A
ail ... Qip bi1 ... bin
per ogni A = , B= € Mpyn(K) e XeK.
Am1l  +-- Qmn b1 .. bmn

Esempio 3. Sia A un insieme arbitrario e sia W l'insieme di tutte le funzioni f: A — K
definite su A a valori nel campo K. Se f,g € W e XA € K, allora le funzioni f + ¢g: A — K
e Af: A — K sono le funzioni definite rispettivamente da:

(f+9)a)=f(a)+gla) e Of)a)=Af(a) VacA.

Con le operazioni di somma di funzioni e di prodotto di una funzione per uno scalare
definite in tal modo, W & uno spazio vettoriale su K.

Piti in generale sia V' uno spazio vettoriale su K. Sia Z 'insieme di tutte le applicazioni
f: A — Vdefinite su un insieme A a valori in V. Usando le operazioni di V si possono
definire una somma e un prodotto per uno scalare su Z. Se F,G € Z e \ € K, allora le
applicazioni F'4+ G: A — V e AF: A — V sono le applicazioni definite rispettivamente da:

(F+G)(a)=F(a)+G(a) e (AF)(a)=AF(a) VacA.
Con le operazioni definite in tal modo, Z € uno spazio vettoriale su K.

Esempio 4. Sia K[t] I'insieme dei polinomi nell’indeterminata ¢ con coefficienti in K. I
polinomi sono funzioni da K in K e quindi, come nell’esempio 3, sono definite la somma
di polinomi e il prodotto di un polinomio per uno scalare, che come e facile convincersi

m n
sono ancora polinomi. Siano A € K uno scalare e p(t) = Z apt®, q(t) = Z bit® € K[t] due
k=0 k=0
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polinomi dove si intende che a,, # 0 e b,, # 0. Supponiamo inoltre che m < n (altrimenti
basta scambiare i ruoli di p(t) e ¢(t)) e si ponga am+1 = ... = a, = 0; allora

n

(A)(8) = p(t) = D Aart® e (p+a)(t) =p(t) +alt) = Y (ax + bi)t".
k=0 k=0

Con queste operazioni K[t] &€ uno spazio vettoriale su K.

Esempio 5. Sia R® lo spazio delle successioni reali. Dato che una successione a,
= {ag,a1,...,ap...,} € R non ¢ altro che la funzione a:N — R definita da a(n) = a,,
allora R*® & uno spazio vettoriale su R con la struttura definita nell’esempio 3.

Esempio 6. Siano V, W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Sul prodotto carte-
siano V x W si puo definire una struttura di spazio vettoriale definendo una somma
e un prodotto per uno scalare utilizzando le operazioni definite su V' e W. Infatti se
(v1,w1), (va,we) € V X W e X € K, basta porre:

(v1,w1) + (va,w2) = (v1 +va, w1 +w2) e A(vy,wy) = (Avy, Awy)

dove le operazioni su ciascuna componenti sono quelle definite su V' e W. Con queste
operazioni, V x W si dice spazio vettoriale prodotto di V' e W. Si osservi che se n = [+ m,
definendo le struttura di spazio vettoriale di K, K' e K™ come nell’esempio 2, si ha che
K" & esattamente lo spazio vettoriale prodotto K! x K™.

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme U C V si dice sottospazio
vettoriale (o semplicemente sottospazio) di V' se é chiuso rispetto alla somma e al prodotto
per uno scalare ossia se

ut+velU YuveU e ueU VieK Vuel.

Se vg € V e U & un sottospazio di V', l'insieme S =vg+U ={v=v9+uecV |uecU}si
dice sottospazio affine (o sottovarieta affine) di V. 1l sottospazio U si dice sottospazio di
giacitura di S.

Osservazione. Se U e un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V' su K, allora U,
con le operazioni di somma e prodotto per uno scalare indotte da V', € uno spazio vettoriale
su K. Un sottospazio affine S = vg + U & un sottospazio vettoriale e quindi & uno spazio
vettoriale con le operazioni indotte da V se e solo se O € S e quindi se e solo se vy € U.

Esempio 6. Si consideri V3, lo spazio dei vettori dello spazio applicati in O. Siano r,7
rispettivamente una retta e un piano passanti per O. Allora i sottoinsiemi V,. e V. di V?)
dei vettori con secondo estremo rispettivamente in r e 7 sono sottospazi vettoriali di V3.
Se invece 7,7 sono una retta non passante per O, i sottoinsiemi S, e S, di V3, dei vettori
con secondo estremo rispettivamente in r e 7w sono sottospazi affini di Vg.

Esempio 7. L’insieme K,[t|] dei polinomi nell’indeterminata t con coefficienti in K di
grado al pitt » € un sottospazio vettoriale di K[t].

Una classe di esempi particolarmente importante di sottospazi vettoriali e affini e
quella degli insiemi di soluzioni dei sistemi lineari. A tal proposito abbiamo il seguente
risultato:



Proposizione 1.2: (Teorema di struttura per i sistemi lineari) Siano A € My, ,,(K)
una matrice con m righe e n colonne e b € K™. L’insieme U delle soluzioni del sistema
omogeneo di m equazioni e n incognite Ax = 0 & un sottospazio vettoriale di K". Se v é
una soluzione qualunque del sistema Ax = b, ogni altra soluzione ha la forma w = v + u
per qualche u € U. In altre parole 'insieme delle soluzioni del sistema di m equazioni e n
incognite Ax = b é il sottospazio affine L = v+ U.

U1
Dimostrazione: Sia A = (Al,..., A™) Pespressione in colonne della matrice A. Se u =
Un
21
ez=| : € U sono soluzioni del sistema omogeneo Ax = 0, si ha u + z € U dato che
Zn

Alu+2) = (ur +2HA + ..+ (W +2")A") = (WA + . u" A+ (ZPAY L 2 AY)
=Au+ Az =0.

Allo stesso modo si verifica banalmente che per ogni A € K si ha Au € U. Per concludere,
si osservi che w € L se e solo se Aw = b e quindi se e solo se

0=Aw— Av = (WA + ... +w"A") — (V' A + ...+ 0" A")
= ((w' —oHA* + .. (" —v™)A") = A(w —v)

ossiaseesoloseu=w—vecU. ]

2. Combinazioni lineari e lineare indipendenza.

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su K, Dati vq,...,v, € Ve aq,...,a, € K , il
vettore
v=01v1+...+a,v,

si dice combinazione lineare di vy, ..., v, con coefficienti (o pesi) ay,...,an,.
Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su K. Se vy,...,v, € V, il sottospazio generato
da vy,...,v, € V & l'insieme di tutte le combinazioni lineare dei vettori vy,...,v, e si
denota con

Span(vy,...,v,) ={a1v1 + ...+ apv, | aq,...,a, € K}

Piu in generale se S C V (non necessariamente finito) il sottospazio generato da S &
I’insieme di tutte le combinazioni lineari fdi un numero finito di elementi di S:

Span(S) = {a1v1 + ...+ agvg | k € Nyuy,...,vp € Seaq,...,ar € K}

Osservazione. Span(S) & un sottospazio vettoriale di V.

Definizione. Se V = Span(S), S si dice insieme (o sistema) di generatori di V. Uno
spazio vettoriale si dice finitamente generato se V' = Span(S) per qualche sottoinisieme
finito S C V.



Esempio 8. Gli spazi K" e M,, ,,(K) sono finitamente generati.

Esempio 9. Lo spazio dei polinomi K[t] con coefficienti in K non & finitamente generato,
mentre, per ogni n, lo spazio K[t] dei polinomi con coefficienti in K di grado al pitt n &
finitamente generato.

Esempio 10. Gli spazi Vé, V%, Vg dei vettori applicati in O rispettivamente della retta
del piano e dello spazio sono finitamente generati. Infatti per quanto riguarda V, se A # O
¢ un qualunque punto della retta distinto dall’origine O ei= OA allora per ogni vettore
¥ € V}, esiste un unico scalare ¢ € R tale che ¥ = ti. Per quanto rlguarda VO siano A, B
sono punti del piano tali che O A, B non sono allineati e si ponga i=04ec ji= OB. In
questo caso si dira anche che 1, J sono vettori non allineati. Si ha che V3 = Span(f, I)
In effetti si dimostra che dato un qualunque v € Vo esistono unici scalari t1,t5 € R tali
che @ = ;1 + to]. j. Infine per quanto riguarda VO se A, B,C sono puntl del piano tali che
0O, A, B,C non sono complanari allora si ponga i= (ﬂd — OB ek = O? In questo
caso si dira che i, J, Kk sono vettori non complanari. Si ha che V3 = Spcm(l J k) In effetti
si dimostra che dato un qualunque v € VO esistono unici scalari t1,t5,t3 € R tali che
T=t1i+toj+t3j. (Per le dimostrazioni si guardi ad esempio ABATE - de FABRITIIS pg
24 e seguenti)

Per i sistemi lineari le nozioni che abbiamo definito possono essere usate per interpretare
la risolubilita di un sistema:

Proposizione 2.1: Siano A € M,, ,,(K) una matrice con m righe e n colonne e b € K.

Se A= (Al,...  A™) ¢ Despressione di A secondo le sue colonne, il sistema lineare Az = b

¢ compatibile (ossia ammette soluzione) se e solo se b € Span(Al,... A").

Dimostrazione: 1l sistema ha una soluzione se e solo se esiste z € K tale che Ax = b ossia
z1

se e solo se per qualche x = : €Ksihab=xA' +...+2,A" e quindi se e solo se
Tp

b€ Span(At, ... A™). O

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su K. I vettori vq,...,v, € V si dicono linear-

mente dipendenti se esistono asq,...,a, € K non tutti nulli tali che

a1V + ...+ apv, = 0.

Invece vy, ...,v, € V si dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente dipen-
denti ossia se
o+ ... +tapv, =0 = a;=...=«, =0.

Se v1,...,v, sono linearmente indipendenti, si dice che {v1,...,v,} & un sottoinsieme (o
sistema) libero di V.

Proposizione 2.2: I vettori vy,...,v, € V sono linearmente dipendenti se e solo se
almeno uno fra di essi ¢ combinazione lineare degli altri.

Dimostrazione: Se vq,...,v, sono linearmente dipendenti, allora esistono ag,...,a, € K
non tutti nulli tali che aqyv; + ... + a,v, = O. A meno di riordinare i vettori, si puo
supporre che a; # 0 e quindi v; = ——2212 — a—lvn D’altra parte se un vettore, ad
esemplo v1, € combinazione lineare degh altrl allora v1 = fBove + ... + Brv, € quindi

— Povg — ... — Bpv, = 0 da cui segue che vq,...,v, sono hnearmente dipendenti. L]
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Esempio 11. Un sistema libero in V} & costituito da un solo vettore diverso dal vet-
tore nullo. Ogni altro sottoinsieme di vettori di V}, & costituito da vettori linearmente
dipendenti. In V% un sottoinsieme costituito da due vettori non allineati & libero. Ogni
sottoinsieme di vettori di V2 costituito da almeno tre vettori non ¢ libero, infatti almeno
uno dei vettori che lo compongono si puo scrivere come combinazione lineare degli altri. In
V3, un sottoinsieme costituito da due vettori non complanari & libero. Ogni sottoinsieme
di vettori di V% costituito da almeno quattro vettori non e libero, infatti almeno uno dei
vettori che lo compongono si puo scrivere come combinazione lineare degli altri.

Un’applicazione della nozione di lineare indipendenza ai sistemi lineari:

Proposizione 2.3: Sia A € M,, ,(K) una matrice con m righe e n colonne. e b € K™.
Se il sistema lineare Az = b ha soluzione, questa é unica se e solo se le colonne A', ..., A"
di A sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione: Dalla Proposizione 1.2 segue che basta dimostrare il risultato per b = 0.
In questo caso il vettore nullo e sicuramente una soluzione. E P'unica soluzione se e solo
se si ha Az = 0, ossia z1A' + ... 4+ 2, A" = 0, solo nel caso che 1 = ... = x,, = 0. Per
definizione di lineare indipendenza abbiamo dunque la tesi. ]

3. Basi di uno spazio vettoriale.

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su K finitamente generato. Un sottoinsieme

B ={vy,...,v,} di V & una base di V se v1,...,v, sono linearmente indipendenti e B ¢
un insieme di generatori di V' ossia V = Span(vy,...,v,).
Proposizione 3.1: Siano V uno spazio vettoriale suK evy, ..., v, € V vettori linearmente

indipendenti. Se per aq,...,0n, B1,..., 08, € K si ha
a1 + ...+ apv, = By 4.+ Brn

allora o = o per ogni j = 1,...,n. In particolare, allora, se B = {vi,...,v,} € una base
di V, allora ogni vettore v € V' si esprime in modo unico come combinazione lineare dei
vettori di B

Dimostrazione: Se aqvi+...+a,v, = f1v1+. ..+ Bpv, allora (g —F1)v1+. . .+ (@ —Bn)vn

= O, e quindi, dato che v, ..., v, sono vettori linearmente indipendenti, la tesi segue. []
Definizione. Sia B = {vy,...,v,} una base dello spazio vettoriale V e v € V. Gli scalari
ai,...,q, € K tali che v =aqv1 + ...+ a,v, si dicono coordinate di v rispetto alla base
B.
Esempio 12. In K" siano ey, ..., e, i vettori definiti da

1 0 0

0 1 0

0 0 0

€1 = : ,E9 = : g€ = .
0 0 0
0 0 1



Allora {eq,...,e,} € una base di K" spesso chiamata la base canonica di K". Naturalmente
la base canonica ¢ solo una delle infinite basi di K. La sua particolarita consiste nel fatto
che le coordinate di un vettore di K" rispetto alla base canonica sono particolarmente facili
da individuare dato che

Z1
T2 n
. =x1€1 +x262+...xnen:2xiei.
: i=1
0
Esempio 13. Nello spazio M,, ,,(K) delle matrici m righe, n colonne, per i =1,...,m e
j=1,...,m, si considerino le matrici E*/ = ((e"/);;) definite da

. 1lsek=iej=I
((ew)kz)Z{ :

0 altrimenti

Allora l'insieme delle mn matrici E7 costituisce una base per M, ,(K)

Esempio 14. L’insieme {1 = % ¢,¢2,... "} costituisce una base per lo spazio K, [t] dei
polinomi di grado al piu n.

Esempio 15. Se ;7& m, allora {;} ¢ una base di V}. Se I:I sono vettori non allineati,
allora {i,j} ¢ una base di V3. Se i,j,k sono vettori non complanari, allora {i,j,k} ¢ una
base di V3.

La seguente osservazione sara spesso utile:

Lemma 3.2: Sia {v1,...,v,} un sistema di generatori di uno spazio vettoriale V. Se per
{wy,...,wg} si ha {vy,...,v,} C Span(ws,...,wy), allora {wy,...,wi} € un sistema di
generatori di uno spazio vettoriale V.

Dimostrazione: Se per ogni j si ha v; € Span(wi,...,wy), allora per i = 1,...,k e
j=1,...,n, esistono scalari ¢} tali che, per ogni j = 1,...,n, si abbia

k
v =t 4.ty =Y ;.
=1

Se v € V = Span(vy,...,v,), si ha

k k
’U—ZCL]U] Za] (thfwz>zz iajt{ w;

e quindi v € V = Span(wy, ..., wg). L]



Lemma 3.3: Se uno spazio vettoriale V # {O} ha una base composta da n elementi allora
ogni sottoinsieme di V' con piu di n elementi non e libero.

Dimostrazione: Sia B = {v1,...,v,} una base di V e, per assurdo sia {wy,..., w41} CV
un sistema libero. Dimostriamo, per induzione, che per ogni £k = 1,...,n risulta
V = Span(wy, ..., Wk, Vkt1,--.,0n). (3.1)

Cominciamo esaminando il caso k = 1. Dato che B ¢ una base e wy # O (perché?), per
opportuni scalari tq,...,t, non tutti nulli, si deve avere w; = t1v1 + ...+ t,v,. A meno
di riordinare B, possiamo supporre che t; # 0 e quindi si ha

1 to tn
V] = —Wp — —VUg — ... — —Up.
1 " 1 i 2 7
Ma allora {v1,vs,...,v,} C Span(wi,ve. ...,v,) e quindi, per il Lemma 3.2, segue che

V = Span(wy,va, ..., v,).

Argomentando per induzione, supponiamo ora che ’affermazione (3.1) sia vera fino al

passo (k—1)-esimo —ossia V' = Span(ws, ..., wk_1, Vg, ..., v,) —e dimostriamo V' = Span(wy, ..., wy,
Dunque wy = sjw1+...Sk_1Wg_1+SEVk+. . .+ SnvUy, per opportuni scalari sq, ..., s,.
Si osservi che sg, ..., s, non sono tutti nulli perché w,...,w; sono linearmente indipen-
denti. Di nuovo a meno di riordinare vy, ..., v,, possiamo supporre s; # 0. Ma allora
s Sk—1 1 Sk+1 Sn
Vp———WwW1 —...— Wg—1 + —wg — Vk+1 — .. — —Up
Sk Sk 52 Sk Sk
e quindi, argomentando come prima, V = Span(wi, ... Wk, Vk41,- .., Vn).
Dunque, per induzione, la (3.1) & vera e possiamo concludere che V' = Span(ws, ..., w,).
Ma allora w,,4+1 € Span(wy,...,w,), contro 'ipotesi che {wy, ..., w,41} fosse libero. [

Teorema 3.4: Ogni spazio vettoriale finitamente generato V # {O} ha una base. Due
basi dello stesso spazio vettoriale hanno la stessa cardinalita (ossia lo stesso numero di
elementi).

Dimostrazione: Supponiamo che V' = Span(vy,...,v,). Sia k il massimo numero di vettori
linearmente indipendenti in {v1,...,v,}. A meno di riordinare I'insieme, si puo supporre
dunque che vy, ..., v; siano linearmente indipendenti e che per ogni j = k+1,...,n i vettori
v1,..., Uk, v; siano linearmente dipendenti e quindi v; € Span(vy,...,v;). Dunque, per il
Lemma 3.2, B ¢ un sistema di generatori per V' ed ¢ quindi una base perché ¢ anche libero.

Sia ora C un’altra base di V. Osserviamo, per cominciare, che C ha al piu k£ elementi.
Infatti la base C non puo contenere piu di k elementi perché se esistessero wy, ..., w11 € C,
allora {wq,...,wky1} sarebbe un sistema libero: questo non & possibile per il Lemma 3.3.
Scambiando i ruoli di B e C, la stessa dimostrazione prova che B non puo avere piti elementi
di C e quindi la tesi segue. L]

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato. Se V' # {O}, la cardinalita,
ossia il numero degli elementi, di una base di V' si dice dimensione di V' e si denota dim(V).
Per lo spazio nullo V' = {O} si pone dim({O}) = 0.

Osservazione. La dimostrazione del Teorema 3.4 suggerisce una tecnica per trovare una
base di uno spazio vettoriale qualora se ne conosca un sistema di generatori. L’idea e quella
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di selezionare nel sistema di generatori un insieme massimale di vettori linearmente indipen-
denti con un procedimento induttivo. Se {O} # V = Span(v,...,v,) allora almeno uno
fraiwvy,...,v, e diverso dal vettore nullo. A meno di riordinare i vettori vy, ...,v,, si puo
supporre v # O. Si presentano ora due possibilita mutualmente esclusive. La prima e che,
per ogni indice j = 2,...,n, I'insieme {v1,v;} non ¢ libero. In questo caso V = Span(v1) e
quindi {v;} € una base di V. La seconda ¢ che, per qualche j = 2,...,n, 'insieme {vy,v;}
sia un sistema libero. Sia jg il primo indice j per cui questo avviene. A meno di rior-
dinare vs, ..., v,, possiamo supporre che sia jo = 2. Dunque {vq,v2} € un sistema libero.
Di nuovo ci sono due possibilita mutualmente esclusive. La prima e che, per ogni indice
j =3,...,n, Iinsieme {v1,v2,v;} non ¢ libero. In questo caso V = Span(vy,vs) e quindi
{v1,v2} € una base di V. La seconda e che, per qualche j = 3,...,n, I'insieme {v,vs,v,}
sia un sistema libero. Sia jq il primo indice j per cui questo avviene. A meno di riordinare
V3, ..., U, possiamo supporre che sia jo = 3. Dunque {vy,v2,v3} € un sistema libero......

Procedendo in questo modo, dopo un numero finito di passi (al piu n) si determina
un sistema libero di generatori di V.

Teorema 3.5: (del Completamento) Sia B = {v1,...,v,} una base di uno spazio vetto-
riale V e, per 1 < p < n, siano wy,...,w, siano vettori linearmente indipendenti di V.
Esistono allora n — p vettori di B che insieme ai wy, ..., w, formano una una base di V.

Dimostrazione: Si procede per induzione sull’intero p. Supponiamo che sia p = 1. Allora
deve essere wi # 0 e quindi wy = t1v1 + ...+ t,v, con i coefficienti ¢; non tutti nulli. A
meno di riordinare B si puo supporre t; # 0. Allora
1 to tn
V] = —W] — —Vg — ... — —Up.
L= T 7 U

Dunque V' = span(B) = Span(wy,vs,...,v,) per il Lemma 3.2. D’altra parte, se, per
opportuni scalari sq, ..., s,, risulta s;w; + sqvg + ... + s,v, = O, allora

n
O = 51wy + S2U2 + ... + 8,0, = S1 (Z%W) + 89U + ...+ SpUn
i=1 :

= s1t1v1 + (Sltg + 82)’02 oot (Sltn + Sn)’(}n
Dato che B ¢ una base, deve essere
Sltl :81t2+82 = ... :Sltn—f—sn =0.

Visto che t; # 0 allora segue s; = 0 e, di conseguenza, ss = ... = s, = 0. Segue
che {wy,...,v,} & una base e quindi se p = 1 il risultato & provato. Assumiamo ora
che il risultato sia vero per p = k — 1 e proviamolo per p = k. Dunque supporremo
che, a meno di riordinamenti di B, {wi,...,wg_1,v,...v,} siauna base di V. Allora
wp = twy + ...+t qwip_1 + trvr + ... + t,v, con i coefficienti tg,...,t, non sono tutti
nulli perché wq,...,w; sono linearmente indipendenti. A meno di riordinare tg, ..., v,, si
puo supporre t # 0. Allora
41 tk—1 1 Tkt1 tn

Vp=——W1 — ... —Wk_1+ —Wp — — Vg1 — ... — —
th t t to " ty "

e quindi, ancora per il Lemma 3.2 si ha
V = Span(wy, ..., wg_1,0Vk,...v,) = Span(wy, ..., Wk, Vgt1,- .- Up)-
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Rimane da dimostrare che wy, ..., wy, k41, ...V, sono linearmente indipendenti. Se, per
opportuni scalari sy, ..., Sy, risulta sywy + ... + SgwWk + Sk+1Vk+1 + - - - + Spv, = O, allora

O=s1w1+ ...+ SpWk + Sk+1Vk+1 + - - - + SpUp
=sqw1 + ...+ Sk (trwr + ...+ te_1Vp—1 F teVE + oo F LaUn) Sk1Vk41 F -+ SpUR
= (spt1 +s1)wi + ...+ (Sktre—1 + Sk—1)Wr—1 + Sktrvk
+ (Sktke1 + Sk+1)Vkt1 - - - + (Sktn + Sn)vn.

Dato che {wy,...,wg_1,Vk,...v,} € una base di V, allora
Spt1 4+ 81 = ... = Sklk—1 + Sk—1 = Skt = Sklk+1 + Sk+1 = - .. = Sktn + 5, = 0.
Visto che t; # 0 allora segue s = 0 e, di conseguenza, anche

S1=...=8,_1=8=...=8, =0.

0

Corollario 3.6: Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e sia B = {vy,...,v,} C V.
(i) Se B ¢ un sistema libero in V', é una base di V;
(ii) se B é un sistema di generatori di V', é una base di V.

Dimostrazione: (i) Se B ¢ un sistema libero in V' allora, dato che in V' ogni insieme
di vettori con piu di n = dim(V) vettori non ¢ libero, per ogni v € V si deve avere
v € Span(vy,...,v,), e quindi B & una base di V.

(#4) Supponiamo che B sia un sistema di generatori di V' ma non sia una base di V. Allora
B conterrebbe un sottoinsieme proprio libero B’ ¢ B C Span(B’). Ma allora per il Lemma
3.2, B’ sarebbe anche un sistema di generatori di V' e quindi una base con un cardinalita
strettamente minore della dimensione di V': assurdo! L

Corollario 3.7: Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e sia W C V' un sottospazio.
(i) W é finitamente generato e dim(W) < dim(V');
(ii) dim(W) =dim(V) <= W = V.

Dimostrazione: (i) Se W non fosse finitamente generato, in W esisterebbero n + 1 vettori
ciascuno dei quali non € combinazione lineare degli altri. Dunque ci sarebbero n + 1
linearmente indipendenti in W e quindi in V. Questo & impossibile per il Lemma 3.3
dato che dim(V) = n. In W non si possono dunque trovare piu di n vettori linearmente
indipendenti e quindi, necessariamente dim (W) < dim(V).

(7i) Se W =V ovviamente dim(W) = dim(V'). Viceversa, se dim(W) = dim(V'), allora
una base B = {w1,...,w,} di W, & un sistema libero in V' formato da n = dim(V') vettori
ed ¢ quindi una base di V' per il Corollario 3.6. Ma allora V' = Span(B) = W. U

Un’osservazione finale per evitare confusione. In alcuni testi — fra questi quello di M.
Abate e C. de Fabritiis, Geometria analitica con elementi di algebra lineare — dato che
ci si occupa esclusivamente di spazi finitamente generati, si richiede che una base di uno
spazio vettoriale debba essere necessariamente un insieme finito. Sotto questa condizione
ovviamente gli spazi non finitamente generati non possono avere una base. Per spazi
vettoriali non finitamente generati le cose sono pit complicate. Una generalizzazione a
spazi vettoriali arbitrari della nozione di base ¢ data dalla seguente:
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Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su K. Un sottoinsieme B di V' & una base di V'
se ¢ un insieme di generatori di V' tale che ogni suo sottoinsieme finito ¢ libero.

Si osservi che, nel caso di spazi finitamente generati, questa definizione di base & com-
pletamente equivalente a quella data sopra. Come abbiamo osservato, ad esempio lo spazio
dei polinomi K[t] con coefficienti in K non & finitamente generato e ha base nel senso ora
definito data da B = {px(t) = t* | k € N}. Si puo dimostrare che ogni spazio vettoriale am-
mette una base in questo senso. Chi fosse curioso di vedere una dimostrazione dell’esistenza
di basi per spazi non finitamente generati e qualcosa sulla nozione di dimensione in questo
caso, puo consultare ad esempio il testo M. Abate, Geometria alle pagine 93 — 103. Una
parola di avvertenza. Nel caso non finitamente generato la prova dell’esistenza di una base
non ¢ costruttiva e non si hanno indicazioni su come trovarle. Inoltre in genere non si
tratta di una nozione utile come nel caso finitamente generato. Infatti, persino per es-
empi semplici, ci si deve aspettare che una base sia un insieme troppo grande per essere
maneggevole. Ad esempio si pud dimostrare che una base per lo spazio R delle successioni
reali deve essere necessariamente un insieme non numerabile. Per evitare questi problemi,
per spazi non finitamente generati si introducono nozioni pia appropriate e maneggevoli.
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Appendice: Riferimenti affini per piano e spazio, coordinate, equazioni per
rette e piani.

Diamo per scontato che il lettore abbia familiarita con le nozioni di base sullo spazio
dei vettori applicati del piano e dello spazio. Per queste si puo consultare il capitolo 2 del
testo di M. Abate e C. de Fabritiis, Geometria analitica con elementi di algebra lineare.
Prima di tutto occorre introdurre la nozione di riferimento affine. Un riferimento affine del

- =
o

piano € una terna R = RA(O,1,j) dove O & un punto del piano, e {;: (ﬁl,f: O?} ¢ una
base dello spazio Vo dei vettori applicati in O. Assegnare un riferimento affine equivale
dunque ad assegnare tre punti O, A, B non allineati del piano dato che in questo caso i
vettori i = OA e jz OB sono non allineati e quindi linearmente indipendenti.

Fissato un riferimento affine R = RA(O,i_f) del piano, le coordinate x = <i1> di
2

un punto P del piano, per definizione, sono le coordinate del vettore OP relative alla base
{i,j} ossia sono unicamente determinate dalla relazione:

ﬁ = .’131?—{- IQI. (32)

Per quanto riguarda lo spazio si procede nel modo seguente. Un riferimento affine dello
spazio € una quaterna R = RA(O, I:I, E) dove O ¢ un punto dello spazio, e {; = ﬁ,j = @,
Kk = O?} ¢ una base dello spazio Vo dei vettori applicati in O. Assegnare un riferimento
affine nello spazio equivale dunque ad assegnare quattro punti O, A, B, C' non complanari
del piano dato che in questo caso i vettori i= Oj, j: OB ek = (ﬁ sono non complanari
e quindi linearmente indipendenti.

T

Fissato un riferimento affine R = RA(O, ;,I, E) dello spazio, le coordinate x = | -

x3
di un punto P dello spazio, per definizione, sono le coordinate del vettore (ﬁ relative alla
base {;,I, E} ossia sono unicamente determinate dalla relazione:

0P = Tqi 4 iEgj—F z3k. (3.3)

Diamo ora una rapidissima applicazione dell’idea di assegnare coordinate ai punti di
piano e spazio, descrivendo come si possano descrivere rette e piani mediante equazioni
parametriche. Rimandiamo per maggiori dettaglial capitolo 2 del testo di M. Abate e C.
de Fabritiis citato sopra.

Cominciamo con le rette. Nel piano o nello spazio si fissi un punto O. Sia rg una
retta (del piano o dello spazio) passante per O e sia ()1 # O un altro punto di rg. Allora il
vettore O—Ql> e un a base per lo spazio dei vettori applicati in O della retta ro. Dunque un
qualunque altro punto @) giace sulla retta rq se e solo se esiste, ed € unicamnete determinato,
t € R si ha

0Q = t0Q;. (3.4)

Se r ¢ una retta arbitraria, siano Py, P1 due punti distinti di r. Se rg ¢ la retta parallela
a r passante per O, esiste un unico punto @1 # O su rq tale che OF) + OQ1 = OP; ossia
tale che OQ1 = OP; — OPF;. Dunque se P ¢ un qualunque punto e ) & I'unico punto tale
che OP = OPy+ 0@, usando la (3.4), si puo concludere che un punto P & giace sulla retta
r se e solo se esiste t € R tale che

OP = OF, + t(OP, — OF)). (3.5)
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La (3.5) si dice equazione vettoriale della retta r. Si osservi che per ottenere la “descrizione”
(3.5) della retta r ci e bastato fissare il punto O e non ¢ stato necessario precisare se

eravamo nel piano o nello spazio. Supponiamo ora di essere nel piano e sia R = RA(O, ?, J)
un riferimento del piano dove O ¢ il punto che abbiamo fissato in precedenza. Se

0 1

x x x
JJO——( (1)), xl——( %) e x——( 1)

Ty x5 T

sono rispettivamente le coordinate di Py, P; e di un punto arbitrario P di r, allora da (3.5)
si ha immediatamente che
r1 =29 + t(z — 29)
(3.6)
va = o+ t(a} — a)
per t € R. Le (3.6) si dicono equazioni parametriche della retta r.

Nello spazio, fissato un riferimento R = RA(O, f, j; E), si procede allo stesso modo. Se

0 _ 0 1 _ 1 —
r=|zy |, = =123 e T=| T2
) xi T3

sono rispettivamente le coordinate di Py, P; e di un punto arbitrario P di r, allora da (3.5)

si ha immediatamente che 0 . 0
r1 =2y + t(x; — 23)

g = 25 + t(zs — ) (3.7)

vy = o + (w5 — 23)
per t € R. Le (3.7) si dicono equazioni parametriche della retta r.
Per quanto riguarda piani nello spazio lavoreremo in modo del tutto analogo. Se mp €
un piano per l'origine O, siano )1, )2 due punti arbitrari di mp presi in modo che O, @1, Q-
non siano allineati. Allora un qualunque altro punto () giace in 7o se e solo se esistono, e
sono unicamente determinati, s, € R tali che

0Q = s0Q; +t0Q);. (3.8)

Se m € un piano arbitrario, siano Py, P;, P, € 7 tre punti non allineati. Se 7o ¢ il piano
passante per O parallelo a 7, siano QQ1, Q2 € mg 1 punti tali che

0P, + 00, =0P, e OP,+00Q;=0P,

ossia tali che

0Q, =0P, — 0P, ¢ 00,=0P,—0Fb,.

Dunque OQ1,OQ> sono non allineati e quindi se P ¢ un qualunque punto ) € 'unico
punto tale che OP = OFy + @, usando la (3.8), si puo concludere che un punto P & giace
sulla retta r se e solo se esistono — e sono unicamente determinati — s,t € R tali che

OP = OPF, + s(OP, — OB, + t(OP; — OF}). (3.9)
La (3.9) si dice equazione vettoriale del piano .
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Fissato un riferimento R = RA(O,1,j,k), come per le rette, ¢ ora semplice ricavare
equazioni parametriche per il piano w. Se

0 _ 0 1 _ 1 2 _ 2 _
r=\xy |, =23 ]|, =\ x5 e T=| T2
9 ri 3 T3

sono rispettivamente le coordinate di Py, P;, P> e di un punto arbitrario P di 7, allora da
(3.9) si ha immediatamente che

v =2y +s(z] —af) + (2] — af)
ro = 29 + s(xd — 29) + (23 — 29) (3.10)
w3 = 23 + s(xd — 29) + t(22 — 29)

per s,t € R. Le (3.10) si dicono equazioni parametriche del piano 7.
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4. Operazioni fra spazi vettoriali.

Sia V uno spazio vettoriale e siano U, W C V suoi sottospazi. Allora UNW & un sottospazio
di V' (esercizio!) mentre in generale U U W non & un sottospazio di V.

Esempio. Se U = Span ((é)) CR? e W = Span <((1)>) C R?, allora U U W non &
un sottospazio di RZ.

In effetti I'unione di due sottospazi ¢ un sottospazio se e solo uno dei due e contenuto
nell’altro:

Proposizione 4.1: Siano U, W sottospazi vettoriali di uno spazio vettoriale V. Allora
UUW éun sottospaziodi V<= oU CW oW CU.

Dimostrazione: Se uno dei due sottospazi ¢ contenuto nell’altro, e evidente che 'unione &
un sottospazio! Supponiamo che U UW sia un sottospazio di V mache U ¢ W e W ¢ U.
Siano allorau € U\W e w € W\U. Ma allora u,w € UUW e quindi anche u+w € UUW.
Ma questo ¢ assurdo perché se fosse u+w € U allora w = —u+u+w € U mentre se fosse
ut+we W allorau=—-w+u+weW. L]

La nozione “giusta” di sottospazio che contiene due sottospazi dati ¢ quella di somma.
Se U,W C V sono sottospazi di uno spazio vettoriale, definiamo la loro somma mediante:

U+W={v=u+w|uelUweW}
Si vede subito che U + W & un sottospazio di V (esercizio!). La seguente osservazione e

immediata:

Lemma 4.2: Se per sottospazi vettoriali U, W di uno spazio vettoriale V si haU = Span(B)
e W = Span(C) allora U + W = Span(BUC). In particolare se U e W sono finitamente
generati, U + W ¢ finitamente generato.

Il seguente risultato chiarisce la relazione fra le dimensioni di due sottospazi, della
loro intersezione e della loro somma.

Teorema 4.3: (Formula di Grassmann) Siano U, W sottospazi vettoriali finitamente
generati di uno spazio vettoriale V. Allora

dim(U + W) + dim(U NW) = dim(U) + dim(W).

Dimostrazione: Per la dimostrazione, si veda ABATE - de FABRITIIS pg. 75. ]

Se U,W C V sono sottospazi di uno spazio vettoriale tali che U N W = {O} la loro
somma si dice somma diretta di U e W e si denota mediante U & W. Dunque, in questo
caso, la formula di Grassmann diventa:

dim(U & W) = dim(U) + dim(W).
Nel caso in cui U & W =V si dice che U e W sono supplementari.

Osservazione. La somma di V' due sottospazi U e W & una somma diretta se e solo se
ogni vettore di V' si scrive in modo unico come somma di un vettore di U e uno di W.
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Proposizione 4.4: Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato, e UW C V
sottospazi vettoriali. Allora U @W =V se e solo per basi {uy,...,u,.} diU e{wy,...,ws}

di W si ha che che {uy,...,u,,ws,...,ws} € una base di V.
Dimostrazione: Siano {uq,...,u,} e {wi,..., ws} basi rispettivamente di U di W tali che
{u1, ..., up,wy,...,ws} sia una base di V. Allora si ha immediatamente che U + W = V.

D’altro canto U N W = {O} perché dim(UNW) = dim(U) 4+ dim(W) — dim(U + W) = 0.
Viceversa, se U @ W =V e {uy,...,u.} e {wy,...,ws} sono basi di U e di W rispettiva-
mente, allora {uq,...,u,,wy,...,ws} € una base di V' perche ¢ un sistema di generatori
con r + s vettori e dim(V) =r + s. L

Osservazione. Siano V uno spazio vettoriale finitamente generato, e U C V un sot-
tospazio vettoriale. Dalla Proposizione 4.4 segue che per costruire un supplementare di
U si puo procedere come segue. Si consideri una base {uj,...,u,} di U e la si completi
a una base {uy,...,u,, wy,...,ws} una base di V. Allora W = Span(wi,...,ws) € un
supplementare di U.

Infine osserviamo che la nozione di somma di sottospazi e di somma diretta si estende
facilmente al caso di un numero finito di sottospazi. Siano Ujy,..., U sottospazi di uno
spazio vettoriale V. Allora si definisce
Ur+..+Us={v=wu+...+ux|u; €U; Vj=1,... Kk}
Si dice che V' & somma diretta di Uy, ..., U e si scrive
V=U&...aU
seV=U+...+Upeseperogni j=1,...,ksiha
UnU+..4+U0;21+Ujpi +...+ U, ={0}.
Questo succede esattamente se e solo se ogni vettore di v € V si scrive in modo unico

come v = Uy + ...+ up con u; € U; per ogni j = 1,...,k. In questo caso, la formula di
Grassmann diventa:

k
dim(V) = dim(Uy @ ... & Uy) = Y _ dim(U;).
j=1

Infine si generalizza facilmente la Proposizione 4.4:

Proposizione 4.5: Siano V' uno spazio vettoriale finitamente generato, e Uy, ..., U, CV
sottospazi vettoriali. Allora V= U; ® ... ® U}, se e solo se per ogni j = 1,...,k, fissate
basi {uy,...,ul } di Uj si ha che {uf,...,uy ..., uf,...,uy, } & una base di V.

17



5. Applicazioni lineari.

Definiamo ora le trasformazioni compatibili con la struttura di spazio vettoriale:

Definizione. Siano V,W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Un’applicazione
L:V — W si dice applicazione lineare se

L(u+v)=L(u)+ L(v) Yu,veV e L(\)=AL(v) YAeK,VYveV.

Osservazione 1. Segue immediatamente dalla definizione che se L: V' — W & un’applicazione
lineare e Oy, Oy sono rispettivamente i vettori nulli di V' e W, allora L(Oy ) = Ow

Osservazione 2. Se V,W, Z sono spazi vettoriali su Ke T:V — W, S:W — Z sono
applicazioni lineari , la composizione SoT:V — Z definita da SoT(v) = S(T'(v)) per ogni
v in V, & un’applicazione lineare.

Osservazione 3. Siano V, W due spazi vettoriali sullo stesso campo K e £(V, W) I'insieme
delle applicazioni lineari da V a W. E’ immediato verificare che £(V, W) & un sottospazio
vettoriale dello spazio delle applicazioni da V' a W e quindi che, con le operazioni definite
come nell’esempio 3 sopra, € uno spazio vettoriale. Una applicazione lineare f:V — K a
valori nel campo degli scalari (considerato come spazio vattoriale) a volte si dice funzionale
lineare e lo spazio L(V,K) si dice duale di V' e si denota V* = L(V,K).

Esempio 1. Siano V e W due spazi vettoriali. L’applicazione nulla N:V — W definita
per ogni w € W da N(w) = Ow & lineare.

Esempio 2. Per ogni spazio vettoriale V' 1’applicazione identica Idy:V — V & lineare.

Esempio 3. Siano O e O’ due punti dello spazio e siano Vo e Vo gli spazi dei vettori dello
spazio applicatiin O e O’ rispettivamente. La traslazione 1oo/: Vo — Vor € un’applicazione
lineare. Si osservi che T7oo/ € biettiva e che l'inversa e la traslazione 7o.0: Vo — Vo,
anch’essa un’applicazione lineare.

Esempio 4. Sia A € M, »,(K) una matrice con m righe e n colonne. Allora per ogni
x € K" si ha Az € K™. Dunque ¢ definita un’applicazione L4:K" — K™ mediante
La(z) = Az. Siano z,y € K" e A € K. Se A = (A',...  A") ¢ lespressione di A secondo
le sue colonne, allora L(z) = z1; A + ... + 22, A™ e quindi

n

La(m+y) = Aw+y) =) (2 +y)A =) a4+ A
P i=1

Jj=1

= Ax + Ay = La(x) + La(y)

e
La(Az) = AQAx) =Y (A?)AT =\ 29 AT = NAz = AL a(z)
j=1 j=1
e quindi L4 ¢ lineare. Si osservi che, se A = (Al,..., A") & 'espressione di A secondo le sue
colonne e {ey,...,e,} & la base canonica di K", allora L4 (e;) = A’ per ogni j =1,...,n.
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Esempio 5. Siano V uno spazio vettoriale su K e B = {v1,...,v,} una sua base.
L’applicazione Fp:V — K™ che ogni vettore di V' associa le sue coordinate relative a
B ¢ lineare.

Esempio 6. Sia z¢p € K. La funzione v,,: K[t] — K, detta valutazione in =z, definita

da v, (p(t)) = p(xo) € lineare. La derivata D:K[t] — K|t] definita da D (Z aktk>
k=0

n
= E kapt®*=1 & un’applicazione lineare.
k=1

Una proprieta fondamentale delle applicazioni lineari consiste nel fatto che sono comple-
tamente determinate dal loro comportamento su una base:

Teorema 5.1: Siano V' uno spazio vettoriale finitamente generato su K e B = {vy,...,v,}
una sua base. Se W é uno spazio vettoriale su K e wq,...,w, € W allora esiste una unica
applicazione lineare T:V — W tale che T'(v;) = w; per ogni j = 1,...,n. L’applicazione
T e definita da
T Zl’j’l}j :ijwj.
j=1 j=1

Dimostrazione: Vedi ABATE - de FABRITIIS pg. 96. ]
Corollario 5.2: Siano V' uno spazio vettoriale finitamente generato suK, B = {vy,...,v,}

una sua base e W un altro spazio vettoriale su K. Allora se S,T:V — W sono applicazioni
lineari, si ha che S =T (ossia che S(v) = T (v) per ogni v € V') se e solo se T'(vj) = T(vj)
per ogni v; € B.

Dimostrazione: Immediata dal Teorema 5.1. L
Corollario 5.3: Siano A, B € M,, ,(K), allora Ly = L se e solo se A = B.

Dimostrazione: Immediata dal Teorema 5.1 e dal fatto che La(e;) = A’ e Lg(e;) = B’
perogni j=1,...,n. L]

Infine possiamo dimostrare che le applicazioni lineari fra spazi vettoriali numerici sono
tutte e sole quelle definite da matrici:

Corollario 5.4: Sia T:K" — K™ un’applicazione lineare. Se si pone T(e;) = A’ e
A= (A',... A") € My, n(K), alloraT = L 4.

Dimostrazione: Immediata dal Teorema 5.1. ]

Osservazione 4. Dal Corollario 5.4 segue immediatamente che I'applicazione

®: My, »(K) — L(K",K™),
definita per ogni A € M, ,,(K) da ®(A) = L4, ¢ biettiva. In particolare ’applicazione ®
nel caso particolare in cui m = 1 permette di identificare il duale (K™)* con lo spazio delle

righe M ,,(K) composte da n scalari.

Prima di andare avanti ricordiamo alcune nozioni generali sulle applicazioni. Un’applica-
zione F: A — B si dice iniettiva se per ogni aj,as € A si ha F(a1) = F(az2) se e solo
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se a; = ag 0, equivalentemente, se a; # ao implica F(a;) # F(a). L’applicazione
F si dice suriettiva se per ogni b € B esiste a € A tale che F(a) = b ossia se, posto
Im(F) ={b= F(a) € B | a € A}, risulta Im(F) = B. Infine l'applicazione F' si dice
biettiva se ¢ sia iniettiva sia suriettiva. Le applicazioni biettive si dicona anche invertibili.
Questa nomenclatura e giustificata dal fatto che se F' e biettiva per ogni b € B esiste un
unico elemento a, € A tale che F(ay) = b. Se si pone allora F~1(b) = a;, per ogni b € B
rimane definita un’applicazione F~': B — A detta inversa di F. Per costruzione allora si
ha F-'oF =1Idye FoF~ ! =Idp.

A volte ¢ utile la seguente osservazione:

Proposizione 5.5: Sia [': A — B fra due insiemi. Allora
(i) F e iniettiva se e solo se esiste una inversa sinistra ossia un’applicazione G: B — A
tale che Go F = Idu;
(ii) F é suriettiva se e solo se esiste una inversa destra ossiaun’applicazione H: B — A
tale che F o H = Idp;
(iii) F' ¢é biettiva se e solo se esiste un’applicazione L: B — A tale che Lo F = Idy e
FoL =1Idg. Se esiste, L = F~!.

Dimostrazione: (i) Se esiste G: B — A tale che G o F' = Id 4, allora per ogni aj,a2 € A
si ha F'(a1) = F(az) se e solo se a1 = G(F(a1)) = G(F(az)) = a2 e quindi F' ¢ iniettiva.
Se F' e iniettiva sia G: B — A definita nel modo seguente. Si fissi arbitrariamente ag € A,
Sia b€ B. Alloraob € Im(F)ob ¢ Im(F). Se b € Im(F) esiste un unico elemento
ap, € A tale che F(ap) = b e poniamo G(b) = ap. Se b € Im(F'), poniamo G(b) = ag.
L’applicazione G: B — A & tale che Go F = Id4.

(i) Se esiste H: B — A tale che FoH = Id s, perognib € Bsihab= F(H(b)) e quindi F ¢
suriettiva. Se F & suriettiva, per ogni b € B si scelga un elemento a, € {a € A | F(a) = b} #
() e si definisca H(b) = ap. L’applicazione H: B — A tale che F o H = Id4.

(7i7) Se esiste L: B — A tale che Lo F' = Idy e F o L = Idp, allora F' ¢ biettiva per (i)
e (i1). Inoltre per ogni b € B si ha L(b) = F~1o F(L(b)) = FY(FoL(b) = F~1(b) e
quindi L = F~!. Se F ¢ biettiva, basta porre L = F~1. L]

Sia T:V — W un’applicazione lineare. L’immagine Im(T) e il nucleo Im(T) di T
sono definiti rispettivamente da:

Im(T)={w=Tw)eBlveV} e Ker(T) ={ve V| F(v)=0w}.

Esempio 7. Per una matrice A € M,, ,,(K) si consideri 'applicazione L4:K" — K.
Allora, se Al,..., A™ sono le colonne di A allora Im(La) = Span(Al,..., A") e Ker(La)
e lo spazio delle soluzioni del sistema omogeneo Ax = 0. In seguito si scrivera spesso
ImA =1Im(La) e Ker(A) = Ker(Lya).

Abbiamo la seguente

Proposizione 5.6: Sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora
(i) Im(T') e Ker(T) sono sottospazi vettoriali rispettivamente di W e di V;
(ii) T é suriettiva se e solo se Im(T) = W;
(iii) T é iniettiva se e solo se Ker(T) = {Ov }.
Dimostrazione: (i) € una verifica ovvia lasciata al lettore.

(i7) E la definizione di suriettivita.
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(731) Se T ¢ iniettiva allora ¢ immediato dalla definizione che Ker(T) = {Oy}. Supponi-
amo, viceversa, che si abbia Ker(T) = {Oy}. Allora se, v1,v2 € V si ha T'(vy) = T'(va),
dato che T ¢ lineare, segue che T'(vy — vy) = T'(v1) — T(v2) = Ow e quindi che v — v9
€ Ker(T) ={Ov}. U

E utile segnalare come applicazioni iniettive, suriettive e biettive trasformano sistemi
di generatori e sistemi liberi:

Proposizione 5.7: Sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora:

(i) Sia{vi,...,v,} un sistema di generatori di V. Allora {T(v1),...,T(v,)} & un sistema
di generatori di Im(T). Dunque T é suriettiva se e solo se {T'(v1),...,T(v,)} € un
sistema di generatori di W ;

(ii) SeT é iniettiva e {v1,...,v,} € un sistema libero di vettori di V allora {T'(v1),...,T(v,)}
e un sistema libero di vettori di W ;

(iii) Sia {v1,...,v,} una base di V. Allora T é biettiva se e solo se {T(v1),...,T(v,)} &
una base di W.

Dimostrazione: (i) Siaw € Im(T'). Allora per qualche v € V si deve avere w = T'(v). Dato
che {v1,...,v,} € un sistema di generatori di V, allora v = zyv1 +. ..+ x,v, per opportuni
scalari x1,...,x, e quindi, per la linearita di 7" si ha w = T'(v) = T'(x1v1 + ... + T,V,)
=T (v1)+...+2,T(vy,) e quindi {T(v1),...,T(v,)} & un sistema di generatori di Im(T).
Dato che T ¢ suriettiva se e solo se W = Im(T) il resto della tesi ¢ immediato.

(74) Siano si, ..., s, scalari tali che z17(v1) + ... + 2,1 (v,) = Ow. Per la linearita di T,
allora T'(z1v1 + ... + 2pv,) = Ow ossia z1v1 + ... + 2,0, € Ker(T) = {Oy} e la tesi
segue.

(7i1) Da (i) e (i1) segue immediatamente che se T' & biettiva allora {T'(v1),...,T(v,)} € una
base di W. Se {T'(v1),...,T(v,)} € una base di W allora da (i) segue che T & suriettiva.
D’altra parte & anche iniettiva dato che se v = z1v1 + ... + z,v, € Ker(T) allora

Ow =TWw) =T(x1v1 + ...+ zpvy) = 21T (v1) + ... + 2,1 (vy)
e quindi, dato che {T'(v1),...,T(v,)} & una base di W, necessariamente 1 = ... =, =0
e di conseguenza v = vy + ... + 2,0, = {Oy }. L]

Le applicazioni lineari biettive hanno un ruolo speciale nella teoria degli spazi vetto-
riali. Una importante proprieta consiste nel fatto che I'inversa di una applicazione lineare
biettiva ¢ automaticamete lineare:

Proposizione 5.8: Sia T:V — W un’applicazione lineare biettiva . Allora T=Y:W —V
e un’applicazione lineare.

Dimostrazione: Siano wi,ws € W. Allora T~ (w;) = v1 e T~ !(w2) = vy sono gli unici
vettori di V' tali che T'(v;) = w; per i = 1,2. Dunque, utilizzando la linearita di 7"

T_l(wl + ZU2) = T_l(T(’Ul) + T(’Ug)) = T_l(T(’Ul + UQ)) =V + vy = T_l(wl) + T_l(wl).

Il fatto che T—1(Aw) = AT~ (w) per ogni scalare A e w € W si verifica in modo simile. []

Un’applicazione lineare biettiva T:V — W si dice isomorfismo. Se esiste un isomor-
fismo fra due spazi vettoriali V e W, questi si dicono isomorfi. Per riconoscere se due spazi
vettoriali finitamente generati sono isomorfi, basta confrontare le loro dimensioni:
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Proposizione 5.9: Due spazi vettoriali finitamente generati sono isomorfi se e solo se
hanno la stessa dimensione.

Dimostrazione: Se due spazi vettoriali V' e W finitamente generati sono isomorfi, al-
lora hanno la stessa dimensione perché un’applicazione lineare biettiva trasforma basi in
basi. Supponiamo viceversa che due spazi vettoriali V' e W abbiano la stessa dimensione:
dim(V) = n = dim(W) e siano {v1,...,v,} e {w1,...,w,} basi rispettivamente per V'
e W. Sia T:V — W T'unica applicazione lineare, esistente per il Teorema 5.1, tale che
T'(v;) = w; per ogni j =1,...,n. L’applicazione T' & definita da

n n
T E T;0j :5 Tiw;.
Jj=1 Jj=1

Rimane da dimostrare che T' € biettiva. Dato che per costruzione T trasforma una base in
una base, questo segue immediatamente dalla Proposizione 5.7. L]

Un importante invariante delle applicazioni lineari ¢ il rango:

Definizione. Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato e sia T: V' — W un’applica-
zione lineare. Si dice rango di T il numero rg(T) = dim(Im(T)). Per una matrice
A € M,, »(K) si dice rango di A il numero rg(A) = dim(Im(Ly4)).

La relazione fra le dimensioni del dominio di un’applicazione lineare, della sua imma-
gine e del suo nucleo e dato dal seguente importante risultato:

Teorema 5.10: (Teorema della dimensione) Sia V' uno spazio vettoriale finitamente ge-
nerato e sia T:V — W un’applicazione lineare. Allora si ha

dim(V') = rg(T) + dim(Ker(T)).

Dimostrazione: Vedi ABATE - de FABRITIIS pg. 99. ]

Come conseguenza immediata del Teorema della dimensione si ha una corrispondente
formula per matrici. Se A € M,, »,(K), posto Ker(A) = Ker(L4), dato che il dominio di
LA e Kn, si ha

n=rg(A) + dim(Ker(A)).

Corollario 5.11: Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali finitamente
generati. Allora:
(i) T é iniettiva se e solo se rg(T) = dim(V);
(ii) T é suriettiva se e solo se rg(T") = dim(W);
(iii) Se dim(V') = dim(W), allora T ¢é biettiva se e solo é iniettiva se e solo ¢ suriettiva.

Dimostrazione: Vedi ABATE - de FABRITIIS pg. 100. L]

Teorema 5.12: (di Rouché-Capelli) Un sistema lineare Az = b di m equazioni in n
incognite ha soluzione se e solo se il rango della matrice A = (A',..., A™) del sistema ¢
uguale al rango della matrice completa A’ = (A',..., A" b) del sistema. Qualora esista
soluzione, questa ¢ unica se e solo se rg(A) = n.

Dimostrazione: Vedi ABATE - de FABRITIIS pg. 100. L]
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6. Dualita e rango.

Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato. Si dimostra che il suo duale V* = L(V, K)
¢ isomorfo a V. Precisamente:

Proposizione 6.1: Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Allora il suo duale V* ha

dimensione n ed é quindi isomorfo a V. Infatti per ogni base B = {v1,...,v,} di V esiste
una base B* = {v],...,v}} di V*, chiamata base duale di B, dove i funzionali lineari
v}, ..., v, sono unicamente determinati da

1 sei=j

" 0 se 1 ]
Ui(vj):(sij:{ .

L’espressione di f € V* rispetto alla base B* ¢ data da
=Y flvi;.
i=1

Dimostrazione: Dimostriamo per cominciare che B* € un sistema libero. Siano tq,...,t,
scalari tali che
tivy + ... tyv, = Oy~

dove Oy« ¢ il funzionale lineare nullo, vettore nullo di V*. Ma allora, per ogni j = 1,...,n
si ha

0= Oy=(vj) = t1v] (vj) + ...ty (v5) =5
e quindi B* ¢ libero. Sia ora f € V*. Allora f = > | f(v;)v} perché i due funzionali
lineari coincidono sulla base B. Infatti per ogni j = 1,...,n si ha

(Z f(w;)ﬁ) (v5) = > Fi)vf (vy) =D f(vi)dij = f(vy).
=1 =1 =1

Dunque B* ¢ anche un sistema di generatori e quindi ¢ una base. L]
Osservazione. Se B = {vy,...,v,} & base di uno spazio vettoriale V e B* = {v},... v’} e
la base di V* duale di B, allora, per costruzione, per ogni vettore v = x1v1+...+z;vj+... +
Tpvn, € Vosi ha v} (v) = z; per ogni j = 1,...,n ossia v} ¢ il funzionale lineare che assegna

a ogni vettore di V la sua j-esima coordinata relativa alla base B.

Osservazione. Abbiamo gia osservato che ’applicazione
®: My, (K) — LK™, K™),

definita per ogni A € M,, ,(K) da ®(A) = L4, ¢ biettiva e quindi nel caso particolare in
cui m = 1, 'isomorfismo ® permette di identificare il duale (K™)* com lo spazio delle righe
M; ,(K) composte da n scalari. In questo caso, utilizzando 'identificazione di funzionali
lineari (K™) con vettori riga, la base duale della base canonica C = {ey,...,e,} € la base
C*={e},...,e;} dove perogni j=1,...,n



Per uno sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale vogliamo considerare I'insieme di
tutti i funzionali lineari che si annullano su di esso:

Definizione. Sia W C V un sottospazio vettoriale di uno spazio vettoriale V', L’annullatore
di W e definito da

Wo={feV* | FEw=0t={feV*|F(w)=0 Ywe W}

Osservazione. L’annullatore di un sottospazio e un sottospazio vettoriale del duale.

Per spazi finitamente generati la dimensione dell’annulatore e uguale al numero atteso
di condizioni lineari che un sottospazio “deve” soddisfare. Precisamente abbiamo:

Teorema 6.2: Sia V' uno spazio vettoriale finitamente generato e sia W C V un sot-
tospazio vettoriale. Allora

dim(V') = dim(W) + dim(W?°)

Dimostrazione: Sia B’ = {w1,...,w;} unabase di W esia B = {wy,..., Wk, Wgt1,..., Wy}
un suo completamento a una base di di V. Sia B* = {wj,...,wj,wj, ..., w;} la base
duale di B di V*. Dimostriamo che C* = {wj}, ..., w;} & una base di dim(W?), la tesi
segue allora immediatamente. Per cominciare C* C W°. Infatti per ogni i = k+1,...,n
se j = 1,...,k si ha wf(w;) = 0 e quindi necessariamente w; € WY Visto che C* &
sicuramente un sistema libero dato che ¢ un sottoinsieme di una base, rimane solo da
dimostrare che & un sistema di generatori per W9. Sia f € W°. Allora si deve avere
f(w;) =0 per ogni i =1,...,k e quindi

f= Zf(wi)w;‘ = Z f(w;)w; € Span(C*).
i=1

k+i=1

0

Vogliamo ora applicare queste considerazioni allo studio del rango delle matrici. In
particolare vogliamo dimostrare che lo spazio generato dalle colonne di una matrice ha la
stessa dimensione dello spazio dalle righe.

Cominciamo ricordando che se A = (a;;) € M,, »(K) € una matrice con m righe e n
colonne, la trasposta di A ¢ la matrice AT = (b;;) € My ,»(K) con n righe e m colonne
tale che bj; = a;;. In parole povere AT & la matrice ottenuta “scrivendo ordinatamente in
colonne” le righe di A.

La proprieta cui accennavamo sopra piu precisamente si esprime dicendo che i ranghi
di una matrice e della sua trasposta coincidono. Un fatto cruciale per la dimostrazione di
questo importante risultato, e il seguente:

Lemma 6.3: (Im(A))° & isomorfo a Ker(AT)

Dimostrazione: Sia {ei,...,en} la base canonica di K™ e sia = {e1,...,€,} la base di
(K™)* duale della base canonica. Ricordiamo che dalla definizione segue immediatamente
T1
che, per ognii =1,...,n, se x = : € K™, si ha €;(z) = z;.
Lm
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Allora Papplicazione lineare T: K™ — (K™)* unicamente definita ponendo T'(e;) = ¢;

per ogni ¢ = 1,...,n & un isomorfismo. Per dimostrare la tesi ci bastera dimostrare che
T(Ker(AT)) = (Im(A))°. In questo caso infatti la restrizione a Ker(AT) di T & un
isomorfismo fra Ker(AT) e (Im(A))°.

<1

Sia A = (a;;) = (A, ..., A") € M, »(K). Dobbiamo provareche z = [ : | € Ker(AT)

Zm
se e solo se f = T(z) = D" zie; € (Im(A))°. Ricordando che €;(A7) = a;; per ogni
t=1,...,mej=1...,n, abbiamo

Z1

z=1 EK@T’(AT)<:>0:Zaz’jziZzziei(Aj)Zf(Aj) perognij=1...,n
i=1

Zm =1

e quindi se e solo se f = T(z) € (Im(A))°.

Abbiamo allora il seguente importante risultato:
Teorema 6.4: Sia A € M, ,(K), allora rg(A) = rg(AT).

Dimostrazione: Utilizzando il Teorema della dimensione, il Teorema 6.2 e il Lemma 6.3,
si ha

rg(AT) =m — dim(Ker(AT)) =m — dim((Im(A))°) = m — (m — dim(Im(A))) = rg(A).

0

7. Matrici.

7.1 Riduzione a scala e rango

Una matrice S € M,, ,(K) si dice una matrice a scala se ¢ la matrice nulla o se ¢ della
forma

0O ... 0 31j1 ... Sin
0O ... 0 0 0 82j2 ... Son
O ... 0 0 ... ... O ... ... ... S

S — . . . . . 71
0O ... 0 O ... 0 0 srj. oo S (7.1)
0 0 O 0 0
o ... 0 0 ... .. .o .. ... ...00

dove 1 <r <me ji,...,J sono interi tali che 1 < j; < jo < ... < jr < n e, per ogni
k=1,...,rsiha sy =0 per ogni 1 <j<jpe s, 70 mentre per kK > r si ha s;; =0
per ogni j. I numeri s;, # 0 si dicono pivot della matrice S.

Per le matrici a scala € molto semplice calcolare il rango, trovare una base per lo spazio
generato dalle colonne e determinare la risolubilita dei sistemi lineari associati associati.
Come al solito denotiamo con eq,...,e, gli elementi della base canonica di K":
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Preposizione 7.1: Sia S € M,, ,(K) una matrice a scala con r pivot sij,, ..., Sy;.. Allora
(i) rg(S) =r e Im(S) = Span(ey,...,e.); inoltre {S71,... S/r} & una base di Im(S).
(ii) Ker(S), il sottospazio delle soluzioni del sistema omogeneo Sx = 0, ha dimensione

n—r.

(iii) Se ¢ € K™ il sistema Sx = ¢ ha soluzione se e solo se le ultime m — r coordinate di ¢

sono zero.

Dimostrazione: Per costruzione tutte le colonne di S sono in Span(es,...,e,) e quindi
Im(S) C Span(ey,...,e.). Dato che dim(Span(ey,...,e.)) = r, per provare (i), bastera
verificare che le colonne {S7,..., 57"} sono linearmente indipendenti. Sia
S1j1
0 524

0 0 5343

S= (s =
0 0 0 Srj,

0 . 0

0O ... ... ... ... 0
Allora il sistema S’z = 0 ha soluzione unica e questo equivale al fatto che le colonne
S ..., 87" sono linearmente indipendenti. IL’enunciato (ii) ¢ immediato da (i) e dal
teorema della dimensione mentre (iii) segue da (i) e dal fatto che Sz = ¢ ha soluzione se e
solo ¢ € Im(S). L

Mediante I’eliminazione di Gauss e sempre possibile ridurre a scala una matrice:

Proposizione 7.2: Sia A € M,, ,(K). Se A non é a scala, con una successione finita delle
due seguenti operazioni sulle righe:

(I) sostituire una riga con la somma di questa pit un multiplo di un’altra,
(II) scambiare due righe,

si pud sempre passare da A a una matrice a scala S € M, ,(K).

Dimostrazione: Sia 0 < k < n l'intero piu grande tale che la matrice B costituita dalle
prime k colonne di A ¢ a scala. Se B non ha righe nulle, allora A ¢ a scala e non c’¢ nulla
da dimostrare. Se k£ = n, di nuovo A € a scala e non c¢’¢ nulla da dimostrare. Possiamo
dunque assumere 0 < k < n. Sia r l'indice della prima riga identicamente nulla di B se
k>0er=1sek=0. Allora i numeri a, gx4+1,-..,an,k+1 non possono essere tutti nulli,
altrimenti esisterebbe una matrice a scala costituita da k + 1 colonne di A. A meno di
scambiare le righe di A (operazione effettuabile mediante una successione finita di scambi
di righe!) si puo supporre che che a, ;41 # 0. Se per ogni indice 7 < ¢ < m si somma alla
riga i-esima di A la r-esima riga moltiplicata per —2*+L sj ottiene una una matrice A’ tale

Ar 41’
che esiste una matrice a scala B’ costituita da k + 1 colonne di A’. Iterando la procedura,
con un numero finito di operazioni si ottiene una matrice a scala S come richiesto. ]

Una matrice a scala S ottenuta da A utilizzando l’eliminazione di Gauss, ossia la
procedura illustrata nella Proposizione 7.2, di dice riduzione a scala di A. La riduzione a
scala di una matrice ci permette di calcolare facilmente il rango di una matrice qualunque
e di risolvere sistemi lineari.

26



Teorema 7.3: Sia A € M,, ,(K) esia S € My, ,(K) una sua riduzione a scala. Seb € K™,
sia ¢ € K™ I'unico vettore tale che effettuando i passi dell’eliminazione di Gauss che riduce
A a S, si ottiene la matrice (S|c) partendo dalla matrice (A|b). Allora:

(i) I'insieme delle soluzioni del sistema Ax = b coincide con I'insieme delle soluzioni del
sistema Sx = ¢ (ossia i due sistemi sono equivalenti);
(ii) Ker(A) = Ker(S);
(iii) rg(A) = rg(S);
(iv) se S, ..., 57" sono le colonne della matrice a scala S corrispondenti ai pivot s1j,, ..., Syj,
di S, allora {A%,... A"} ¢ una base di Im(A).

Dimostrazione: (i) € immediata dato che in un sistema lineare sostituendo a un’equazione
la somma di questa con un multiplo di un’altra oppure scambiando equazioni si ottiene un
sistema equivalente. (ii) & (i) nel caso in cui b = 0. Usando il teorema della dimensione, si
ha (iii) dato che

rg(A) =n —dimKer(A) =n — dimKer(S) = rg(S).
Infine per dimostrare (iv) basta provare che le colonne A7t, ..., AJ" sono linearmente in-
dipendenti. Se A’ = (A’t,... A"), questo equivale a dimostrare che il sistema A’z = 0
ha soluzione unica. Questo ¢ vero dato che la matrice S’ = (S7t,...,S7") & una riduzione

a scala di A’ e che il sistema S’z = 0 ha soluzione unica. ]

Osservazione Si osservi che se A € M,, ,,(K) e S € M, ,,(K) ¢ una sua riduzione a scala,
anche se rg(A) = rg(S), in generale Im(A) # Im(S)!

7.2 Prodotto di matrici, invertibilita

Ricordiamo per cominciare la definizione di prodotto di matrici. Se A = (a1 ... ay)
b

€ M ,(K) ¢ una riga (con n colonne) e B = : € M, 1(K) ¢ una colonna (con n
bn

righe), allora il prodotto (riga per colonna) di A per B & lo scalare

AB =) aib. (7.2)
=1

Pit in generale siano A = (ay) € My, n(K) e B = (by;) € M, ,(K). Se A4,...,A,, sono
le righe di A e B',..., B" sono le colonne di B, dato che A ha n colonne e B ha n righe,
utilizzando (7.2) ha senso considerare il prodotto A; B/ perognii =1,...,mej=1,...,p.
Per definizione il prodotto di A per B ¢ la matrice C' = AB = (¢;j) € M, »(K) tale che
perognii=1,....mej=1,...,psiha

cii = A; Bl = a;byi. 7.3
J J
=1

I1 prodotto definito da (7.3) si puo caratterizzare in termini di applicazioni lineari nel
modo seguente:
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Proposizione 7.4: Il prodotto C = AB € M,, ,(K) di A = (a;;) € M,, »(K) e B = (b;)
€ M, ,(K) é l'unica matrice tale che Lc:KP — K™ é la composizione L o Lp delle
applicazioni lineari Lp: K? — K" e L ,: K" — K™.

Dimostrazione: Basta verificare che per ogni vettore e; della base canonica di K” si abbia
Lc(ej) = Lao Lp(e;). Usando (7.3), si ha

Clj AlBj
Le(e)=CT=| ¢ | = :
D’altra parte
A, BI
LaoLg(ej)=La(Lp(ej)) = La(Bej)=La(B’)=AB’ = :
A,,B?

0

Osservazione. Il prodotto AB di due matrici A, B non e sempre definito dato che
occorre che il numero delle colonne di A sia uguale al numero delle righe di B. Anche

quando hanno senso ambedue, come nel caso di matrici quadrate dello stesso ordine, in
generale AB # BA.

Chiamiamo
1 0 ... 0 O
01 0 0
In - . .
0o 0 ... 1 0
0o 0 ... 0 1

la matrice identica di ordine n. A volte invece di I,, si scrive semplicemente I. Indicheremo
inoltre con O la matrice nulla di qualunque dimensione. Valgono le seguenti proprieta per
il prodotto:

Proposizione 7.5: Siano A, B, C' matrici delle dimensioni giuste affinché i prodotti che
scriveremo abbiano senso e sia A € K
(i) AABB4+C)=AB+ AC e (B+C)A=BA+ CA4;
(ii)) (MA)B = A(AB);
(iii) A(BC) = (AB)C;
(iv) Al=A, IA=A, AO=0e OA=0
(v) (AB)T = BT AT.

Dimostrazione: per le dimostrazioni vedi ABATE - de FABRITIIS pg 134. ]

Applichiamo ora queste nozioni a matrici quadrate. Denotiamo con M, (K) lo spazio
delle matrici quadrate di ordine n. Se A, B € M, (K), allora il prodotto AB & sempre
definito ed ¢ una matrice quadrata di ordine n. Dunque il prodotto di matrici ristretta a
matrici quadrate dello stesso ordine, definisce una vera e propria operazione. In particolare
la matrice svolge il ruolo di elemento neutro per questa operazione dato che per ogni matrice
A € M,(K) si ha: Al, = I,A = A. Dunque la matrice I,, si comporta come il numero
1 per il prodotto di numeri. Per ogni numero a # 0 esiste un unico inverso a~! tale che
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aa~! = a~'a = 1. Per il prodotto di matrici la nozione di invertibilita si esprime nel modo

seguente:

Definizione. Una matrice quadrata A € M, (K) si dice invertibile se esiste una matrice
B € M, (K) tale che
AB = BA =1,. (7.4)

Se A € M,(K) ¢ invertibile, la matrice B € M,, tale che valga (7.4) ¢ unica, si dice
inversa di A e si denota A~'. L’unicita si dimostra facilmente. Se ci fossero due matrici
B, B’ € M, (K) tali che AB= BA =1, = AB’ = B’A, allora si avrebbe:

B'=B'I, = B(AB) = (B'A)B=1,B = B.

L’insieme delle matrici di ordine n invertibili, con l'operazione di prodotto di matrici,
forma dunque un gruppo ossia € un insieme con una operazione associativa, con elemento
neutro e tale che ogni elemento ha un inverso. Il gruppo delle matrici invertibili di ordine
n si chiama gruppo lineare e si denota GL,(K). Come abbiamo gia osservato il gruppo
lineare, se n > 1, non ¢ commutativo.

Osservazione. Sia A € GL,(K). Allora A~' € GL,(K) con inversa (A~1)"! = A
e AT € GL,(K) con inversa (AT)~! = (A=YHT. Inoltre se anche B € GL,(K) allora
AB € GL,(K) con inversa (AB)~! = B~1A~!. La verifica & un semplice esercizio.

Proposizione 7.6: Sia A € M, (K) una matrice quadrata. Le seguenti affermazioni sono
equivalenti:

(1) A é invertibile;

(7i) per ogni colonna b € K", il sistema Ax = b ha soluzione unica;

(7i7) ogni riduzione a scala di A ha gli elementi sulla diagonale diversi da zero (in questo
caso si dice che A é non singolare);

(1v) esiste una riduzione a scala di A che ha gli elementi sulla diagonale diversi da zero;
(v) il sistema omogeneo Ax = 0 ha soluzione unica x = 0;

(vi) le colonne di A sono linearmente indipendenti;

(vii) le righe di A sono linearmente indipendenti;

(viti) rg(A) = n;

(ix) La:K" — K" é suriettiva;

() La:K"™ — K" ¢ iniettiva;

(xi) La: K" — K" é biettiva.

Dimostrazione: (i) = (ii): Se A & invertibile, per ogni colonna b € K", il sistema Az = b
ha soluzione unica x = A~'b.

(7i) = (i41): Ogni riduzione a scala di A produce un sistema che ha soluzione unica e
quindi gli elementi sulla diagonale devono essere non nulli.

(131) = (1v): Ovvio!

(1v) = (v): Ovvio!

(v) = (vi): Le colonne di A sono linearmente indipendenti se e solo se il sistema omogeneo
Az = 0 ha soluzione unica x = 0.

(vi) = (vii): Il massimo numero di colonne linearmente dipendenti ¢ uguale al massimo
numero di righe linearmente dipendenti.
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(vii) = (viit): Il rango di una matrice ¢ la dimensione dello spazio delle colonne.
(viti) = (iz): Il rango di una matrice ¢ la dimensione dell’immagine di L4.

(ix) = (z): La:K" — K" & suriettiva se e solo se ¢ iniettiva.

() = (xi): La: K" — K" ¢ iniettiva se e solo se ¢ biettiva.

(zi) = (i): Se La & biettiva sia L' la sua inversa. Allora L' = Lp per qualche matrice
B € M, (K): Allora A ¢ invertibile con inversa B. Infatti per ogni z € K":

x=Lp(La(z))=B(Ax) e x=Ls(Lp(x))= A(Bz)

e quindi LB OLA = IdKn = L[n (§ LAOLB = IdKn = L]n. Dunque BA = In e AB = In.
U

Corollario 7.7: Una matrice A € M, (K) é invertibile se e solo se ha un’inversa destra
B € M, (K) ossia se AB = I,, oppure se e solo se ha un’inversa sinistra C' € M, (K) ossia
se CA=1,.

Dimostrazione: Esiste B € M, (K) ossia se AB = I, se esolose LyoLp = Idgn. Questo
succede se e solo se L 4 ¢ suriettiva (vedi Proposizione 5.5) e quindi se e solo se A ¢ invertibile
(Proposizione 7.6). Esiste C € M, (K) ossia se CA = I,, se e solo se Ly o Lp = Idgn.
Questo succede se e solo se L4 ¢ iniettiva (vedi Proposizione 5.5) e quindi se e solo se A &
invertibile (Proposizione 7.6). U

Il Corollario 7.7 indica anche come procedere per stabilire se una matrice A e invertibile
e nel caso trovare 'inversa:

I passo: Mediante un’eliminazione di Gauss si riduce a scala A e si determina se A € non
singolare.

IT passo: Se A e non singolare i sistemi Ax = ey,...,Ar = e, hanno soluzioni uniche
B',...,B". L’inversadi A &lamatrice A~! = (B!... B") datoche A(B'...B") = (e1...e,)
= In.

Questa idea si puo trasformare in un algoritmo che utilizzando I’eliminazione di Gauss
calcola l'inversa delle matrici invertibili (vedi ad esempio ABATE - de FABRITIIS pgg.
137-138)
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8. Matrici di cambiamento di base.

In questo paragrafo ci proponiamo di scoprire con che legge cambiano le coordinate un
vettore quando si considerano basi diverse. Precisamente sia V' uno spazio vettoriale e
siano

B={v1,...,vn} B ={v],...,u.}

due basi per V. Vogliamo risolvere il seguente

Problema: Al variare di v € V, se z € K" ¢ il vettore delle coordinate di v alla base B e
2’ € K" ¢ il vettore delle coordinate di v alla base B’, esprimere x in funzione di z’.

Procediamo nel modo seguente. Per ogni j = 1,...,n, esistono, e sono unici, scalari
blj; ce 7bnj tali che

n
/
v; = blj’Ul + ...+ bnjl)n = E bij’UrL‘.
=1

Dunque per v € V, si deve avere:

= j=1

=1 7j=1

n n n n n n
! ! / /
E TV, =V = E Tiv; = E T E bijv; | = E E bz-j.rj v;.
i=1 j=1 i=1
Per I'unicita delle coordinate, allora si deve avere:

n
2 : /

T; = bijajj-
j=1

Dunque abbiamo dimostrato la seguente

Teorema 8.1: Sia
bll . bln

B = : : (8.1)
b1 .. bun
la matrice che ha per colonne le coordinate dei vettori della base B’ relative alla base B.

Allora per ogni vettore v € V, se x € R"™ é il vettore delle coordinate di v alla base B e
' € R™ ¢ il vettore delle coordinate di v alla base B, allora

x = Bx'.

La matrice B in (8.1) si dice matrice del cambio di base dalla base B alla base B’ (in
questo ordinel).

Osservazione. La matrice B ¢ invertibile dato che il sistema Bz’ = x ha soluzione unica
per ogni colonna x. La sua inversa B! & esattamente la matrice del cambio di base dalla
base B’ alla base B, ossia quella che ha per colonne le coordinate dei vettori della base B
relative alla base B’.

Osservazione. Le basi di uno spazio vettoriale V' di dimensione n su K sono in cor-
rispondenza biuniuvoca con il gruppo delle matrici invertibili GL,,(K). Infatti fissata una
base B = {v1,...,v,} di V, ogni altra base B’ = {v],...,v],} si ottiene scegliendo una
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matrice B = (b;;) € GL,(K) e definendo v} = byjv1 + ... + byjv, per ogni j = 1,...,n.
Moltiplicando formalmente righe di vettori per colonne di scalari questo equivale a dire
che

/ /
(v, u,) = (v1,...,0,)B. (8.2)
E facile convincersi che B’ = {v],..., v}, } ¢ una base. Basta dimostrare che v1,..., v, sono
a1
linearmente indipendenti. A tal fine sia a = : tale che
QOn
aq
/ / / / .
Oy =aqv) + ...+ any, = (v,...,v,) |+ | = (v1,...,v,)Ba.
an
Dato che vq,...,v, sono linearmente indipendenti, da (vq,...,v,)Ba = Oy segue che
’ s Un p ’ ; y Un 14

necessariamente deve essere Ba = 0,,. Visto che B = (b;;) € GL,(K), questo succede se
e solo se @ = 0 ossia se e solo se a; = 0 per ogni j. Viceversa quanto fatto sopra per
discutere la matrice del cambio di base prove che se B’ = {v{,...,v,} ¢ una base di V'
allora vale la (8.2) per un’opportuna B = (b;;) € GL,(K).

In particolare se V' = K", questo argomento, scegliendo come base B la base canonica,
implica che ogni altra base di K" & formata dalle colonne di una matrice invertibile ossia
le colonne A!,..., A" formano una base di K" se e solo se la matrice A = (A!,... A") ¢
invertibile.

Osservazione. Un modo alternativo e elegante per dimostrare la Teorema 8.1 & il seguente.
Fissate le basi B = {vy,...,v,} e B' = {v],...,v],} dello spazio vettoriale V', siano

Fp:V — K" Fp:V — K"

T
le applicazioni lineari definite nel modo seguente. Per ogni v € V', se x = : sono le

Tn

2

coordinate di v rispetto a B e x’ = : sono le coordinate di v rispetto a B, ossia se

/

Tn

n n
!
=1 J

1

allora
Fg(v) == Fg (v) =2,

Allora le coordinate x e ' di v relative a B e B’ rispettivamente, si ha
z = Fp(v) = Fs(Fg'(2')) = Fg o Fg'(2').

D’altra parte FgoF 57,1: K" — K" & un isomorfismo di K" in sé e quindi per qualche matrice
invertibile B si deve avere Fp o Fi;,' = Lp: La matrice B ha colonne B!, ..., B" che si
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calcolano facilmente. Per ogni j = 1,...,n, se e¢; ¢ il j-esimo vettore della base canonica
di K", si ha: ‘
B’ = Fgo Fg'(ej) = Fs(Fg' (¢;)) = F5(v))

e F(v}) ¢ la colonna delle coordinate rispetto a B del il j-esimo vettore della base B'.

Le idee introdotte in questo paragrafo si usano anche per stabilire le relazioni fra le
coordinate di punti dello spazio o del piano rispetto a diversi sistemi di riferimento. Per
semplicita di notazioni descriviamo la situazione nel piano. Un riferimento affine del piano
¢ una terna R = RA(O,?,I) dove O ¢ un punto del piano, e {;: (ﬁl,jz @} ¢ una base
dello spazio Vo dei vettori applicati in O. Assegnare un riferimento affine equivale dunque
ad assegnare tre punti O, A, B non allineati del piano. Fissato un riferimento affine R, le

coordinate x = (wl di un punto P del piano sono determinate dalla relazione

€2
Sia R’ = ,H',JH’) un altro riferimento affine. Se rispetto a R’ il punto P del piano ha
/
coordinate 2’ = (i,l ) ci proponiamo di trovare la relazione che lega x a z’.
2
Se 1 O’ e § O’ B’, siano
" =0A"=0A"-00" ¢ (" =0B"=0B-00" (8.4)

Dato che {f’,_f’} ¢ una base dello spazio Vo dei vettori applicati in O’, allora i vettori
- o — o

i”.j", ottenuti per traslazione mediante il vettore —OQ’, sono paralleli ai vettori i’,j" e
quindi costituiscono una base Vo dei vettori applicati in O. Sia B la matrice del cambio

di base da {f,j} a {iﬁ”,jﬁ”}. Dunque B = (bll b12

¢ la matrice invertibile tale che
ba1  baa

;// = bll_i> + bng e j7l - b12_i> + bQQT- (85)

Infine sia ¢ = <E1 ) il vettore delle coordinate del punto O’ rispetto al riferimento R.
2

!/
Teorema 8.2: Siano x = (21) exr = (i}) i vettori delle coordinate di un punto P
2 2

del piano relative rispettivamente ai riferimenti R e R'. Allora
r = Bz’ +c. (8.6)

Viceversa se B € GLy(R) ¢ una matrice invertibile e ¢ € R? allora R’ = RA(O',1,) dove
O’ ¢ il punto di coordinate c relative a R, ei’,j sono date da (8.4) e (8.5), é un riferimento
affine con coordinate x' date dalla (8.6).

Dimostrazione: Ricordiamo che, per definizione, le coordinate x di P relative la riferimento
R sono le coordinate del vettore OP relative alla base {i,j} di Vo, mentre le coordinate

2’ relative la riferimento R’ sono le coordinate del vettore OP’ relative alla base {?,I’} di
Vor
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Per costruzione, le coordinate del vettore O’ ?’ relative alla base {;’,j"} di Vo/ sono
uguali alle coordinate del vettore OP" = OP — 00 € Vo relative alla base {;” j” 1}

Dunque
acl_i> + .'I/'QT — 0P =0P" + OO’ = x’ll" + 3023” Toeit 02_]
= 90/1(511{—# b21.f) + 962(512 i+ 522.]) +oeit 62.]
= (by12] + browh + C1)f+ (bo1 ) + boowh + 02).?

e quindi, per 'unicita delle coordinate,

r1 = b11$/1 + b12$12 + C1 (8 7)
o = bgl.%‘ll + b22$/2 + 2 |
ossia vale la (8.6). Il resto dell’enunciato ¢ immediato. U

Con dimostrazione simile, il Teorema 8.2 si estende al caso dello spazio affine e si ha:

T x)
Teorema 8.3: Sianox = | z2 | ex’ = | «f, | i vettori delle coordinate di un punto P
T3 zh

dello spazio relative rispettivamente ai riferimenti R = RA(O, ij, E) eR' = RA(O', i.§, 12’)
Allora

x = Bx' +c¢ (8.8)
dove B € GL3(R) ¢ la matnce del cambio di base dalla base {i,j,k} alla base {i",j", K"}
di Vo dove se¥ = O'A,§ = OB ek =0,
e v e T ——
" —0A -00 e J=0B-00 K =00 -00 (8.9)

l

—

" rispetto alla base {i,j,K}.

3

e ¢ ¢ la colonna delle coordinate del vettore O

9. Applicazioni lineari e matrici.

In questa sezione illustreremo come studiare applicazioni lineari fra spazi vettoriali utiliz-
zando matrici.

Siano V e W spazi vettoriali finitamente generati e sia T:V — W un’applicazione
lineare. Siano fissate una base B = {vi,...,v,} per V e una base C = {wy,...,w,} per
W. Vogliamo trovare il modo di calcolare le coordinate rispetto alla base C dell'immagine
T'(v) mediante 7" di un vettore v € V' in funzione delle coordinate di v relative alla base B.

Per ogni j =1,...,n si ha per v; € B

T(Uj) =a1;W1 + ...+ QWi (91)

dove aij, ..., am; sono le coordinate di T'(v;) relative alla base C. Chiamiamo la matrice
ai N A1n

a=| s (9.2)
am1 Ce Amn

che ha per colonne le coordinate relative alla base C di W delle immagini dei vettori della
base B di V' la matrice associata a 1" relativa alle basi B di V e C di W. 1l risultato che
cerchiamo e il seguente:
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X1

Teorema 9.1: Per ogniv € V se x = : e la colonna delle coordinate di v relative
Ln
Y1
alla base BdiV ey = : é la colonna delle coordinate di T'(v) relative alla base C di
Ym

W, allora si ha:
y=Ax (9.3)

dove A é la matrice associata a T definita in (9.2).
Dimostrazione: Utilizzando la linearita di 7" e (9.1), abbiamo
Nwy + ... + ymwy, =T () =T(z1v1 + ... + Tp0n)
=x1T(v) + ... +x,T(vy)
=zi(apywi + ... + a1mWp) + ... + Tp(aniwy + ... F GpmWi)
= (a11z1+ ...+ a1pzp)wr + ...+ (@11 + - F G T ) Win
e quindi per ogni ¢ = 1,...,m, per I'unicita delle coordinate, si ha
Yi = ai1T1 + ...+ QinTy

che equivale a (9.3). 0

Osservazione. Come nel caso di Teorema 8.1, vi € una dimostrazione alternativa del
Teorema 9.1. Fissate le basi B = {v1,...,v,} di V e C = {wy,...,wy} dello spazio
vettoriale V', siano

Fg:V — K" Fe: W — K™
gli isomorfismi definiti da

T Y1

Fs()  zjv)) = Fe(D yiwi)=1| : |. (9.4)
j=1 T, i=1 Y
I1 n
Se v € V ha coordinate x = : rispetto a Be y = : sono le coordinate di
Tn Ym
T'(v) rispetto a C, allora
F(v) == Fe(F(v)) =y

e quindi si ha

y = Fe(T(v)) = Fe(T(Fg ' (2))) = Fe o T o Fg ' ().
D’altra parte FgoT o Fig LK™ - K™ & un’applicazione lineare di K" in K™ e quindi per
qualche matrice A € M, ,,,(K) si deve avere F¢ o T o Fgl = L4. Le colonne A',..., A"
della matrice A sono le immagini dei vettori della base canonica e quindi, per j = 1,...,n,
si calcolano nel modo seguente:

AV =FgoToFg'(e;) = Fo(T(Fg'(e)))) = Fe(T(vy))

e Fe(T'(vj;)) € la colonna delle coordinate rispetto a C del il j-esimo vettore della base B e
quindi y = Az dove A & la matrice definita in (9.2) come si voleva dimostrare.

I problemi incontrati nello studio di applicazioni lineari si possono tradurre in questioni
analoghe per la matrice associata come e illustrato dalla seguente
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Proposizione 9.2: Siano V e W spazi vettoriali finitamente generati e T:V — W
un’applicazione lineare. Siano fissate una base B = {v1,...,v,} di V e una base C =
{wi,...,wy} di W e siano Fp e F¢ gli isomorfismi definiti in (9.4). Sia A la matrice
associata a 1" relativa alle basi B e C.
(i) Se {n1,...,m-} & una base di Im(A), allora {F;'(m),...,F;'(n.)} & una base di
Im(T);
(ii) Se {e1,... e} & una base di Ker(A), allora {Fg"'(e1),...,Fg'(ex)} & una base di
Ker(T).

Dimostrazione: (i): Per w € Wsi ha w € Im(T) < w = T(v) per qualche v € V. Se
y = Fe(w) allora

we Im(T) & y = Fo(w) = Fo(T(v)) = Fe(T(Fg'(2))) = La(z) = Az € Im(A)

per qualche x € K". Dunque F¢(Im(T)) = Im(A) e quindi la restrizione dell’isomorfismo
F¢ a Im(T) & un isomorfismo di Im(T') in Im(A). Il suo inverso F; ' & anche un isomorfimo
e quindi trasforma basi di Im(A) in basi di Im(T).

(ii): Per v e V sihav € Ker(T) < T'(v) = Ow. Se z = Fg(v) allora
v € Ker(T) & O, = Fe(Ow) = Fe(T(v)) = Fe(T(Fg'(2))) = La(z) = Ax.

Segue che Fp(Ker(T)) = Ker(A) e quindi che la restrizione dell’isomorfismo Fz a Ker(T)
& un isomorfismo di Ker(T) in Ker(A). Il suo inverso Fi; ' & anche un isomorfimo e quindi
trasforma basi di Ker(A) in basi di Ker(T). L

Il Teorema 9.1 permette di dimostrare in generale che lo spazio vettoriale delle appli-
cazioni lineari fra spazi vettoriali finitamente generati & isomorfo a uno spazio di matrici:

Teorema 9.3: Siano V e W spazi vettoriali sul campo K con dim(V') =n e dim(W) = m.
Allora lo spazio L(V, W) delle applicazioni lineari da' V" a W é isomorfo a M,, ,(K) e quindi,
in particolare ha dimensione mn.

Dimostrazione: Si fissino basi B = {v1,...,v,} di V e C = {wy,...,wy,} di W. Per
ogni T € L(V,W) sia Ar la matrice associata a T relativa alle basi B e C. Si consideri
I'applicazione ®: L(V,W) — M,, ,(K) definita da ®(T") = Ap. Dato che si vede im-
mediatamente che per S,T € L(V,W) si ha Ag,r = Ag + Ar e che per A € K si ha
Ayt = MArp, segue che ® ¢ lineare. Inoltre ® ¢ iniettiva. Infatti due applicazioni lineari
S, T € L(V,W) hanno la stessa matrice A relativa alle basi B e C, allora coincidono su B
e quindi sono uguali. Infine ® & anche suriettiva. Infatti se A = (a;;) € M,, »(K), allora
sia T' € L(V,W) T'unica applicazione lineare tale che per ogni vettore v; € B si abbia
T(vj) = a1jwi + ...+ GpmjWn,. Allora ®(T) = A. Dunque ® ¢ I'isomorfismo cercato. [

Osservazione. Si osservi che I'isomorfismo costruito in Teorema 9.3 dipende dalla scelta
fatta delle basi di V e W.

Concludiamo il paragrafo stabilendo come varia la matrice associata a un’applicazione
lineare cambiando basi:

Proposizione 9.4: Siano V e W spazi vettoriali finitamente generati e sia T:V — W
un’applicazione lineare. Siano B, B' basi diV eC, C' basi di W. Se A e A’ sono le matrici
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associate a T rispettivamente a B, C e B', C’, B ¢ la matrice del cambio di base da B a B’
e C é la matrice del cambio di base da C a C’, allora

A =C1AB. (9.5)

Dimostrazione: Sia v € V arbitrario. Siano z e z’ le coordinate di v rispettivamente
relative a B e B’ e siano y e 3’ le coordinate di F(v) rispettivamente relative a C e C’.
Allora le matrici A e A’ sono le uniche matrici tali che y = Ax e vy = A’z’. Dato che
x = Bx' e y = Cy’, allora abbiamo

A =y =Cly=C"1Ax = C 'ABs'. (9.6)

Per I’arbitrarietd di v, la (9.6) vale per ogni 2’ € K" e quindi A’ = C~'AB. L]

La formula (9.5) prende una forma particolarmente semplice nel caso in cui V =W,
B =CeB =C(C'. ossianel caso si considerino endomorfismi di uno spazio vettoriale e stesse
basi ne ldominio e nel codominio. Se A ¢ la matrice di T: V' — V relativa a B (nel dominio
e nel codominio) e A ¢ la matrice di 7" relativa a B’ (nel dominio e nel codominio), allora

A' =B 'AB. (9.7)
Definizione. Due matrici quadrate A, A’ di ordine n si dicono simili se esiste una matrice
B € GL,(K) tale che valga (9.7).

Si ha immediatamente la seguente

Proposizione 9.5: Due matrici quadrate A, A’ di ordine n sono le matrici associate a un
endomorfismo di uno spazio vettoriale di dimensione n se e solo se sono simili.

37



