Sottovarieta di R”".

1. Il teorema dell’applicazione inversa e il teorema delle funzioni implicite

In questo paragrafo dimostreremo due risultati d’analisi fondamentali per lo studio della geometria dif-
ferenziale. Cominciamo descrivendo i problemi che intendiamo esaminare nel contesto elementare dell’algebra
lineare e della geometria analitica.

Una prima questione & quella dell’invertibilita di applicazioni lineari. Ad esempio se un’applicazione
lineare L:R" — R" & definita da L(z) = Az = dove A & una matrice quadrata di ordine n, allora L &
invertibile (e la sua inversa & lineare) se e solo se det(4) # 0. Se A = (a;;) e L = (L*,...,L") ¢ la
decomposizione in componenti di L, allora per ogni x € R" si ha evidentemente

: - : oL
L' (z) = Z a;;x’ e quindi 5 () = a;j.
j=1

Dunque, in modo un po’ artificioso, possiamo riformulare il criterio di invertibilita dicendo che L & invertibile
se e solo se per qualche z € R" si ha

oL
det (8xj (as)) # 0. (1.1)
Si osservi che la (1.1) & equivalente anche al fatto che il sistema

LY (x) = Li(z, ... 2") = ¢*

L"(z) = L™(z!,...,2™) = y"

ammette soluzione unica per ogni y = (y!,...,y") € R".

E utile cercare di generalizzare questo risultato a applicazioni non lineari. In questo caso si tratta di
trovare condizioni che assicurino I'invertibilitd di una applicazione differenziabile F' = (F!,... F"): A — R"
definita su un aperto A di R™ almeno localmente o equivalentemente, la possibilita che ci sia soluzione unica
al variare di y = (y',...,y™) per un sistema di equazioni (non necessariamente lineari)

Fl(z)=Fl(,... 2") =y
: (1.2)
Fr(z) = F* (2!, ..., 2™) = y".

1l teorema dell’applicazione inversa assicura che F' & invertibile (e che 'inversa & regolare tanto quanto F')
in un intorno aperto di un punto xy dove

det (gﬂ (x0)> £0. (1.3)

In termini di sistemi di equazioni, la (1.3) implica dunque esistenza di soluzione unica per il sistema (1.2)
con soluzione che dipende con regolarita da y in un intorno di yo = F'(xp).

La seconda questione, che si affronta con metodi simili alla prima, € quella della descrizione di una
sottovarieta affine per mezzo di equazioni cartesiane o di equazioni parametriche e di come si possa passare
dalle prime alle seconde. Per semplicita consideriamo un caso particolarmente semplice al quale comunque
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ci si puo ricondurre sempre mediante un opportuno cambio di coordinate. Sia X C R™T™ la sottovarieta
affine definita da equazioni cartesiane

Ll(xvy) = Ll(xla'“vxmvylw'wyn) = bl
; (1.4)
Ln(x7y) = Ln(‘rlw'-axmvylw"?yn) =0b"

dove L7 sono opportuni funzionali lineri. In altre parole se L: R™™"™ — R" & I’applicazione lineare definita
da L= (LY...,L") eb=(bt,...,b") allora

X = {(z,y) € R™ x R" = R™"|L(z,y) = b}.

Sia B = (b; ;) la matrice di ordine (m + n) x n tale che

X
bll oo blm b1m+1 v b1m+n m
T
L(SU, y) = : : yl )
bnl oo bnm bnm+1 v bnm+n :
y."
e siano
blm,+1 e b1m+n b11 e blm
A — . . , O — . .
bnm+1 s bnm-‘,—n bnl s bnm

Se det(A) # 0, allora (1.4) equivale a L(xz,y) =be
L(z,y) =b<=Ca+Ay=b<=y=A"'(b—Cx)
e quindi esiste una (unica) applicazione affine T:R™ — R", definita da T'(z) = A=!(b — Cx) tale che
L(z,y) =b<—=y=T(x).

In altre parole se det(A) # 0, si puod esplicitare 'equazione L(x,y) = b e ottenere equazioni parametriche
per X:

! =t

" =t

yt =Tt ..., t™) (1.5)
Yyt =Tt .. t™)

al variare di t = (t,...,t™) € R™. Si osservi che X non ¢ altro che il grafico dell’applicazione T.. Anche in
questo caso la condizione che permette di passare dalla (1.4) alla (1.5) si puo esprimere nel modo seguente:

det (gﬁ;(x,y)) = det(A4) #£0 (1.6)

in qualche punto (z,y).

In generale ci interessa studiare lo stesso problema nel caso in cui I’applicazione L non € lineare e trovare
una condizione che almeno localmente permetta di ”esplicitare” 1'equazione L(x,y) = b in modo che, in un
intorno di un punto che la soddisfa sia possibile rappresentare il luogo dei punti definito dall’equazione
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implicita come grafico di un’applicazione. Questo problema & affrontato e risolto dal teorema delle funzioni
implicite (o del Dini) che stabilisce che la condizione & esattamente del tipo (1.6).

Prima di passare all’enunciato e alla dimostrazione dei due risultati annunciati, ricordiamo alcune no-
tazioni del calcolo differenziale. Sia A C R”™ un aperto e k& > 0 un intero. L’insieme C*(A) delle funzioni
di classe C*¥ su A & I'insieme delle funzioni f: A — R tali che per ogni multiindice o = (ay,...,a,) con
la] = a1 + ...+ a, < k le derivate parziali

ololf

Ox1t .. gnon

esistono e sono continue su A. Si dice che f € C°°(A), 'insieme delle funzioni di classe C* su 4, se f € C*
per ogni k > 0. Un’applicazione F = (F' ..., F™):A — R™ si dice di classe C*, 0 < k <, se le sue
componenti F', ..., F™ sono di classe C* su A. Se F ¢ di classe C*, k > 1, il differenziale di F in z € A &
Papplicazione lineare dF,, = dF(x):R"™ — R™ definita per v € R" da dF,(v) = Jr(z)v dove

OF?
Jp(x) = (8mj>i‘1,‘..,m (1.7)
¢ la matrice Jacobiana di F' in x. In particolare se n = m, allora dF, € un isomorfismo se e solo se

det(Jp(z)) # 0.

Inoltre ricordiamo che, per definizione di differenziale, dF;(y) & (I'unica) applicazione lineare tale che per y
in un intorno di z si abbia

F(y) = F(z) + dF:(y)(y — =) + R(z,y) (1.8)

dove R(z,y) ¢ tale che

o IR@ )

=0.
vor o=yl

Infine una applicazione F:U — V fra aperti di di R" si dice diffeormorfismo di classe C* se F e F~! sono

di classe C*. Secondo questa nomenclatura dunque gli omeomorfismi sono diffeomorfismi di classe C°.
Cominciamo con un risultato preliminare:

Lemma 1.1: Sia K C R" un compatto convesso e sia A un apertodiR" con K C A. SeF = (F',...,F™): A - R™
¢ un’applicazione di classe C' e si pone

OF?
ax](x)H e M = Hq}?j,XMi’j7

M; ; = max

J €K

allora per ogni x,y € K si ha
|1F(z) = F(y)ll <nmM|jz —yl|.

Dimostrazione: Siano x,y € K e sia a(t) = ty + (1 — t)x la parametrizzazione del segmento congiungente x
ay. Perognii=1,...,msiha

7 7 _ ! d 7
Fi(y) - Fi(z) = / F(a())dr
D’altro canto
dF" — OF! i
() = Y2 T (a7 o)



e quindi per i =1,...,m si ha

, , 1 }
|Fi(z) = F'(y)| S/O i (a(®)| dt
<Yl o] [ |55 o) ar

<>y =M <nM |y —z| .
j=1

Dunque
() |<Z|FZ (y)| < nmM|jz —y|.

O

Possiamo ora enunciare il primo dei nostri teoremi.

Teorema 1.2: (dell’applicazione inversa) Sia A C R™ un aperto e F': A — R™ un’applicazione di classe C*,
1 <k < o0, tale che per xy € A il differenziale dF,,, sia un isomorfismo. Allora esistono intorni aperti U di
xg con U C A eV di F(xg) tali che

F=Fy:U—=V

sia un diffeomorfismo di classe C*.

Dimostrazione: Osserviamo preliminarmente che si puo assumere dF (xo) = Id. Infatti se il risultato ¢
dimostrato in questo caso e dF(zo) # Id, allora, posto L = (dF(z0))” ", Papplicazione F = Lo F & tale che
dF (z9) = Id. Dunque F & un diffeomorfismo di classe C¥ se ristretta a un opportuno intorno aperto di xg
e quindi, dato che L & un diffeomorfismo di R™ in R", il risultato vale anche per F.

Procediamo allora assumendo senz’altro che dF(xg) = Id. Osserviamo subito che esiste r > 0 tale che
se x € B(xg,r) allora

det Jp(x) # 0; (1.9)
OF? OF! 1 .

11 fatto che si possa trovare r > 0 in modo che (1.9) e (1.10) valgano ¢ evidente dato che le derivate
parziali di F' sono continue. Spezzeremo la dimostrazione in passi successivi.

Passo 1. Per x1,25 € B(xo,7) si ha
|z1 — 22| < 2{|F(z) — F(zo)| (1.11)

e quindi F ¢ iniettiva su B(xq, ).

Infatti dalla (1.10) segue che, se G(z) = F(x) — x allora

G! OFi
M. = : — _ 5.
0= A | () o 7 (&)~ 0ij
e 8Fi( aFi(m) - 1
= X - —
Blzo,r) | 077 dad Y 2n?

e quindi M = max;; M;; < Applicando il Lemma 1.1 all’applicazione G definita sul compatto convesso

2n2

B(zo,7), per ogni z1, 2 € B(zo,7) si ha

1
[G(21) — G(z2)|| < 5\\331 — z2||.



D’altro canto 21 = F(z1) — G(21) e 29 = F(23) — G(x2) e quindi
[y = @ofl = | F(21) = G(21) = F(22) + Ga2)|| < [[F(21) = Fa2)[l + [[G(21) — G|

1
< 1F(z1) = Flz2)]| + S llz1 — 22|
e dunque la (1.11) segue.

Passo 2. Esiste p > 0 tale che per ogni y € B (F(xg), p) esiste unico x € B(xg,r) con F(x) =y.
Per il Passo 1, se z € S = {z|||x — x| = r} si ha F(x) # F(x0). Sia p definito da

2 = mip | F(z) — F(ao)| > 0.

Se y € B(F(zp),p) e x € S allora, dato che
2p < [|F(z) = F(zo)|l < lly = F(@)l[ + [[F(z0) —yll < lly = F(2)] + p,

si ha
ly = F(zo)|| < p <y —F(2)] (1.12)

Fissato y € B (F(zg), p), si definisca g: B(zg,7) — R mediante g(z) = ||y — F(z)||?. La funzione g & continua
sul compatto B(zg,r) e quindi ha minimo. La (1.12) assicura che un punto di minimo assoluto per la g non
puo appartenere a S = 9B(xg,r). Sia allora x € B(x,r) un punto di minimo per la g. Necessariamente
allora, per ogni j =1,...,n, si ha

0 0 o, ,
0= 55 (%) = g7 20 0 = F@)”
=23 (v - Fi() 5 ()

ossia
dF, (y — F(x)) =0.

Dato che vale la (1.9), dF, & invertibile e quindi y = F(z). L’unicitd di = segue dal Passo 1.

Definiamo U = B(xg,7) N F~1 (B (F(x0),p)) e V =B (F(x0), p)-

Passo 3. F'= Fjy:U — V ¢ un omeomorfismo.
Abbiamo mostrato che F' = Fj;: U — V' ¢ biettiva. Inoltre la (1.11) implica che se y1,y2 € V si ha

1F~ 1) = F (ya)ll < 2]lys — w2l (1.13)
da cui segue che anche F~! ¢ continua e quindi F = F] jv:U — V ¢ un omeomorfismo.

Veniamo ora alla differenziabilita dell’inversa:
Passo 4. F~!':V — U @ differenziabile e
A(F ) py = (dF,) 7" (1.14)
Sia y = F(x) € V e si pongano L = dF, e T = L~!. Allora per y; € V con y; # y e 1 = F~!(y;) abbiamo
F(z1) = F(z) + L(x; — ) + R(z1,2)

5



dove R
LRG|

moe o -z

=0.
Dunque
T (F(x1) = F(2)) =21 —a = T (R(z1,2)) = F~ ' (y1) = F~(y) + T (R(F~ (1), F (1)) -
Pertanto, ricordando che x = F~1(y) e x; = F~1(y1), si ha
FHy) = F~'(y) + Ty —y) — T (R(x1,2)) -
Per completare la dimostrazione del Passo 4 basta provare che

T
i L (B(z1,2)) | _o.
vi—y |y =yl

Se

K = max |[7(:)]

allora per ogni z € R™\ {0} si ha ||T(2)| < K||z|| e quindi

0< |17 (R(E~ (1), F~' () | T (R(Fl(yl%Fl(y))) I
lyr — Iy = yll

<K |R(F~(y1), F~'(y))l ‘
- ly1 — v

D’altra parte, usando (1.13),

0 < IRE ), P _ IRE " ya), F @) ) = F(y)]
B lyr — [E=H(y1) = F=H(y)| ly1 —
HIIR(F " (y )7 )l
) - F )

Dato che F~! & continua, se y; — y allora F~1(y;) — F~1(y) e possiamo concludere come desiderato

o g IBE @) P IRE ), F @) T (R, o) |

visy [|[F7H ) = F=H )l vy lyr — Cwoy =yl

La (1.14) dimostra anche che F~! ¢ di classe C!. Se 1 < k < oo allora (1.14) implica che le derivate
parziali prime di '~ sono di classe C¥~1 e quindi che F~! ¢ di classe C*. Infine se k = 0o, allo stesso modo
segue che F~1 & di classe C*°. O

Dal teorema dell’applicazione inversa ricaviamo ora il teorema delle funzioni implicite. Premettiamo
alcune notazioni per semplificare 1’esposizione. Si identifichi R™*" con R™ x R™ in modo che se € R™ e
y € R" allora (z,y) = (z*,...,2™,y',...,y") € R™™. Inoltre se A C R™"" ¢ un aperto e F: A — R" ¢
un’applicazione di classe C*,k > 1, allora useremo le seguenti notazioni:

OF! OF! or! 9F*
aF 6$1 o ox™ aF 6yl AR ayn
= o - = o (1.15)
oz : : oy : :

OF™ OF™ OF™ OF™

ST - 5o 5T e Bym

Abbiamo allora il seguente



Teorema 1.3: (delle funzioni implicite o del Dini) Sia A € R™*" un aperto e F: A — R" un’applicazione
di classe C*, 1 < k < oo tale che per (xg,10) € A si abbia

F(xo,y0) =0 e det (é;:];(zg,yo)> #0. (1.16)

Allora esistono un aperto U C R™ con x¢g € U, un aperto V. C R"™ con yo € V e un’unica applicazione
f:U — V di classe C* tale che per ogni x € U si abbia

F(z, f(z)) =0 (1.17)

5@ =~ (L s@n) (L s). (119

Dimostrazione: Si consideri G: A — R™™™ definita da

G(z,y) = (z, F(z,y)). (1.19)
Allora Lo 0 0 0
0 1 0 0 ... 0
Jolwoyo) =1 \o o ... 1 0 ... 0
(%(x(by())) (%(xoay()))

e quindi det (Jg(x0,y0)) = det (%—5(1‘0, y0)> # 0. Dunque, per il teorema dell’applicazione inversa, esistono

aperti A’ C A C R™" con (zg,y0) € A’ ¢ B C R™™ con (x0,0) = G(x0,y0) € B in modo che G: A’ — B
sia un diffeomorfismo di classe C* e sia H = G~1: B — A’.

Se G =(G,....,Gm,G™* ... . G")e H=(H',...,H™ H™" ... H") sono le espressioni in compo-
nenti di G e H, dato che per j = 1,...,m si ha G’(x,y) = 27, si deve avere per j = 1,...,m e per ogni
(z,y) €B

H (z,y) = 2

e quindi per qualche applicazione ¢: B — R" si ha
H(z,y) = (z,9(z,y)).

Dato che H ¢ di classe C*, anche ¢ ¢ di classe C*. Ricordando che G(x¢,v0) = (z0,0), abbiamo allora
(0, p(x0,0)) = H(x0,0) = (z0,y0) €, di conseguenza, ¢(zo,0) = yo. Sia U C R™ con z¢ € U un aperto tale
che (2,0) € B se x € U. Allora per un opportuno aperto V.C R" con yo € V,

f(x) = o(2,0)
definisce una applicazione f:U — V di classe C* tale che
($7 F($7 f(x)) = G($7 f(x» = G(.%‘, (b(.%‘, 0)) = G(H(l‘, O)) = (CL‘, 0)'

Dunque la f soddisfa la (1.17). Per dimostrare I'unicita di f basta notare che su A’ la G & biettiva e quindi
se per qualche z si ha F(z,y) = F(z, f(z)) allora

Gz, y) = (, F(z,y)) = (z, f(2)) = G(z, f(x))

e pertanto y = f(x).
Infine (1.18) ¢ una semplice conseguenza della regola della differenziazione della composizione di appli-
cazioni. Infatti da F(z, f(z)) = 0 per « € U, segue

T (0 1@) + G @) T5(w) = 0

e quindi (1.18). O



Concludiamo questa sezione osservando che i due risultati dimostrati hanno una versione anche per
applicazioni analitiche reali. Ci limitiamo a ricordare le necessarie nozioni preliminari e a dare gli enunciati
dei teoremi senza la dimostrazione.

Se A C R™ & un aperto, una applicazione F: A — R™ si dice analitica reale o di classe C* se in ogni
punto di le componenti di F' hanno serie di Taylor convergente o, in altre parole, se ammettono nell’intorno
di ogni punto uno sviluppo in serie di potenze. Un diffeomorfismo F: A — B di classe C“ & una applicazione
biettiva di classe C* tale che F~! & di classe C¥. Valgono i seguenti:

Teorema 1.4: (dell’applicazione inversa per applicazioni analitiche reali) Sia A C R™ un apertoe F: A — R"
un’applicazione di classe C tale che per xy € A il differenziale dF,, sia un isomorfismo. Allora esistono
intorni aperti U di xg con U C A e V di F(xg) tali che

F:P"UZU%V

sia un diffeomorfismo di classe C*.

Teorema 1.5: (del Dini per applicazioni analitiche reali) Sia A C R™*"™ un aperto e F: A — R™ un’applicazione
di classe C* tale che per (xg,yo) € A si abbia

F(xo,y0) =0 e det (gl;(xo,yo)> £ 0. (1.20)

Allora esistono un aperto U C R™ con x¢g € U, un aperto V. C R"™ con yo € V e un’unica applicazione
f:U — V di classe C¥ tale che per ogni x € U si abbia

F(z, f(z)) =0 (1.21)

5@ = (Les@n) (L sw). (122

Per una diversa impostazione di questi argomenti e per ulteriori conseguenze si consulti E. Giusti, Analisi
Matematica 2. Per le dimostrazioni dei teoremi 1.4 e 1.5 si veda ad esempio R. Narasimhan, Analysis on
real and complex manifolds.

Esercizi

1. Si consideri F:R? — R? definita da
F(z,y) = (" cosy, e” siny).

a) Trovare 'immagine di F

b) Trovare 'immagine mediante F' delle rette parallele agli assi coordinati;

¢) Dimostrare che F non & inettiva ma che per ogni (zg,yo) € R? esiste un intorno aperto U tale che
F:U — F(U) ¢ un diffeomorfismo di classe C*.

2. Si consideri C' = {(z,y) € R?|z* + y* = 1}. Si dimostri che per ogni punto (o, y0) € C esiste un intorno
aperto U tale che U N C ¢ immagine di una curva regolare o: I — R?. Si calcoli la curvatura di C' nel punto
(1,0).

3. Si consideri F:R* — R definita da F(x,y,z) = xcosy+ ycosz + zsinz. Si dimostri che esiste un aperto

A C R? con (%,0) € A e una funzione F: A — R® tale che F(z,y, f(z,y)) = 0 se (z,y) € A. Trovare lo

sviluppo di Taylor di f fino al secondo ordine in un intorno di (7,0).



2. Sottovarieta differenziabili di R”.

Introdurremo ora la nozione di sottovarietd differenziabile di RY e trarremo, grazie ai risultati del
primo paragrafo, le prime conseguenze. Una sottovarieta differenziabile di dimensione m in parole povere &
un sottoinsieme di RY definito localmente dall’annullarsi di n — m funzioni differenziabili “indipendenti” in
un senso opportuno. Precisamente abbiamo la seguente

Definizione 2.1 Un sottospazio topologico M di RY, si dice una sottovarieta differenziabile di dimensione m

se per ogni x € M esiste un intorno U di z in R™ e funzioni fi:U—=Rdiclasse C*perj=1,....,n=N-m
tali che:
HMAU={yeUl|fily)=...= faly) =0}

(i) rank (%) =n.

Esempi

1) Un aperto A C R™ & una sottovarieta di R”™ di dimensione n. In questo caso si osservi che A ¢ il luogo di
annullamento di "nessuna”’ funzione differenziabile.

2) S"1 ={z € R" | ||z||* = 1} & una sottovarietd di R” di dimensione n — 1.

3) Una conica non degenere ¢ una sottovarieta di dimensione 1 in R?. Una quadrica non degenere in R® &
una sottovarieta di dimensione 2.

4) Identificato lo spazio delle matrici quadrate di ordine n con R”27 si ha che lo spazio S(n) delle matrici
simmetriche di ordine n & una sottovarieta di dimensione Y Infatti A € S(n) se e solo se A = At.

2
5) Siano M C R" una sottovarietd di dimensione m e N C R® una sottovarietd di dimensione n. Allora

N

M x N c R"™"® & una sottovarieta di dimensione m + n.

E utile dare un certo numero di caratterizzazioni delle sottovarietd in modo da poter scegliere fra
definizioni equivalenti quella che meglio si adatti alla situazione concreta che si studia. A tal proposito
abbiamo il seguente:

Teorema 2.1: Sia M un sottospazio topologico di RN e sia N = m + n. Le seguenti affermazioni sono
equivalenti:
(1) M é una sottovarieta differenziabile di dimensione m.

(2) Per ogni x € M esistono un intorno aperto U C RY di z e una applicazione F:U — R™ di classe C'®
con M NU = F~1(0) e con il differenziale dF,:R™ — R™ suriettivo.

(3) Per ogni p € M esistono un intorno aperto V. C RN di p, un aperto U C RY ¢ un diffeomorfismo
¢V = ¢(V)=UcCcRY =R™ x R"

di classe C™ tale che (VN M) = (V) N (R™ x {0}).
(4) Per ogni p € M esistono un intorno aperto B C RY di p, un aperto A C R™ con 0 € A e una applicazione
G: A — RY di classe C*™ tale che

(a) G(0) = p,

(b) dGy:R™ — RY ¢ iniettivo per z € A,

(c) G(A) = M N B,

(d) G: A — M N B é un omeomorfismo.
(5) Dopo un opportuno cambio lineare di coordinate di RY, per ogni punto z° € M esiste un intorno
W CcRY =R™ xR" di 2° = (xS,...,20,, 20,1 ..., 20,,,), un intorno W' C R™ di 7° = (¢, ...,xy,) e una
applicazione h: W' — R™ di classe C* tale che M N'W ¢& il grafico di h ossia

x=(T1, -, Tm, Tmt1,---,TN) EMNW
)
(1, xm) €W e (Tmy1--,2N) =h(x1, ..o 2m).
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Dimostrazione: Seguiremo il seguente schema di dimostrazione:
MHe@)=0)=4=06=01).

(1) & (2). Le due affermazioni differiscono solo per il linguaggio usato. Infatti se vale (1) allora per ogni
x € M esiste un intorno U di « in R" e funzioni f;: U — R di classe C* per j = 1,...,n tali che valgono
(i) e (i) della Definizione 2.1. Dunque F:U — R" definita da F = (fy,..., f,) hale proprieté richieste in
(2). Viceversa se vale (2) le componenti della F' sono le funzioni che localmente definiscono M che quindi &
una sottovarieta di dimensione m.

(2) = (3). Sia p € M. Allora esiste un aperto U C RY con p € U e una applicazione F:U — R"
di classe C™ tale che M NU = F~1(0) e dF(p):RY — R™ ¢ suriettivo. Esistono applicazioni lin-
eari fj:RN — R per j = 1,...,m tali che Dapplicazione lineare A:RY — RY = R™ x R" definita da
Aw) = (f1(v),..., fm(v),dF;(v)) & un isomorfismo. Per il teorema dell’applicazione inversa allora esiste un
aperto V C U con ¢ € V tale che 'applicazione ¢: V — R" definita da ¢(z) = (f1(z),. .., fm(z), F(z)) & un
diffeomorfismo. Dato che z € MNU se e solo se F(z) = 0 allora z € M NV se e solo se ¢(x) € ¢(V)NR™ x{0}.

(3)=(4).Siape M,V C RY un aperto contenente p e ¢:V — o(V) C RY con le proprietd esposte in (3).
Non & restrittivo supporre che ¢(p) = 0. Sia A = ¢(V)N(R™ x {0}) e B=V. Allorase j: A — ¢(V) &
I'inclusione, I'applicazione G = ¢! o0 j: A — B & quella richiesta. Infatti

G(A) = ¢~ (¢(B) N (R™ x {0})) = ¢~ (H(BNM)) = BN M.

Evidentemente G(0) = p e dGo = d(¢~1)godjg ¢ iniettivo visto che d(¢~ 1)y & un isomorfismo e djy ¢ iniettivo.
Dunque, a meno di sostituire A con un aperto contente 0 pitt piccolo, dG, ¢ iniettivo per ogni x € A. Infine
G: A — BN M & un omeomorfismo visto che G & biettiva, continua e chiusa perché composizione di j e ¢!
che sono chiuse.

(4) = (5). Sia 2° € M e G: A — B lapplicazione con le proprieta elencate in (5). A meno di un cambio
lineare di coordinate si pud supporre che dGo(R™) = R™ x {0}. Siano

pRY =R™ x R - R™ x {0} =R™ ¢RY =R™ xR™ — {0} x R" =R"
le proiezioni e si consideri I'applicazione di classe C'*°
poG: A — R™ x {0}.

Dato che dpgcﬁRm o ¢ un isomorfismo, anche d(p o G)y = dpgo 0 dGy & un isomorfismo. Per il teorema
dell’applicazione inversa esiste un aperto A’ C A con 0 € A’ tale che

poG:A - poGA) =W
¢ un diffeomorfismo. Siamo pronti ora a definire I'applicazione h: W’ — R"™™ desiderata. Poniamo
h =qoGo(poG)~t. Questa applicazione ¢ di classe C* perché composizione di applicazioni di classe
C®. Dato che G: A — M N B & un omeomorfismo, G(A’) & un aperto di M, dunque G(A") = M N W per

qualche aperto W C R". Allora x € M NW se e solo se x = G(a) per qualche a € A’. Dunque se z € MNW
allora p(z) € W’ e si ha

z=G(a) = (poG(a),qoG(a)) = (poGla),qo (poG) "o (poG)oGla))
= (p(x), h(p(x))) € T4

dove T, ¢ il grafico dell’applicazione h sull’aperto W’. Viceversa se &’ = (1, ..., %) € W’ allora necessari-
amente ' = p o G(a) per qualche a € A’ e come prima si ha

(@', h(2)) = (po G(a), h(p o G(a))) = (po G(a),q 0 G(a)) = G(a) € MNW
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equindi M NW =TY,.
(5) = (1). Se vale (5) per ogni x € M, allora, se h = (h',..., h™), basta porre per j =1,...,n

fi(x) =R (21, ..., %) — Tjsm.
Evidentemente, posto V= W, si ha

MOV ={zecV|fix)=0 j=1,...,n}.

of’
(833‘)]’—1 o = Ul = Idn)
i1, m

EEREE)

Inoltre su V si ha

dove Jj, € la matrice Jacobiana di h e Id,, ¢ la matrice identita di ordine n. Dunque la matrice J; ha rango
n in ogni punto di V e quindi in particolare in z° e la dimostrazione ¢ completa. O

Sia M una sottovarietd differenziabile di dimensione m in RY. Una parametrizzazione o sistema di
coordinate locali in p € M & un’applicazione G: A — B c RY di classe C™ per qualche aperto A € R™ e
B c RY con p € B, tale che valgano le seguenti proprieta:

GA)=BnM e G:A— BNM ¢ un omeomorfismo, (2.1)

dG,:R™ - RY & iniettivo  Vz € A. (2.2)

Dal Teorema 2.1, in particolare dal fatto che il punto (4) equivale al punto (1), segue allora che un sottospazio
topologico M di RY & una sottovarietd differenziabile se e solo se esiste una parametrizzazione in ogni suo
punto. Inoltre le parametrizzazioni du una sottovarieta sono “opportunamente” compatibili. Precisamente
abbiamo il seguente

Teorema 2.2: Sia M sottospazio topologico di RYN. Allora M una ¢ sottovarieta differenziabile di RY di
dimensione m se e solo se per ogni p € M si hanno le due seguenti proprieta:

(i) esiste una parametrizzazione G: A — B di M con p € G(A) = B.

(ii) se G1: Ay — By e Ga: As — Bs sono due parametrizzazioni di M con p € By N By # 0 allora, posti
Uy=BiNMeUy;=ByNM,

(G2) ™' 0 G1: (G1) M (U1 NU2) — (G2) (U1 NU2)

¢ un diffeomorfismo.

Dimostrazione: Come accennato sopra, il fatto che (¢) vale per ogni p € M equivale al fatto che M sia &
sottovarieta differenziabile di RY di dimensione m & parte del Teorema 2.1. Dobbiamo solo provare che
(i4) valga per una sottovarietd differenziabile di RY. Sia h = (G2)~' o Gy. Dato che & composizione di
omeomorfismi, i € un omeomorfismo. Non possiamo concludere immediatamente che h & un diffeomorfismo
dato che (G3) ™! & definito su un aperto di M e non ancora abbiamo una nozione di applicazione differenziabile
su sottovarietd (dare una tale nozione ¢ la motivazione principale del risultato che stiamo dimostrando).
Procediamo allora nel modo seguente. Sia ¢ € Uy N Uz, 2o = (G1)71(q) e yo = (G2)"(q) = h(xo).
Dato che G5 € una parametrizzazione si puo supporre, a meno di riordinare le coordinate di RY, che, se
Gy = (G3,...,GY) sono le componenti di Gs, allora

J
det (%G2> #0.
X Jj=1,...

=1,....m
=1,....m

i
se N = m + n, estendiamo Ga: Ay — RY a un’applicazione F: A, x R™ — RY ponendo
F(xlvxm+17"'7xN) = GQ(II) + (0""’0a05xm+1a"'7xN)
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9G; ler:
39512 (yO) 835731 (yo) 0 ... 0
lerd C o aay 0
det Jp(yo,0) = det | 2 (W0} = gz (v0)
2 2
2 (vo) . gz (yo) 1
aGNI - aGNj Dot (2.3)
oo (Yo) oo gam(yo) 0 ... 1
oG
(axl ( ) j=1,....m
i=1,....m

Per il teorema dell’applicazione inversa esiste un intorno aperto V di ¢ in R tale che su V esiste I'inversa
F~1di F ed & di classe C*°. D’altro canto, per costruzione,a su Ay x {0} si ha che F(z',0) = Ga(2') € M.
Dunque su V' N M, che & un aperto di M contenente ¢, si ha F~' = G5*. Allora su G;H(V)NGH (U, NUy),
che & un aperto di R™ contenente xo = G7'(¢), si ha

h:GEIOGle_loGl

e quindi che h & di classe C'°°. Per I'arbitrarieta di ¢ € U; N Us segue che h e differenziabile di classe C*° su
tutto Uy N Us. Lo stesso argomento applicato a h™1 = G 16 Gy completa la dimostrazione. O

Diamo ora la seguente

Definizione. Siano M C R' e N C R* sottovarieta differenziabili di dimensione m e n rispettivamente.
Una applicazione continua F: M — N si dice differenziabile (di classe C*°) se per ogni punto p € M, per
ogni parametrizzazione G1: A; — R’ di M in pe Gy Ay — R* di N in F(p), applicazione

Gyl o FoG:GrHG1(A) N F~HGa(Az)) = Gy (FoGr(A1) NGa(Az)) C RF
¢ differenziabile di classe C°.

La nozione di applicazione differenziabile di classe C*° fra varieta € dunque una estensione di quella usuale
per applicazioni fra aperti di spazi euclidei. La definizione data appare pero scomoda da usare dato che
sembra costringere a infinite verifiche persino per controllare la differenziabilita nell’intorno di un punto. In
realta, grazie al Teorema 2.2, & immediato osservare che per verificare se una applicazione fra sottovarieta
¢ differenziabile & sufficiente verificare la proprieta richiesta per una sola scelta di parametrizzazione per
intorni di ogni punto e della sua immagine. Piu precisamente abbiamo la seguente

Proposizione 2.3: Sia F: M — N una applicazione continua fra sottovarieta differenziabili M C R’ e
N c R* di dimensione m e n rispettivamente. Allora F ¢ differenziabile (di classe C™) se e solo se per
ogni punto p € M esistono parametrizzazioni G1: A1 — R' di M inp e Go: Ay — R* di N in F(p) tali che
Papplicazione

Gy o FoGi:GTHG1(A1) N F7Y(Ga(As)) — G5 ' (F o Gi(A1) N Ga(As)) C R”
¢ differenziabile di classe C*°.
Infine nelle applicazioni ¢ utile poter usare il fatto che la restrizione a una sottovarieta di una applicazione dif-

ferenziabile ¢ differenziabile. Invitiamo percio a risolvere il seguente esercizio (facile se si usa la Proposizione
2.3).

Esercizio Sia F: M — N una applicazione continua fra sottovarieta differenziabili M C R’ eNC R*. Se
per ogni p € M esiste un aperto U C R! con p € U e una applicazione F:U — R* tale che Fanu = Fanu
allora I ¢ differenziabile di classe C°.
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3. Varieta differenziabili.

Basandosi sulla nozione di sottovarieta di R™, si pud dare una nozione pit generale. Sia M una sottovarieta
di R" di dimensione m e, per qualche aperto A C R, sia G: A — B = G(A) C M una parametrizzazione di
M. Linversa ¢ = G~': B — A di G si dice carta locale di M. Dato che per il Teorema 2.2 si puo ricoprire
M mediante i domini di definizione di carte locali di M, esiste allora un ricoprimento aperto U = {U} di
M tale che per ogni U € U esiste un omeomorfismo ¢:U — A C R™ per qualche aperto A. Inoltre M ¢
un sottospazio di R™ e quindi & uno spazio di Hausdorfl a base numerabile. Uno spazio topologico M con
queste proprieta si dice una varieta topologica di dimensione m. In effetti la struttura di M & ancora piu
ricca. Per il Teorema 2.2 infatti se ¢;: U; — A; per 7 = 1,2 sono due carte locali con Uy N Us # () allora

B2 0 (1)1 o1 (U NUz) — (U NU3)

¢ un diffeomorfismo di aperti di R™. L’insieme D = {(¢, U)} delle coppie U aperto di M e ¢:U — A carta
locale di M determinato in questo modo si chiama struttura differenziabile della sottovarieta M. Questo
tipo di presentazione suggerisce la seguente nozione ”astratta” di varieta differenziabile:

Definizione. Sia M uno spazio topologico di Hausdorff a base numerabile tale che esiste una famiglia di
coppie D = {(¢,U)} — dove U ¢ aperto di M e ¢:U — A & un omeomorfismo tra U e un aperto A C R™ —
con queste proprieta:

O M=U,,.U
(ii) se (U, ¢1), (Uz, ¢2) € D con Uy N Us # O allora

$20(¢1) 101 (Ur NUs) — ¢o(Ur N 1)

¢ un diffeomorfismo (di classe C*°),

(iii) se V ¢ aperto di M e ¢:V — A ¢ un omeomorfismo tra V e un aperto A C R™ tale che per ogni
(U,¢) € Dcon UNV # 0 si ha che ¢po ()" L:p(VNU) = ¢(VNU) & un diffeomorfismo (di classe C°°),
allora (V) € D.

In questo caso D si dice struttura differenziabile (di classe C*) per M e M si dice varieta differenziabile di
dimensione m.

E’ abbastanza semplice dimostrare che le sottovarieta differenziabili di R™ definite nel capitolo precedente
verificano questa definizione piu generale. In effetti per una sottovarieta M basta scegliere D come la famiglia
delle ”inverse” di tutte le possibili parametrizzazioni di M. In questo caso la (i) e la (ii) sono immediate dal
Teorema 2.2. La verifica della proprieta di massimalita (iii), semplice anche se un po’ noiosa, non ¢ molto
importante per i nostri scopi ed ¢ lasciata al (volenteroso) lettore.

Diamo ora, in questo contesto, la definizione naturale di applicazione differenziabile:

Definizione. Una applicazione continua F: M — N fra varieta differenziabili M, N si dice differenziabile
(di classe C*) se per ogni p € M e ogni carta locale (U, ¢) di M e (V,4) di N conpe U e F(p) € V si ha
che poFogp Lip(UNF~YV)) = (F(U)NV) & di classe C*. Si dice che F' & un diffeomorfismo se inoltre
F ¢ biettiva con inversa F~! differenziabile (di classe C°).

Concludiamo queste considerazioni osservando che in effetti la nozione di varieta differenziabile & solo
apparentemente pit generale di quella di sottovarietda di R™ nel senso che ogni varietd pud essere sempre
pensata come sottovarieta di uno spazio euclideo. Per la precisione vale il seguente ririsultato

Teorema 3.1: (di Whitney) Sia M una varieta differenziabile di dimensione m. Esiste una sottovarieta
chiusa M di dimensione m di R*™*' e un diffeomorfismo F: M — M.

Per la dimostrazione (piuttosto impegnativa) e per i necessari prerequisiti si veda ad esempio Sernesi,
Geometria 2.
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4. Spazi tangenti.

Prima di discutere la nozione di spazio tangente a un punto di una sottovarieta di R"™ vediamo come stanno
nel caso di R" stesso rivisitando opportunamente 'idea di vettore applicato in un punto. Se p € R", diremo
che v € R™ & un vettore tangente a R" in p se esiste una curva a: (—e, &) — R" di classe C* tale che «(0) = p
e o/(0) = (a!’(0),...,a™(0)) = v dove si pone per j =1,...,n

J
o?'(0) = “ 0y,
L’insieme dei vettori tangenti in p € R" si denota T,R". E immediato verificare che T, »R" = R" dato che,
per definizione, T,R" C R"™ e, d’altro canto, se v € R" allora la curva definita da «a(t) = tv + p & tale che
a(0) = p e a’(0) = v e quindi v € T,R™. Dunque l'insieme dei vettori tangenti in un punto p € R™ & una
copia di R™ e essendo 'insieme di tutti i possibili vettori velocita di curve di classe C°° passanti per p si pud
evidententemente identificare con lo spazio dei vettori applicati in p. In particolare T,,R™ ha per costruzione
la struttura di spazio vettoriale di dimensione n.

Su una sottovarieta proponiamo ’analoga definizione:

Definizione. Sia M C R" una sottovarieta differenziabile e sia p € M. Si dice che v € R™ & un vettore tan-
gente a M in p se esiste una curva a: (—¢,e) — M di classe C* con a(0) = pev = o/ (0) = (a/(0),...,a™(0)).
L’insieme dei vettori tangenti a M in p si dice spazio tangente a M in p e si denota T), M.

Esercizio (Facile facile) Sia M C R™ una sottovarieta differenziabile e a: (—e,e) — M una curva di classe
C*°. Dimostrare che per ogni t € (—¢,¢) si ha o/(t) € To ) M.

Per identificare in pratica gli spazi tangenti (e giustificare perche li si chiama spazi) ¢ utile la seguente

Proposizione 4.1: Se M C R" ¢ una sottovarieta differenziabile di dimensione m, allora T,M ¢ un sot-
tospazio vettoriale di R" di dimensione m. Precisamente si ha:

(i) Se per qualche aperto A C R"™ con xg € A, G:A — M é una parametrizzazione di M con G(x¢) = p
allora T,M = dG,(R™).

(i) Se per qualche aperto U C R"™ conp € U e per qualche F:U — R™ ™™ di classe C> si ha MNU = F~1(0)
con dF suriettivo in ogni punto di U, allora

T,M = Ker dF, = {v € R"|dF,(v) = 0}.

Dimostrazione: Evidentemente se (i) o (ii) sono validi segue che T, M & un sottospazio vettoriale di R di
dimensione m. Cominciamo con il dimostrare (i) usando un’idea gia sfruttata nella Teorema 2.2. Come al
solito, a meno di riordinare le coordinate, possiamo supporre che se G = (G',...,G™) sono le componenti
di G, allora

Estendiamo G: A — R™ a un’applicazione G: A x R"™™ — R"™ ponendo

Gz, 2™t 2™ =G(2") +(0,...,0,0, 2™ .. 2™)
1

dove (2/,2™m*L ... a") = (x a™ ™t 2™). Allora dato che
Ciw) . B(w) 0 ... 0
T(xo) ... 2CT0) 0 ... 0
Ja(x0,0) = | 0%, oz, : (4.1)
¢ G () . STy 1L 0
%(mo) gf,:(aso) 0 ... 1
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come in (2.3), abbiamo

oGI
det Ja(0,0) = det | —(z0) | # 0.
J=Len

ok L...,m
1,....m

Dunque dé(xo,o) ¢ un isomorfismo e quindi, per il teorema dell’applicazione inversa, esiste un intorno aperto
W di (0,0) tale che G: W — G(W) & un diffeomorfismo. Dalla (4.1) segue inoltre che

dG (y.0)(R™ x {0}) = dGyy (R™). (4.2)

Sia ora v € T,M e o:(—¢e,e) - M C R" di classe C* tale che o(0) = p e ¢/(0) = v. Ovviamente si
puo scegliere € > 0 piccolo abbastanza in modo che a((—¢,¢)) C G(W). Sia f:(—¢,e) — R" definita da
B(t) = G~1(a(t)). Siosservi che B((—¢,e)) C R™ x {0} e che 5(0) = (20,0) e w = #(0) € R™ x {0}. Inoltre
si ha
d ~_ 5
w=F(0) = SEHalh), = Al (@O,
5—1 51
=dG, H(/(0) = dG,  (v)

Pertanto dé(:co,()) (w) =v e da (4.2) allora segue che v € dé(ro,o) (R™ x {0}) = dG, (R™).

L’altra inclusione & una semplice verifica. Sia v = dG.,(w) € dGy,(R™) per qualche w € R™ e sia
v:(—e,e) = A C R™ tale che ¥(0) = zg e w = 7/(0) € R™. Se a:(—¢,e) — G(A) C M definita da
a(t) = ~(t). Allora si ha che a(0) = p e v = dG4,(w) = dGyy (7' (0)) = &/(0) € T,M e quindi la (i) ¢
completamente provata.

Dato che la (i) implica che dim(T, M) = m, per dimostrare la (ii) & sufficiente provare che T,M C Ker dF,
visto che per la suriettivita di dF}, si ha che dim(Ker dF,) = m. Dunque sia v € T,M e si scelga
a:(—e,e) 2 UNM C M con a(0) =p e v=2ac/(0). Allora si deve avere per ogni t € (—¢,¢)

F(a(t)) =0
e quindi derivando rispetto a t:

AFy(0) = dFy (! (0)) = - F(a(t)jeo = 0

cosicché, come desiderato, si ha v € Ker dF,. O

Estendiamo ora a una applicazione differenziabile fra due sottovarieta differenziabili la nozione di dif-
ferenziale. Sia allora F': M — N una applicazione differenziabile fra due sottovarieta differenziabili M C R”
e N C R! di dimensione m e n rispettivamente. Dato p € M definiamo il differenziale dF,: TyM — Tp,) N
dell’applicazione F' nel modo seguente. Se v € T,M e a:(—¢,6) — M con «(0) = p e v = /(0) allora
poniamo

dF,(v) = %F o at) - (4.3)
In altre parole il differenziale trasforma il vettore velocita al tempo 0 di una curva « su M nel vettore
velocita al tempo 0 della curva Foa su N. Ovviamente, per applicazioni fra aperti di spazi euclidei, la (4.3)
restituisce il differenziale consueto. Per sottovarieta occorre verificare che I’applicazione dF), sia ben definita
da (4.3), ossia non dipende dalla scelta di «, e che effettivamente sia un’applicazione lineare.

A tal fine abbiamo bisogno di qualche notazione. Siano G:U — M C RF ¢ H:V — N c R parametriz-
zazioni dove U C R™ e V' C R" sono aperti contenenti le origini di R™, R" rispettivamente e G(0) = p e
H(0) = F(p). Se {e1,...,em} e {n,...,n,} sono le basi canoniche di R™, R" rispettivamente, allora

o 0
B = {8:[1 = dGO(el)"'waxim = dGO(@m)},

o 0
Bl = {ayl = dHO(nl)v' ) (rayim = dHO(nn)}
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sono basi rispettivamente per T, M e T, N.

Esercizio Se 1, ..., %, sono coordinate su R™ associate alla base {ei,...,en}, alloraper j=1,...,m
oG
o(ei) = 5 (0)

Abbiamo la seguente

Proposizione 4.2: II differenziale dF), ¢ ben definito da (4.3) ed & un’applicazione lineare. Inoltre, relati-
vamente alle basi B di T,M e B' di Tp,)N, la matrice associata a dF, &

OH "o F oG (0)) (4.4)

J = JH—loFoG(O) = < Oz

_j:l,A..,n
i=1,...,m

Dimostrazione: Sia
m

-0
= t— e T,M.
v ;’Uaxl P

Sara sufficiente dimostrare che per una qualunque scelta di curva o: (—¢,e) — M con a(0) = p e v = /(0)

se dFy(v) = £F o a(t)j—o = w = Y7, wz‘@%j € Try) N, allora

Ripetendo 'argomento gia usato nella dimostrazione dell Proposizione 4.1, estendiamo G: A — R* a
un’applicazione G: U x R*~™ — R* ponendo

G,z ah) = G(2') +(0,...,0,0,2™ T, .. 2P)

H(y/,y""'l,...,yl) :H(y’)—|—(O,...,0,0,y""'l,...,yl).

Allora — sempre seguendo passo passo 'argomento della dimostrazione della Proposizione 4.1- per il
teorema dell’applicazione inversa, le applicazioni G e H sono diffeomorfismi se ristretti a intorni aperti
opportunamente piccoli dell’origine di R* e R rispettivamente. Allora, eventualmente restingendo opportu-
namente U e V, si puo supporre che esistano aperti W C R* ™ ¢ Z ¢ R'™™ in modo che

G:UxW = GU xW) cRF

HV xZ—HVxZ) cCR!
siano diffeomorfismi con
G(2',0),...,0) = G(z') e H(y',0),...,0) = H(y/)
e, per come sono definiti, tali che

dG 0,0)(R™ x {0}) = dGo(R™) e dH g 0)(R" x {0}) = dHo(R"). (4.5)
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A meno di scegliere ¢ > 0 piccolo abbastanza, possiamo supporre che per ogni ¢t € (—e&,¢) si ha
a(t) e G(U) e F(a(t)) € H(V). Definiamo allora

a=G'oa:(—e¢e)—-UCR™,
f=Foa:(—ege) = N,
B=H 1'op:(—¢ee) =V CR™

Identificando U = U x {0} CR* e V=V x {0} CR'sihad =G loa=G loae =G 1of=H 'op.
Allora, usando la regola della derivazione di funzioni composte e (4.5), si ottiene

m
b=a'(0) =) ve
i=1

3(0) = Zwim'
j=1
Per costruzione, su U = U x {0} C RF, siha H'oFoG=H '0FoG e J¢lamatrice di
d(H ™ o FoG)o=d(H "o FoG)opmy o

relativa alle basi canoniche di R™ e R™. Dunque, per concludere la dimostrazione, basta osservare che,
ancora per la regola della derivazione di funzioni composte,
~ d

b= p'(0) = %fl‘l 0o FoGod(t)—o=dH " oFoG)(&(0)=dH " oFoG)(d).

O]

Esercizio Siano M C R¥ e M c R! sottovarieta differenziabili, H: R* — R! una applicazione differenziabile
tale che H(M) C N e H:M — N la sua restrizione. Sapplamo gid che H & differenziabile. Dimostrare che
per ogni € M si ha dH = dH\7, -

Notazione. Siano M C R" una sottovarietd differenziabile di dimensione m e G:U — M C R" una
parametrizzazione dove U C R™ e V C R™ & un aperto di R™, R™ rispettivamente e G(xg) = p. Se

{e1,...,em} & la base canonica di R™ allora, com gia osservato
0 0
B = {({91’1 = dec)(e]_), ey 81’77” = dGmO(em)}
¢ una base di T, M. Per la base duale B* di B si usa alle volte la seguente notazione: B* = {d:z:l, ceey da:m}
dove naturalmente, per i,7 =1,...,m si ha

(0

dove §; ; e il 0 di Kroneker. Dunque per v € T, M si ha

v= Z al‘l Zdl’

Dalle definizioni di applicazioni differenziabili fra sottovarieta e dei loro differenziali, abbiamo immedi-
atamente il seguente
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Teorema 4.3: (Teorema dell’applicazione inversa per sottovarieta) Sia F: M — N una applicazione dif-
ferenziabile fra due sottovarieta differenziabili tale che per xo € M il differenziale dF;,, sia un isomorfismo.
Allora esistono intorni aperti U C M di xg e V C N di F(x¢) tali che

F:FW‘USU*)V

sia un diffeomorfismo.

Dimostrazione: Utilizzando parametrizzazioni di intorni aperti di zg e di F'(zg) e il teorema dell’applicazione
inversa su aperti euclidei il risultato & praticamente immediato. I dettagli sono lasciati al (sempre!) volen-
teroso lettore. 0

E’ spesso utile interpretare i vettori tangenti come operatori differenziali estendendo in modo naturale la
nozione di derivata direzionale. Si procede nel modo seguente. Sia M C R™ una sottovarieta differenziabile
di dimensione m, p € M un punto, v € T,M e f una funzione differenziabile su un aperto contenente p.
Allora definiamo la derivata di f rispetto a v il numero

df (a(t))

v(f) = dfp(v) = dt  |t=0

dove a:(—€,€) — M & una curva differenziabile tale che «(0) = p e &’(0) = v. Per avere una espressione in
coordinate locali della derivata di una funzione rispetto a un vettore tangente, si consideri una parametriz-
zazione G:U — M con U C R™ aperto e p = G(xo) € G(U). Se {e1,...,en} ¢ la base canonica di R™,
allora

0 0

@ = dGaco(el)a SRR axim - dGJ'(J (e’W)}

¢ una base per T, M. Dunque se

= '— e T,M
v ;v €T,

si ha
m

v(f) = dfy(v Z (o)-

Spesso, lavorando in coordinate locali, se il contesto non richiede maggiore precisione, si preferisce semplificare

le notazioni — abusandone un po’! — e si scrive semplicemente f o G(z1,...,2") = f(x1,...,2"), e
m
,i9f
o(f) =Y v
r
i=1
D’altra parte si osservi che, con le notazioni introdotte sopra per la base duale B* = {dxl, .. .,d:cm} di
= {% =dGy,(€e1),..., % = deo(em)}, possiamo scrivere, coerentemente con la definizione di dif-
ferenziale:

=Y it - 3{ (v) = df(v).
i=1

Concludiamo il paragrafo con un cenno ai campi vettoriali su sottovarieta. Per le applicazioni di cui
abbiamo bisogno ¢ sufficiente dare la versione piu elementare di questa nozione

Definizione. Sia M C R" una sottovarieta differenziabile di dimensione m. Un campo vettoriale V su un
aperto A C M & un’applicazione V: A — R"; se V ¢ differenziabile, si dice campo vettoriale differenziabile.
Un campo vettoriale V su un aperto A C M si dice tangente se per ogni p € A si ha V(p) € T,M e si dice
normale se per ogni p € A si ha V(p) L T, M.
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Ovviamente V: A — R" ¢ un campo vettoriale differenziabile se per ogni parametrizzazione G:U — A C M
I'applicazione V o G ¢ differenziabile.

A meno che non sia detto diversamente, considereremo solo campi vettoriali differenziabili

Analogamente a quanto fatto per funzioni, se V: A — R™ & un campo vettoriale, p € A un punto e
w € T, M un vettore tangente, si dice derivata di V rispetto a w il vettore

_ dV(a(n)

VuwV
dt |t=0

= dV,(w).
Ripetendo per le componenti di V le considerazioni fatte sopra per la derivata di una funzione rispetto a un
vettore tangente, se V.= (V1 ..., V") allora possiamo facilmente ricavare espressioni in coordinate locali.

Sia G:U — A C M una parametrizzazione e sia, come al solito, {2 = dG(e1), ..., 32= = dG(em)} la base
per T,(M) dove p € G(U). Allora in particolare

(aVieG)  Oa(V"oG)\ [(ov'  oavn

dove, nell'ultima eguaglianza, si intende Vi(x!,... 2") = Vo G(x!,...,2"). Sia ora A C M un aperto,
V:A — R" un campo vettoriale e W: A — R™ un campo vettoriale tangente a M. si dice derivata di V
rispetto a W il campo vettoriale su A definito per p € A da

va(p) = Vw(p)V (47)

Usando la parametrizzazione introdotta sopra e le conseguenti notazioni ¢ facile verificare che la (4.7) definisce
un campo vettoriale differenziabile. Infatti dato che W & un campo vettoriale differenziabile tangente a M,

esistono funzioni differenziabili w!, ..., w™ su G(U) tali che, su G(U),
0
W=w'—"—+... m_—.
Y oal et Ox™

Dunque, usando la (4.6) abbiamo

oV oV
v AV 1 m
w _w6x1+"'+w Ox™

da cui segue immediatamente che Vw 'V ¢ differenziabile su G(U).

Concludiamo elencando alcune proprieta della derivata rispetto a un campo vettoriale che seguono
immediatamente dalle definizione e dalle regole di derivazione ordinarie (Esercizio!):

Vw(Vi+Vy)=VwVi+ VwVa,
Vw,+w,)V =Vw, V + Vw,V,
Viw(V) = fVwV,
Vw(fV)=W(f)V+ fVwV,

Vw < V1,V2) >=<VwVi, Vo >+ <Vy, VwVy >

dove W, W1, W, sono campi vettoriali tangenti, V, V1, V, campi vettoriali e f una funzione differenziabile.
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